Syntaxe — logické spojky

@ Pokud ¢ je dobre vytvorena formule, tak i = je dobfe vytvorend
formule.

@ Pokud ¢ a 1) jsou dobre vytvorené formule, tak i (o A ), (¢ V),
(¢ — 1) a (p <> 1) jsou dobre vytvorené formule.

@ | a T jsou dobre vytvorené formule.

Abstraktni syntakticky strom (abstract syntax tree).

Konvence pro vypousténi zavorek.
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Vyrokova logika — syntaxe

At — mnozina atomickych vyrok{

Abeceda — mnozina symboli:

@ atomické vyroky: vSechny prvky z At
@ logické spojky: =, A, V, =, <, L, T
@ zavorky: ), (

Jazyk — které sekvence symbolil jsou formulemi:
@ Pokud p € At, tak p je formule.
@ 1 a T jsou formule.
@ Pokud ¢ je formule, tak i = je formule.

@ Pokud ¢ a 1 jsou formule, tak i (¢ A1), (¢ V), (¢ — ) a
(¢ <> 1) jsou formule.

@ Neexistuji zadné dalsi formule nezZ ty, vytvorené podle predchozich
bodd.
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Vyrokova logika — syntaxe

Stru¢néjsi popis syntaxe pomoci tzv. Backus-Naurovy formy:
pu=p | L | T[] (@Ae) | (V) | (g=¢) | ()

p reprezentuje libovolny atomicky vyrok z mnoziny At

V tzv. abstraktni syntaxi se abstrahuje od detailil jako jsou zavorky,
priority apod.:

pu=p | LT ere | ove | oae | e
Alternativni zplsob zapisu abstraktni syntaxe:

e u=p | L] T] 1| erAp2 | or1Ver | o1 =92 | @14 ¢2
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Vyrokova logika — sémantika

Pravdivostni ohodnoceni: v : At — {0,1}

o v |= ¢ — formule ¢ plati (tj. je pravdivd) pfi ohodnoceni v
@ v [~ ¢ — formule ¢ neplati (tj. je nepravdiva) pfi ohodnoceni v

Definice toho, kdy je formule pravdiva pri ohodnoceni v:
@ v = p, kde p € At, plati pravé tehdy, kdyz v(p) = 1.
v = L neplati nikdy (tj. vzdy plati v j= L1).
v =T plati vzdy.
v = — plati pravé tehdy, kdyz v [~ o.
v = @ A1) plati pravé tehdy, kdyz v = p a v = 1.
v = @ V1) plati pravé tehdy, kdyz v |= ¢ nebo v |= 9.
v = ¢ — 1 plati pravé tehdy, kdyz v [~ ¢ nebo v = 1.
v = @ <> 1 plati pravé tehdy, kdyz v = ¢ a v |= 1), nebo kdyz v |~ ¢
av .

(]

e & © ¢ ¢ ¢
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Vyrokova logika — sémantika

h-:{0,1} — {0,1}

x | ho(x)
0 1
1 0

h,: {0,1} x {0,1} — {0,1}

pro x € {A,V, =, >}

X1y h/\(X7y) hV(Xa.y) h%(va) h(—)(Xv}/)
0|0 0 0 1 1
01 0 1 1 0
110 0 1 0 0
111 1 1 1 1
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Vyrokova logika — sémantika

L — mnozina viech dobre vytvorenych formuli

Kazdému pravdivostnimu ohodnoceni v : At — {0, 1} je pfifazena funkce

v 'C’At — {0,1}

©

v = ¢ — pokud D(p) =1
v [~ ¢ — pokud D(¢) =0

(4
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Interpretace a modely

Obecné se pfi popisu sémantiky mluvi o interpretacich.

@ V pripadé vyrokové logiky ma interpretace podobu pravdivostniho
ohodnoceni.

@ V pripadé jinych logik mohou interpretace vypadat jinak.

@ Pokud v je interpretace, zapis v = ¢ znamend, Ze formule ¢
v interpretaci v plati.

@ Interpretaci, ve které plati formule ¢, se fikdA model formule .

@ Pokud I' je mnoZina formuli, modelem této mnoziny formuli je
takova interpretace, kterd je modelem kazdé formule z T.
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Logické vyplyvani

@ — formule, [ — mnozina formuli

Formule ¢ logicky vyplyva z formuli ', coz se zapisuje

M=o,

jestlize v |= ¢ plati pro kazdou takovou interpretaci v, kde pro vSechny
formule ¢ € T plati v = 4.

Poznamka: MnoZina [ mlze byt i nekonecna.

Misto {11,%2,...,%n} = ¢ se obvykle piSe ¥1, 12, ...,10, E ¢.
Misto () |= ¢ se obvykle pise = .
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Tautologie, kontradikce a splnitelné formule

Formule ¢ je:

o tautologie — pro kazdou interpretaci v plati v = ¢
o kontradikce — pro kazdou interpretaci v plati v [~ ¢
@ splnitelna — existuje alespon jedna interpretace v, pro kterou plati
viEe
= ¢ — oznaluje, Ze ¢ je tautologie
Poznamka:

AL A .. AnEB
pravé tehdy, kdyz
FA = (A= (- = (A= B)))
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Tabulkova metoda

pA(q— —r)
plglr|-rlg—=-r|pA(g——r)
0[o0[0] 1 1 0
0jof1] 0 1 0
o|1]o0] 1 1 0
o|1]{1]o0 0 0
1(ofo0] 1 1 1
1{of1] o0 1 1
1(1]0] 1 1 1
1(1]1] 0 0 0
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Tabulkova metoda

(A—=>B)—A)— A

A/B|lA-B|(A—-B)—A|(A—-B)—A)—A
0[]0 1 0 1
0|1 1 0 1
110 0 1 1
11 1 1 1
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Dedukéni systémy

Dedukcni neboli odvozovaci systém — sada pravidel, kterd uréuji, jak
vypadaji diikazy, a jaké kroky je mozno v ramci dilkazid provadét .

Priklad: Dedukcni systém pro vyrokovou logiku zaloZeny na sekventech
(sekventovy kalkul), obsahujici nasledujici pravidla:

Assm Ant
Ai Ner, Aeo
Vip, Vip Ve
—i —e
1 req, &ren
—i e
Ti le
—e

Poznamka: Jedna se o jednu z variant tzv. pfirozené dedukce.
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Dedukéni systémy

¢ — formule, ' — mnozina formuli (maze byt i nekoneénd)

Pro dany dedukéni systém D zépis

Mp e

oznaluje, ze v ramci systému D existuje ditkaz formule ¢ z predpoklad( I

Pro dany dedukéni systém D musi byt presné specifikovano, kdy plati
r FD @Y.

Systém zalozZeny na sekventech (sekventovy kalkul):

o [ Fp ¢ plati pravé tehdy, kdyz existuji néjaké formule 1,1, ..., 90,
z mnoziny [ takové, ze pomoci pravidel daného systému se dé
odvodit sekvent

wlaquJZ’“')d)n'_@

(tj. existuje diikaz tohoto sekventu).
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Dedukéni systémy

Deduk¢ni systém D je:

o korektni — jestlize plati, ze pokud ' Fp ¢, pak [ = ¢

Tj. v ramci systému neni mozné odvodit nekorektni zavér, co se
odvodi, to také skutecné plati.

o Gplny — jestlize plati, ze pokud I = ¢, pak [ Fp @

Tj. vse, co plati, se d& v rdmci daného systému odvodit.
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Dedukéni systémy

Pro dokazani toho, ze dany systém je korektni staci dokazat, zZe kazdé
jednotlivé pravidlo je korektni.

Priklad: Pro dokazani toho, ze pravidlo

r=A M-B

A FEAAB

je korektni, staci dokazat, ze:

o pokud T =Aarl =B, pak = AAB.
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Tabulkovd metoda v rdmci dedukcniho systému

Tabulkovou metodu je mozné v ramci dedukcniho systému ,,simulovat™:

@ To, Zze p ma pfi daném ohodnoceni pravdivostni hodnotu 1 je
reprezentovano formuli .

@ To, Ze ¢ ma pfi daném ohodnoceni pravdivostni hodnotu 0 je
reprezentovano formuli —p.
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Tabulkovd metoda v rdmci dedukcniho systému

Priklad: Méjme atomické vyroky p, g, r a formuli ¢ vytvorenou z téchto

atomickych vyrokli pomoci logickych spojek.

o Pokud napfiklad 11 = ¢ pro ohodnoceni vq, kde
n(p) =1, vi(q) =0, vi(r) =0,
v ramci odvozovaciho systému se da odvodit sekvent

p,—q,~r k@

@ Pokud napfiklad v, [~ ¢ pro ohodnoceni v, kde
(p) =0, n(q) =1, w(r) =0,
v ramci odvozovaciho systému se da odvodit sekvent

-p,q,r - P
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Tabulkovd metoda v rdmci dedukcniho systému

A

B

==l
R orom
= o o ol >

Napriklad pro konjunkci se daji odvodit nasledujici pravidla:

M--A -8
FF—(AAB)

M- A -8
F-—=(AAB)

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Tabulkovd metoda v rdmci dedukcniho systému

Na tabulkovou metodu Ize nahlizet jako na priklad dikazu rozborem
pripadi:

1. —p1,~p2,psb e (...)
2. —pr,=p2, sk (o)
3. ap,p2,opst ()
p| P ps] o 4. —p1,p2,p3 (-4)
0 0 0 1 5. pl,ﬂpz,—'p3Fg0 ()
0|0 |1]1 6. p1, P2, p3 @ (.-0)
o1 |01 7. p1,p2,p3 b (--.)
01 ]1]1 8. p1,p2,p3 (--4)
110]0]1 9. —p1,—p2 @ (PC 2,1)
1 0 1|1 10. —p1i,p2 (PC 4,3)
111]0]1 11. p1,—p2 b (PC 6,5)
1 1 1|1 12. p1,po F (PC8,7)
13. =p1 o (PC 10,9)
4. pi+o (PC 12,11)
15. F ¢ (PC 14,13)
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Ekvivalence formuli

Formule ¢ a ¢ jsou logicky ekvivalentni, coz se oznaluje ¢ < 1), jestlize
pro kazdou interpretaci v plati

viEp pravé tehdy, kdyZ v = 1.

Poznamka: ¢ < 1) plati pravé tehdy, kdyz ¢ =1 a ¢ | ¢.

Formule ¢ a % jsou v rdmci daného dedukéniho systému dokazatelné
ekvivalentni, coz se oznacuje ¢ - 1), jestlize plati

ok a Y.

Poznamka: Pokud je dedukcni systém korektni, tak z ¢ 4 1) plyne
p < 1, pokud je Gplny, tak z p < ¥ plyne ¢ - .
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Ekvivalence formuli

© < 1) pravé tehdy, kdyz = ¢ <> 1.
@ 9 pravé tehdy, kdyz - ¢ <> 1.

Pro libovolné formule ¢, 1 a x plati:

0 p& .
@ Pokud ¢ & ¢, tak ¥ < .
@ Pokud ¢ & ¢ a ¢ &, tak ¢ & x.

Podobné:
o v .
@ Pokud ¢ - v, tak ¢ - .
@ Pokud ¢ -1 a ¥ 4+ x, tak ¢ - x.
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Ekvivalence formuli

Pokud plati A+ A’

@ ZT I Asedd dokdzat I - A’ (a naopak).
@ ZT,A A+ B seds dokazat 'y A, A + B (a naopak).

Pokud plati A -- A’, tak plati i:
o —A - -A
o ANBI-AANB, BANAAFBAA
e AVBH1AVB, BVA-4-BVA
o A-B4+A—-B, B—sA4B—-A
o AB4A B BoAdA-Bo A

(podobné to plati i pro <)
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Nékteré dulezité ekvivalence

Poznamka: Vsechny nize uvedené ekvivalence jsou i dokazatelné ().

As A,

Asociativita A, V, <

(AAB)AC < AN(BACQ)
(AVB)VC & AV (BV Q)
(A<+B)<C & A< (B+ ()

Komutativita A, V, <

ANB& BAA AVB & BVA AsBsS B« A

Idempotence A a V:

ANAS A AVAsS A
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Nékteré dulezité ekvivalence

Distributivni zdkony pro A a V:

AN(BV C) & (AAB)V(AAC) AV(BAC) & (AVB)A(AVC)

De Morganovy zakony:
~(AANB) < -AV -B -(AVB)<= -AAN-B

Konjunkce, resp. disjunkce, formuli A a —A je ekvivalentni formuli L,
resp. T:

AN-As L AV-As T
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Nékteré dulezité ekvivalence

Vztahy s | a T:

-1l T -T & L
ANL s L ANT s A
AV s A AVT & T
A—- 1l -A A—>T&T
LA T T—ASA
A Lo -A AT A

Vztahy pro nahrazeni implikace:

A—B < ~AVB ~(A— B) < AA-B

Vztahy pro nahrazeni ekvivalence:
A< B < (A= B)AN(B— A)
A< B < (ANB)V(-AA-B)
A+ B < (AV-B)A(-AV B)
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Ekvivalentni Gpravy

Misto A; & Ap, Ay & Az, ..., Ap_1 < A, je mozné psat

A1<:>A2<:>A3<:>"'<:>An71<:>An
Pro libovolné A;, Aj, kde i,j € {1,2,...,n}, pak plati A; & A;.

Podobné misto A; 4+ Ay, A 1+ As, ..., Ap—1 T+ A, je moZné psat

Ap b Ag A Az A - A A,

Pro libovolné A;, Aj, kde i,j € {1,2,...,n}, pak plati A; - A;.
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Normalni formy formuli

Uvazujme nyni pouze formule vyrokové logiky.

@ Literal — atomicky vyrok nebo jeho negace, napt. p nebo —r

La=p | —-p

@ Elementarni konjunkce — konjunkce jednoho nebo vice literali,
napt. pA—q, r, gA-rAp

C:=1L] LAC

o Elementarni disjunkce (klauzule) — disjunkce jednoho nebo vice
literald, napf. pV —q, r, gV -rVvp

D=L ]| LVD

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 27. Gnora 2013 27 / 30



Normalni formy formuli

@ Disjunktivni normalni forma (DNF) — disjunkce jedné nebo vice
elementdrnich konjunkci, napt. (p A —q) V (—=r) V (=r A =p A =q)

E = C | CVE

o Konjunktivni normalni forma (KNF) — konjunkce jedné nebo vice
elementarnich disjunkci (klauzuli),
napt. (pV —=q) A (=r) A(=rV —-pV—q)

F =D | DAF

Poznamka: Formule 1 a T také budeme povazovat za formule v DNF a
KNF.
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Normalni formy formuli

@ U formuli v KNF se snadno zjisti, jestli jde nebo nejde o tautologii:

U tautologie v KNF musi kazda klauzule obsahovat jako literdl néjaky
atomicky vyrok p a zaroven jeho negaci —p.

@ U formuli v DNF se snadno zjisti, jestli jde nebo nejde o kontradikci:

U kontradikce v DNF musi kazda elementarni konjunkce obsahovat
néjaky atomicky vyrok p a zdroven jeho negaci —p.
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Normalni formy formuli

Pokud uvazujeme pevné danou konec¢nou mnozinu atomickych vyroki At:

@ Uplna disjunktivni normalni forma (UDNF) — formule v DNF,
kde kazda elementarni konjunkce obsahuje kazdy atomicky vyrok z At
pravé jednou.

Priklad: (p A—gA=r)V(pAgA=r)V(-pAgA-r)

@ Uplna konjunktivni normalni forma (UKNF) — formule v KNF,
kde kazda klauzule obsahuje kazdy atomicky vyrok z At pravé jednou.

Priklad: (pV =gV -r)A(pV gV -r)A(-pVqV —r)

Poznamka: V prikladech je At = {p,q,r}.
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