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WWW stranky

Webové stranky k predmétu naleznete na adrese:

http://www.cs.vsb.cz/sawa/uti

Na téchto strdnkach najdete:
@ Informace o predmétu
@ Ucebni texty
@ Slidy z prednasek
@ Zadani priklad( na cviceni
@ Aktualni informace
@ Animace

Webové stranky se specifickymi informacemi pro kombinované studenty:

http://www.cs.vsb.cz/sawa/kot/UTIkomb
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@ Zapocet (22 bodu):

o Zapoctova pisemka (22 bodi) — bude se psat na 5. tutoridlu
Minimum pro ziskani zdpoctu je 7 bodd.

@ Zkouska (78 bodii)

o Pisemna zkouska skladajici se ze tri ¢asti po 26 bodech, pricemz
z kazdé casti je nutné ziskat nejméné 10 bodi.
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Uznané zapocty

@ Studenti, ktefi predmét opakuji a maji ndrok na uznani zapocltu, ale
nemaji ho dosud v Edisonu zapsany a chtéji ho uznat, musi
v pribéhu prvnich dvou tydni semestru pozadat svého cviciciho
0 uznani zapoctu.

@ Podobné studenti, ktefi maji ndrok na uznani zdpoctu, maji
v Edisonu zapsany, ale nechtéji ho uznat, musi v pribéhu prvnich
dvou tydnid semestru pozddat svého cviciciho o jeho zruseni.

@ Studenti, ktefi maji uznany zapodet, nebudou psat zdpoctovou
pisemku.
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Napln predmétu

Cilem tohoto pfedmétu je poskytnout studentim stru¢ny Gvod do
nasledujicich oblasti:

o Logika
o Formalni jazyky a automaty

@ Vydislitelnost a slozitost
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Vyukové materidly

Hlavnimi vyukovymi texty jsou:

@ prof. RNDr. Petr Jancar, CSc.
Uvod do teoretické informatiky (ucebni text),
VSB-TU Ostrava, 2007.

Pozndamka: Pro zdjemce s hlubSim zajmem o problematiku je
k dispozici i rozSifena verze tohoto textu urend pro studenty
magisterského studia (pro predmét Teoreticka informatika).

@ doc. RNDr. Marie Duzi, CSc.
Matematicka logika (ucebni text),
VSB-TU Ostrava, 2003.
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Vyukové materidly

Kromé vyukovych texti jsou k dispozici:

o Slidy z prednasek (na web budou dopliiovany aktudlni verze)

@ Animace vytvorené M. Kotem, Z. Sawou a nékterymi studenty
v ramci diplomovych praci

@ Zadani prikladia do cviceni
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Dalsi literatura (pro zajemce)

@ M. Sipser: Introduction to the Theory of Computation, PWS
Publishing Company, 1997.

@ D. Kozen: Automata and Computability, Undergraduate Text in
Computer Science, Springer Verlag, 1997.

@ Ch. Papadimitriou: Computational Complexity, Addison-Wesley, 1993.

@ J. E. Hopcroft, R. Motwani, J. D. Ullman: Introduction to Automata
Theory, Languages, and Computation (3rd Edition), Addison Wesley,
2006.

@ H.D. Ebbinghaus, J. Flum, W. Thomas: Mathematical Logic
(2nd edition), Springer, 1994.

@ M. Huth, M. Ryan.: Logic in Computer Science: Modelling and
Reasoning about Systems, Cambridge University Press, 2004.

o V. Svejdar: Logika - nediplnost, sloZitost a nutnost, Academia, 2002.
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Dalsi literatura (pro zajemce)

@ Ding-Zhu Du, Ker-1 Ko: Problem Solving in Automata, Languages,
and Complexity, Wiley, 2001. Pozn.: v ramci sité VSB je tato
publikace dostupnd v elektronické podobé (jako PDF) na adrese
http://knihovna.vsb.cz/sluzby/e-knihy-wiley.htm
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Zakladni pojmy
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Mnozina — kolekce vzajemné odlisitelnych objekt(, které nazyvame jejimi
prvky.

@ x € S — objekt x je prvkem mnoziny S

@ x ¢ S — objekt x neni prvkem mnoziny S

Jednou z moznosti, jak popsat mnozinu, je explicitné vyjmenovat vSechny
jeji prvky, napf.:
5$={1,2,3}

Mnozina nemiiZe obsahovat prvek vice nez jednou a prvky mnoziny nejsou
nijak sefazeny.
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Mnoziny A a B jsou si rovny (A = B), jestlize obsahuji tytéz prvky.
Napriklad

{1,2,3} = {2,1,3} = {3,2,1}

Mnozina neobsahujici zddné prvky se nazyvd prazdna mnozina a oznacuje
se symbolem 0.

Poznamka: Kromé mnozin se také nékdy pouzivaji multimnoziny. Na
rozdil od mnoziny miize multimnozina obsahovat vice vyskyt( jednoho
prvku.

M={1,1,1,2,3,3,3,3,3}
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Priklady nékterych dilezitych mnozin:
@ N — mnozina vsech pfirozenych ¢&isel, tj. N ={0,1,2,...},

@ N — mnozina vSech kladnych pfirozenych Cisel,
tj. Ny ={1,2,3,...},

@ 7 — mnozina véech celych ¢isel, tj. Z ={...,—-2,-1,0,1,2,...},
@ Q — mnotZina vSech racionalnich &isel (zlomky),

@ R — mnozina vsech redlnych dCisel.
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@ A C B — oznacuje, ze A je podmnozinou B, tj.
Vx(x € A = x € B)
(kazdy prvek mnoziny A patfi rovnéz do mnoziny B).
9 A C B - oznaluje, ze A je vlastni podmnozZinou B, tj.
ACB A 3x(x e B A x¢&A)
(tj. AC B, ale A# B).
Poznamka: Nékdy se téz pouziva zapis A C B pro oznaceni, ze A je

podmnozinou B (tj. pfipousti i moznost A = B), a zapis A C B pro
oznaceni, Ze A je vlastni podmnozinou B.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 15. dnora 2012



Pro danou mnozinu A mizeme definovat mnozinu B C A tvofenou témi
prvky mnoziny A, které maji urcitou vlastnost (splfiuji néjakou
podminku) ¢(x).

B={xeAlp(x)}

Ptiklad: Podmnozina X mnoziny prirozenych &isel N tvorend témi Cisly,
ktera davaji po déleni péti zbytek dvé.

X ={xeN|xmod5=2}
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Mnozinové operace:
@ Pranik mnozin A a B je mnozina

ANB={x|x€eANx¢€ B}

@ Sjednoceni mnozin A a B je mnozina
AUB={x|x€e AV xe€ B}

@ Rozdil mnozin A a B je mnozina
A-B={x|xeAAx¢B}

Poznamka: Pro rozdil mnoZin se téz pouziva zapis A\ B.

Priklad: Jestlize A= {a, b,c,d} a B={b,c,e, f}, pak
ANB = {b,c}, AUB ={a,b,c,d e, f}, A— B ={a,d}.
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Mnoziny
Nékdy jsou vsechny mnoziny, které uvazujeme, podmnozinami néjaké

jedné mnoziny U nazyvané universum.

Priklad: Pokud se napriklad bavime o mnozinach pfirozenych Cisel, pak je
universem mnozina N.

Pro dané universum U definujeme doplnék mnoZiny A jako

A=U-A

Pro libovolné mnoziny A, B C U plati de Morganova pravidla:

ANB=AUB AUB=ANB

Mnoziny A a B jsou disjunktni, jestlize nemaji zaddny spolecny prvek,
tj. jestlize AN B = 0.
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Velikost dané mnoziny S se nazyvé jeji kardinalita a oznaluje se |S].

@ V pripadé konecné mnoziny, je jeji kardinalita pfirozené Cislo
odpovidajici po¢tu jejich prvki, napt. |0 = 0.

@ Dvé (obecné) mnoziny maji stejnou kardinalitu, jeslize existuje bijekce
(tj. vzajemné jednoznacné zobrazeni) mezi jejich prvky.

@ Mnozina S se nazyva spocetna, jestlize existuje bijekce mezi S a N.
Spocetné mnoziny jsou ,,nejmensi” mezi nekone¢nymi mnozinami.

@ Nekonecna mnozina, kterd neni spocetnd, se nazyva nespocetna.

Priklad: Mnoziny N, Z a Q jsou spocetné, mnozina R je nespocetna.
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Mnozina vSech podmnoZin mnoziny S se nazyvd potencni mnozina
mnoziny S a oznacuje se zapisem P(S).

Priklad: Pokud S = {a, b, c}, pak

P(S) =A{0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b,c}, {a, b, c}}.

Pokud je mno¥ina S kone¢na, pak |P(S)| = 2/°I.

Poznamka: Casto se také pouiva pro oznaleni potenéni mnoZiny misto
P(S) vyraz 2°.
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Usporadana dvojice prvki a a b se oznaluje (a, b).

Na rozdil od mnozZiny u usporadané dvojice zalezi na poradi prvki,

(a, b) je néco jiného nez (b, a).

Poznamka: Formalné je mozno uspofadanou dvojici (a, b) pomoci mnozin
napt. takto:

(a,b) ={a,{a, b}}
Analogicky mizeme definovat usporadané trojice, Ctvefice atd.
Kartézsky soucin mnozin A a B, oznaCovany A X B, je mnozina vSech
usporadanych dvojic, kde prvni prvek z dvojice patfi do mnoziny A a druhy

do mnoziny B:
Ax B=1{(a,b)|ac A be B}

Priklad: {a, b} x {a,b,c} = {(a, ), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c)}
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Jestlize A a B jsou kone¢né mnoziny, pak |A x B| = |A| - |B].
Kartézsky soucin n mnozin Az, Az, ..., A, je mnozina n-tic
At X Ay x - x Ay ={(a1,a2,...,an) | @i € Ai, i=1,2,...,n}
Jestlize vSechna A; jsou kone¢né mnoziny, plati
|A1 X Ax X -+ X Ap| = |A1] - |A2] -+ |An

Misto kartézského soucinu A x A x --- X A, kde se mnozina A vyskytuje
n krat, piseme A".

Pro kone¢nou mnozinu A plati |A"| = |A|".
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Relace na mnozinach Aj, A, ..., A, je libovolnd podmnozina kartézského
soudinu Ay X Ay X -+ X A,.

Relace na n mnozinich se nazyva n-arni relace.

Jestlize n = 2, jedna se o binarni relaci.
Jestlize n = 3, jedna se o ternarni relaci.

V pripadé, ze A; = A, = --- = A,;, hovofime o homogenni relaci,
v opacném pripadé o relaci heterogenni.

Kdyz fikdme, Ze R je n-arni relace na mnoZiné A, mame tim na mysli, ze
R C A",
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Priklad: Relace ,,mensi nez" na mnoziné prirozenych Cisel je mnoZina

{(a,p) e Nx N|a< b}

Poznamka: Jestlize R C A x B je binarni relace, nékdy misto (a, b) € R
pouzivame infixovy zapis a piSeme a R b.
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Relace

Bindrni relace R C A x A je:

)

4

)

reflexivni, jestlize pro vSechna a € A plati (a, a) €R,
ireflexivni, jestlize pro vSechna a € A plati (a, a) ¢R,

symetricka, jestlize pro vSechna a, b € A plati, Ze pokud (a, b) € R,
pak (b, a) € R,

asymetricka, jestlize pro vSechna a, b € A plati, ze pokud (a, b) € R,
pak (b,a) € R,

antisymetricka, jestlize pro vSechna a, b € A plati, ze pokud

(a,b) € Ra(b,a) € R, pak a = b,

tranzitivni, jestlize pro vSechna a, b, c € A plati, ze pokud (a,b) € R
a (b,c) € R, pak (a,¢c) € R.
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Ptiklad:

@ Relace “=" na N je reflexivni, symetrickd, antisymetricka a
tranzitivni, ale neni ireflexivni ani asymetricka.

@ Relace “<" na N je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, ale neni
ireflexivni, symetrickd ani asymetricka.

@ Relace “<" na N je ireflexivni, asymetricka, antisymetricka a
tranzitivni, ale neni reflexivni ani symetricka.
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Relace

@ Reflexivni uzavér relace R C A x A je nejmensi reflexivni relace
R’ C A x A takova, ze RC R'.
Poznamka: Pojmem ,nejmensi” zde mame na mysli to, Ze neexistuje

7adna reflexivni relace R” takova, 2¢ R C R” C R'.

@ Symetricky uzavér relace R C A x A je nejmensi symetricka relace
R’ C A x A takova, 2¢e R C R'.

@ Tranzitivni uzavér relace R C A x A je nejmensi tranzitivni relace
R' C A x A takova, ze R C R'.

@ Reflexivni a tranzitivni uzavér relace R C A x A je nejmensi relace
R’ C A x A takovd, ze R C R’ a R’ je sou&asné reflexivni i tranzitivni.
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Ekvivalence

Bindrni relace R na mnoziné A je ekvivalence pravé tehdy, kdyz je
reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Priklad: Nasledujici relace =5 je ekvivalence

=5 = {(a, b) € Z? | (a mod 5) = (b mod 5)}

obecné pro libovolné n > 0 je relace =, ekvivalence

=, ={(a,b) € Z* | (a mod n) = (b mod n)}
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Ekvivalence

Jestlize R je ekvivalence na mnoziné A, pak tfidou ekvivalence prvku

a € A je mnozina [alg = {b € A| (a,b) € R}, tj. mnozina vSech prvki
s nim ekvivalentnich.

Méjme mnozinu A. Mnozina jejich podmnozin A = {A; | i € I} (pro
néjakou indexovou mnozinu /) tvofi rozklad na mnoziné A, jestlize:

@ vSechny mnoziny A; jsou vzajemné disjunktni, tj. jestlize pro libovolné
Ai, Aj € Aplati AinA; = 0 pokud i # j, a

@ sjednoceni mnozin z A je mnoZina A, tj.

A= J A

AieA
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Ekvivalence

Ekvivalence R C A x A definuje na A rozklad {[a]gr | a € A}.

Naopak rozklad A = {A; | i € I} na mnoziné A definuje ekvivalenci

R={(a,b) CAx A|a,bec A pronéjaké A; € A}.

Priklad: Ekvivalence =5 definuje rozklad A = {Ag, A1, Az, A3, Az} na N,
kde

o Ag=1{...,—15,-10,-5,0,5,10,15,...}

o Ay=1{...,—14,-9,-4,1,6,11,16,...}

o Ay =1{...,—13,-8,-3,2,7,12,17,.. .}

o Ay={...,—12,-7,-2,3,8,13,18,.. .}

o Ag=1{ .. —11,-6,-1,4,9,14,19,...}
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7 7

Usporadani

Binarni relace R na mnoziné A je (Caste¢né a neostré) usporadani,
jestlize je reflexivni, tranzitivni a antisymetricka.

Binarni relace R na mnoziné A je (Castecné) ostré usporadani, jestlize je
asymetrickd a tranzitivni.

(Pozn.: Z toho, ze je R asymetricka plyne, Ze je také ireflexivni a
antisymetricka.)

Pro neostra usporadani se obvykle pouzivaji symboly jako < a jemu
podobné, pro ostra usporadani pak symboly jako < a jemu podobné.

Usporadani (at uz neostré &i ostré) R C A x A je GipIné (nebo také
linearni), jestlize pro viechna a, b € A plati bud (a,b) € R, (b,a) € R
nebo a = b (tj. pokud neexistuji vzdjemné nesrovnatelné prvky).
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7 7

Usporadani

Priklady:
@ Relace “<" je GpIné (neostré) usporadani na mnoziné N (Z, Q, R).
@ Relace "<" je ostré Gplné usporadani na mnoziné N (Z, Q, R).
@ Relace "C" je ¢aste¢né (neostré) usporadani na mnoziné P(X) (pro
libovolnou mnozinu X).
@ Relace “je délitelem” je ¢astecné (neostré) usporadani na
mnoziné N .

“w_n . v

@ Relace "=" je &aste¢né (neostré) usporadani na mnoziné N.

Ke kazdému neostrému usporadani R na mnoziné A existuje odpovidajici
ostré uspofadani R' = R — {(a,a) | a € A}.

Naopak ke kazdému ostrému usporddani S na mnoziné A existuje
odpovidajici neostré uspo¥adani S’ = S U {(a,a) | a € A}
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7 7

Usporadani

Mé&jme libovolné neostré usporddani < na mnoziné A.
@ Prvek a € A je minimalni prvek mnoziny A, jestlize v A neexistuje
mensi prvek nez a (tj. z x < a plyne x = a).
@ Prvek a € A je maximalni prvek mnoZiny A, jestlize v A neexistuje
vétsi prvek nez a (tj. z a < x plyne a = x).
@ Prvek a € A je nejmensi prvek mnoziny A, jestlize je mensi nez

vSechny ostatni prvky v A (tj. pro kazdé x € A plati a < x).

@ Prvek a € A je nejvétsi prvek mnoziny A, jestlize je vétsi nez
vSechny ostatni prvky v A (tj. pro kazdé x € A plati x < a).
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7 7

Usporadani

o Prvek a € A je infimum mnoziny B (piSeme a = inf B), jestlize a je
nejvétsi ze vsech prvki, které jsou mensi nez vsechny prvky z B,
tj. plati

(" xeB)(a<x) AN (Vb)((Vx e B)(b<x)=b<a)

@ Prvek a € A je supremum mnoziny B (piSeme a = sup B), jestlize a
je nejmensi ze vSech prvkd, které jsou vétsi nez vsechny prvky z B,
tj. plati

(Vx € B)(x < a) A (Yb)((Vx € B)(x < b) = a < b)
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Funkce f z mnozZiny A do mnoziny B je binarni relace f C A x B takova,
Ze pro kazdé a € A existuje pravé jedno b € B takové, ze (a, b) € f.

Mnozina A se nazyva definicni obor funkce f,
mnozina B se nazyva obor hodnot funkce f.
To, ze f je funkce z mnoziny A do mnoziny B obvykle zapisujeme jako

f:A—B

Misto (a, b) € f obvykle pis§eme b = f(a), nebot volbou prvku a je prvek b
jednoznacné urcen.

Funkce f : A — B tedy kazdému prvku z A prirazuje pravé jeden prvek z B.

Jestlize b = f(a), fikdme, ze a je argumentem funkce f a ze b je
hodnotou funkce f v bodé a.
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Vyse uvedena definice se tyka tzv. totalni funkce, tj. funkce, jejiz hodnota
je definovana pro kazdou hodnotu argumentu.

Nékdy ma smysl uvazovat také tzv. €astecné (parcialni) funkce,
tj. funkce, jejichZz hodnota neni pro nékteré hodnoty argumentu definovana.

Formalné je Castecna funkce f : A — B definovana jako relace f C A x B
takovd, ze pro kazdé a € A existuje nejvyse jedno b € B takové, ze
(a,b) € f.

Poznamka: Pokud budeme mluvit o funkci a neuvedeme jinak, budeme
mit vzdy na mysli funkci totalni.
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Koneéna posloupnost (sekvence) délky n je funkce, jejimz defini¢nim
oborem je mnozina {0,1,...,n—1}.

Konecnou posloupnost obvykle zapisujeme tak, ze vypiseme jeji hodnoty:

£(0), F(1),...,f(n—1)

Nekonecna posloupnost (sekvence) je funkce, jejimz definiénim oborem
je N.

Nekonecnou posloupnost nékdy zapisujeme tak, ze uvedeme nékolik
prvnich prvkd, za kterymi nasleduji tfi tecky:

£(0),f(1),1(2),...
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Jestlize defini¢nim oborem funkce f je kartézsky soucin, obvykle
vynechavame jeden par zavorek v zapise argumentu funkce f.

Pokud napfiklad mame funkci f : A; X Ay X -+ X A, — B, pak misto
b=f((a1,a2,...,an)) pisSeme b = f(a1,a2,...,an).

Misto o funkci nékdy téz mluvime o operaci.

n-arni operace je funkce f typu
f:AlxAyx---xA,— B

V pripadé, ze n = 2, mluvime o binarni operaci.

o f: A" — A — n-arni operace na mnoziné A,
@ f:A— A — unirni operace na mnoziné A,
@ f:AXA— A - binarni operace na mnoziné A.
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Mé&jme funkci f : A" — A. Mnozina B C A je uzaviena na operaci f,
jestlize z a1, ap,...,a, € B plyne, ze f(a1,az,...,a,) € B.

Jestlize f : A — B je funkce a b = f(a), pak nékdy také fikime, Ze b je
obrazem a. Obrazem mnoziny A’ C A je mnoZina

f(A)={be B| b= f(a) pro n&jaké a € A'}.

Funkce f : A — B je:
@ surjektivni (je surjekci, je zobrazenim na), jestlize f(A) = B,
@ emphinjektivni (je injekci, je prostd), jestlize z a # a’ plyne
f(a) # f(d),
o bijektivni (je bijekci, je vzajemné jednoznaénym zobrazenim), jestlize
je soucasné surjektivni i injektivni.

Jestlize funkce f je bijekci, pak funkce inverzni k funkci f,
oznadovana !, je definovéana takto: f~1(b) = a pravé kdyz f(a) = b.
Z. Sawa (VSB-TUO)
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Predpokladejme nyni funkci f : A x A — A.

@ Funkce f je asociativni, jestlize pro libovolné prvky a, b, c € A plati

f(f(a,b),c) = f(a,f(b,c)).

@ Funkce f je komutativni, jestlize pro libovolné prvky a, b € A plati
f(a,b) = f(b,a).
@ Prvek z € A je nulovym prvkem vzhledem k funkci f, jestlize pro
libovolné a € A plati
f(z,a)=f(a,z) =z.
@ Prvek e € A je jednotkovym prvkem vzhledem k funkci f, jestlize

pro libovolné a € A plati
f(e,a) =f(a,e) = a.
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Poznamka: D3 se ukazat, ze ke kazdé funkci existuje nejvyse jeden nulovy
a nejvyse jeden jednotkovy prvek.

Jestlize k funkci f existuje jednotkovy prvek e, pak b € A je inverznim
prvkem k prvku a € A pravé tehdy, kdyz

f(a,b) = f(b,a) =e
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Pro funkce typu f : A x A — A je Casto vhodnéjsi pouzivat infixovou
notaci a pouzivat jako nazev funkce néjaky specialni symbol.

Mé&jme napriklad funkci
®:AxXxA—A
Pak misto ®(a, b) piSeme a ® b.

@ Asociativita ® pak znamenad, Ze pro libovolné a, b, c € A plati
(a@b)@c=a®(b®c)

@ a komutativita ® znamen3, Ze pro libovolné a, b € A plati

aRb=>b®a

Priklad: Misto +(x,y) piSeme x + y.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Logika
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Vyrokova logika

Vyrokova logika analyzuje zpisoby sklddani jednoduchych (atomickych)
vyrokd do vyroki sloZzenych pomoci logickych spojek.
Vyrok je tvrzeni, o némz ma smysl prohlasit, zda je pravdivé Ci nepravdivé.
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Vyrokova logika — syntaxe

Vyroky zapisujeme pomoci formuli, coz jsou slova nad urcitou abecedou
vytvorend podle urcitych pravidel.

V pripadé vyrokové logiky je abeceda tvorena nasledujicimi symboly:
@ Vyrokové symboly (atomické vyroky): p, g, r, ...
@ Logické spojky:
@ -1 — negace

@ A — konjunkce
@ V —disjunkce
@ D — implikace
@ = — ekvivalence

@ Zavorky: (, ), [, ], ---
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Vyrokova logika — syntaxe

Mnozina vsech dobfe vytvorenych formuli vyrokové logiky je definovana
nasledovné:

© Vyrokové symboly p, g, r, ...jsou formule.

Q Jestlize o, 1 jsou formule, pak i —¢, (¢ A ), (p V), (p DY) a
(¢ = 1) jsou formule.

© Zadné dal&i formule, ne? ty definované podle predchozich dvou bodi,
neexistuji.

Poznamka: Jedna se o induktivni definici.

Priklad:
@ p, q, r jsou dobfe utvorené formule
@ —r, (g A r) jsou dobre utvorené formule
@ =(=(pV (g D -r))Aq) je dobfe utvorenad formule

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 15. dnora 2012



Vyrokova logika — syntaxe

Abychom nemuseli vSude psat zavorky, pouzivaji se nasledujici konvence
o vypousténi zavorek:

@ Vnéjsi par zavorek je mozno vypustit.
@ Je definovana nasledujici priorita logickych spojek (od nejvétsi po
nejmensi): =, A, V, D, =

@ Je mozno vyuzit toho, Ze A a V jsou asociativni.

Priklad: Misto ((p A (g A r)) Ds) mizeme psat pAgArDs
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Vyrokova logika — syntaxe

Poznamka: V literature se Casto pouzivaji pro logické spojky i jiné
symboly:

Symbol | Alternativné
A &
> —, =
= =

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 15. Gnora 2012 48 /



Vyrokova logika — sémantika

Pravdivostni ohodnoceni (valuace) je zobrazeni v, které kazdému
vyrokovému symbolu p pfifazuje pravdivostni hodnotu, tj. hodnotu
z mnoziny {0, 1}.

Poznamka: 0 — nepravda (false), 1 — pravda (true)

Pravdivostni hodnotu, kterd je prifazena formuli ¢ pfi daném
pravdivostnim ohodnoceni v oznaujeme [¢], a definujeme:

@ [p], = v(p) pro vyrokovy symbol p,

o [¢], =1, pravé kdyz [¢], =0,

o [p Ay, =1, pravé kdyz [¢], = 1 a [¢], =1,

o [p V], =1, pravé kdyz [¢], = 1 nebo [¢], =1,
o [p D], =1, pravé kdy? [¢], = 0 nebo [¢], = 1,
o [p =], =1, pravé kdyz [p], = [¢],.
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Vyrokova logika — sémantika

VySe popsany vyznam logickych spojek je mozné znazornit pomoci
nasledujicich pravdivostni tabulek:

oY eAY oY eVy

| - 00 0 00 0

0] 1 01 0 01 1

1] 0 1]0 0 1]0 1

- 11 1 11 1
e lY | eDY el Y| e=v
0l0 1 00 1
01 1 01 0
1|0 0 1|0 0
1)1 1 1)1 1
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Vyrokova logika — sémantika

Priklad: Vezméme si pravdivostni ohodnoceni v, kde v(p) =1, v(q) =0 a
v(r) =1, a formuli =(=(pV (gD —-r))Agq):

o [ply =1
o [q], =0
o [r], =1
o [r],=0

e gD-rl,=1

o [pV(gD-r), =1

o [~(pV(gD=r)y=0

o [~(pv(gD—r))Adgl,=0

o [(=(pV(gD>-r)Arg)l, =1

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 15. Gnora 2012 51 /90



Neformalni vyznam jednotlivych logickych spojek:

e © & ¢ ¢

—

A

V -

D)

»nheni pravda, ze"

na’

.nebo* (nevylucujici)

~jestlize, pak", ,kdyz, tak", , je-li, pak” apod.

»pravé tehdy, kdyz", ,tehdy a jen tehdy" apod.

Vyrokova logika — sémantika
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Vyrokova logika — sémantika

@ Formule ¢ je splnitelna, jestlize existuje pravdivostni ohodnoceni v
takové, ze [¢], = 1.

@ Formule ¢ je nesplnitelna (kontradikce), jestlize pro kazdé
pravdivostni ohodnoceni v je [¢], = 0.

@ Formule ¢ je tautologie (logicky pravdiva), jestlize pro kazdé
pravdivostni ohodnoceni v je [¢], = 1.

Poznamka: To, ze formule ¢ je tautologie, oznadujeme zapisem |= .
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Vyrokova logika — sémantika

Ovérit, zda dand formule ¢ je splnitelnd, kontradikce, tautologie apod.,
muzeme tak, Ze vyzkousime vSechna moZna pravdivostni ohodnoceni
vyrokovych symbold vyskytujicich se ve ¢ (tzv. ,tabulkovd metoda"):

Napfiklad pro formule ¢ a —¢, kde ¢ je formule =(p D q) = (p A =q)

plalpog|-(pPCq)|pA—q|p| v
o]0 1 0 0 1] 0
01| 1 0 0 1|0
10| o0 1 1 1|0
101] 1 0 0 1] 0

Vidime tedy, Ze ¢ je tautologie, —¢ je kontradikce.
Formule =(p D g) a p A —=q jsou splnitelné (nejsou to tedy kontradikce),
nejsou to vSak tautologie.
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Vyrokova logika — sémantika

Poznamka: Pokud se ve formuli vyskytuje n rGiznych vyrokovych symboli,
musime tabulkovou metodou ovérit celkem 2" rliznych pravdivostnich
ohodnoceni.
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Vyrokova logika — tautologie

Vsimnéme si, ze pokud je néjaka formule tautologie, pak i formule, ktera
z ni vznikne nahrazenim vyrokovych symboli p1, po, ..., p, formulemi
V1,92, ..,%n je také tautologii.

Priklady nékterych dilezitych tautologi:

Tautologie s jednim vyrokovym symbolem:

Fp=p

EpV-p — zakon vylouéeni tfetiho
= —(p A —p) — zikon sporu
= p=-—-—-p - zikon dvoji negace

Priklad: Pokud napriklad v zakoné vylouceni tfetiho nahradime vyrokovy
symbol p formuli (p A @) D r, dostaneme tautologii:

((pAg)Dr)V=((pAg)Dr)
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Vyrokova logika — tautologie

Algebraické zdkony pro konjunkci, disjunkci a ekvivalenci:

E(pAg)=(gAp) — komutativni zdkon pro A
E(pVaq) =(gVp) — komutativni zdkon pro V
E(p=q)=(g=p) — komutativni zdkon pro =
E((pArg)nr)=(pA(gAT)) — asociativni zdkon pro A
E({(pVvag)Vvr)=(pV(gVr)) — asociativni zdkon pro V
E((p=qg)=r)=(p=(g=r)) — asociativni zdkon pro =
E({(pVvag)Ar)=({(pAr)V(gAr)) - distributivni zdkon
E({(pAg)Vvr)=({(pVvr)A(gVr)) - distributivni zdkon
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Vyrokova logika — tautologie

Zakony pro implikaci:

EpD>(gDp) — zékon simplifikace
E(pA-p)Dgq — zakon Dunse Scota
E((p>q)=(—qgD-p) — z4kon kontrapozice
E(p>(@g>r)=({(pAg)Dr) — spojovani predpokladi
E(p>(@g>r)=(@>(p>Dr)) — na poradi predpokladi
nezalezi
EPp>2q9)>{(gor)D>(pDr)) — hypoteticky sylogismus
E({(p2g)A(gDr))D(pDr) — tranzitivita implikace
F(P>(@>r)=((pr>q)>(p>r)) - Freglv zékon
E(pDp)Dp — reductio ad absurdum
E({(p2g)A(pD—q))D—p — reductio ad absurdum

F(pAg)Dp E(PAg) Dgq
FpD>(pVa), Eq>D(pVa)
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Vyrokova logika — tautologie

Zakony pro prevody:

= ( Eq)E(qu) (g2 p)
F(P=q)=(pAq)V(-pA—q)
F(p=q)=(-pPVa)A(=qVp)

F(p>q)=(-pVa)

E-(pDqg)=(pA—q) — negace implikace
E-(pAg)=(—-pV—q) — De Morganiiv zakon
E-(pVq)=(-pA—q) — De Morganiiv zakon

Poznamka: Tyto zakony jsou také navodem jak negovat.
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Vyrokova logika — sémantika

Formule ¢ a ¢ jsou ekvivalentni, jestlize pro kazdé pravdivostni
ohodnoceni v plati [¢], = [¢],.

Skutecnost, ze ¢ a 1 jsou ekvivalentni budeme znacit zapisem ¢ < 1.

Neni tézké si rozmyslet, ze plati nasledujici tvrzeni.

Pro libovolné formule ¢ a 1 plati, Ze ¢ < 1) pravé tehdy, kdyz = ¢ = 1.

Poznamka: Pro ovéfeni, zda jsou formule ekvivalentni mizZeme opét
pouzit tabulkovou metodu.
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Vyrokova logika — sémantika

Vsimnéme si, Ze relace < je ekvivalence:
@ Je reflexivni: Pro libovolnou formuli ¢ plati ¢ < .
@ Je symetricka: Z ¢ < v plyne ¢ < .
o Je tranzitivni: Z p1 < @2 a 2 < 3 plyne p1 < @3.

Navic plati nasledujici:

Pokud formuli ¢’ dostaneme z formule ¢ tak, Ze ve ¢ nahradime né&jaky
vyskyt podformule 1) podformuli v/’ takovou, Ze 1) < 1)/, pak plati ¢ < ¢'.

To ndm umoziuje dokazovat ekvivalelci formuli pomoci ekvivalentnich
uprav, kdy postupné nahrazujeme riizné podformule ekvivalentnimi
podformulemi, az z jedné zadané formule dostaneme druhou zadanou
formuli.
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Vyrokova logika — logické vyplyvani

Formule v logicky vyplyva z mnoziny formuli o1, @2, ..., @,, jestlize pFi
kazdém ohodnoceni, ve kterém plati vSechny formule ¢1, 2, ..., @, platii
formule .

To, ze formule v vyplyva z mnoziny formuli 1, 2, ..., v, zapisujeme

©1, 02, -, n =Y

Poznamka: Plati, Ze 1,2, ..., ¢, = 1 pravé tehdy, kdyz
E @1 Apa A Apy Db
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Predikatova logika 1. radu — syntaxe

Formule predikatové logiky 1. fadu jsou tvoreny nasledujicimi symboly:

@ Proménné: x, y, z, ...

@ Funkéni symboly: f, g, ...

@ Predikatové symboly: P, Q, R, ...
@ Logické spojky: =, A, V, D, =

@ Kvantifikatory:

e - existencni kvantifikator
@ V — universalni (vSeobecny) kvantifikdtor

e Zavorky: (, ), [, ], ---

Pro kazdy funkéni a predikatovy symbol musi byt specifikovana jeho arita
(pocet argument).

Poznamka: Funkcénim symboliim s aritou O se Fikd konstanty.
Budeme je oznacovat symboly a, b, c, ...
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Predikatova logika 1. radu — syntaxe

Mnozina viech termi je definovdna nasledovné:
© Proménna (tj. libovolny symbol z mnoziny x, y, z, ...) je term.

Q Jestlize t1,t, ..., t, jsou termy a f je n-arni funkéni symbol
(tj. funkéni symbol s aritou n), pak f(t1, ta,. .., t,) je term.

© Neexistuji zadné dalsi termy.

P¥iklad: Reknéme, Ze f je binarni funkéni symbol a g je unarni funkéni
symbol. Pak niZze uvedené vyrazy jsou termy:

X f(x,y) g(f(g(x), f(g(2),)))

Poznamka: Pro konstanty (tj. 0-arni funkéni symboly) vétsinou v zapise
termu vynechavdme zavorky, tj. napfiklad misto c¢() obvykle piseme c.
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Predikatova logika 1. radu — syntaxe

Atomické formule jsou definovany nasledovné:

© Jestlize t1,tr, ..., t, jsou termy a P je n-arni predikatovy symbol, pak
P(t1,t2,...,ty) je atomickd formule.

© Zadné dalsi atomické formule neexistuji.

Priklady atomickych formuli, kde f je binarni funkéni symbol, g je unarni
funk¢ni symbol, ¢ je konstanta, P je bindrni predikidtovy symbol a Q je
unarni predikdtovy symbol:

P(x,y) Q(g(c)) P(f(x &(y)), c)
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Predikatova logika 1. radu — syntaxe

Mnozina vSech dobfe utvorenych formuli je definovana nasledovné:

© Atomické formule jsou formule.

Q Jestlize v a 1) jsou formule, pak i =, (0 AY), (¢ VY), (¢ DY) a
(¢ = 1) jsou formule.

© Jestlize ¢ je formule a x je proménna, pak i Ixp a Vxp jsou formule.

© Zadné dalsi formule neexistuji.

Priklady dobre utvorenych formuli:

P(x,y)  Wx(Q(x)VP(y,x))  Vz3x¥y(P(x,y) > ~Q(g(x)))

Poznamka: PouZivdme podobnid pravidla o vypousténi zadvorek jako ve
vyrokové logice. Kvantifikatory maji vyssi prioritu nez vSechny logické
spojky.
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Predikatova logika 1. radu — syntaxe

Vyskyt proménné x ve formuli ¢ se nazyva vazany, jestlize se nachazi
v néjaké podformuli tvaru Ixv nebo Vxi.

Vyskyt proménné x ve formuli ¢, ktery neni vazany, se nazyva volny.
Pokud formule ¢ obsahuje volny vyskyt proménné x, pak rfikame, Ze ¢
obsahuje volnou proménnou x.

Poznamka: Vsimnéte si, Ze formule mizZe soucasné obsahovat volné i
vdzané vyskyty téze proménné.

Priklad:
x(R(y,z) AVy(=P(y,x) V R(y, 2)))
Prvni vyskyt proménné y je volny, dalsi dva jsou vazané.

Formule, ktera neobsahuje zadnou volnou proménnou, se nazyva uzaviena
formule (sentence).
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Predikatova logika 1. radu — sémantika

Interpretace (interpretacni struktura) Z se sklada z:

@ neprdzdné mnoziny U nazyvané universum,
@ z funkce r prifazujici funkce a relace funkénim a predikdtovym
symbolim:
o Jestlize f je n-arni funkéni symbol, pak r(f) = fZ, kde 7 je n&jaka
n-arni funkce na mnoziné U, tj. funkce typu £ : U" — U.
o Jestlize P je n-arni predikatovy symbol, pak r(P) = PZ, kde P7 je
n&jaka n-arni relace na mnoziné U, tj. P C U".

Poznamka: Viimnéte si, 7e pro konstantu c je cZ néjaky prvek mnoziny U.
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Predikatova logika 1. radu — sémantika

Reknéme, Ye f a g jsou binarni funkéni symboly, h je unarni funkéni
symbol, a je konstanta a P a @ jsou bindrni predikatové symboly.

Priklad: Interpretace NV, kde universem je mnozina pfirozenych C&isel
N =1{0,1,2,3,...}, a kde funkénim a predikdtovym symboliim jsou
prifazeny nasledujici funkce a relace:

o VN x N — N je funkce takovd, ze fN(x,y) = x + y,

o gV N x N — N je funkce takova, e gN(x,y) =x-y,

o MV N = N je funkce takova, 7e hV(x) = x + 1.

) aNje 0,

o PN C N x N je relace takova, e PN(x,y) pravé kdyz x = vy,

o QY C N x N je relace takova, ze PN (x,y) pravé kdyz x < y.
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Predikatova logika 1. radu — sémantika

Priklad: Interpretace A, kde universem je mnozina A = {a, b, c}, a kde:

o fAAXA—= A, gt :AxA— Aah*: A= Ajsou funkce dané
nasledujicimi tabulkami:

fA‘abc ghla b ¢ hA‘
a|lc a b ala a b a

b |b b a b |a b c b | a
c |c a c c |c b a c |c

o a*t je prvek b,
e PACAxAa QACAXA jsou relace

'DA = {(37 a)v (a’ C)? (bv a)v (C7 b)}
Q4 ={(ab), (a,c), (b, b), (b, c), (c,b), (c. )}
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Predikatova logika 1. radu — sémantika

Predpokladejme néjakou interpretaci Z s universem U.

Ohodnoceni (valuace) proménnych je zobrazeni e, které kazdé
proménné x prifazuje hodnotu e(x) € U.

Ohodnoceni termu e* indukované ohodnocenim proménnych e je
induktivné definovano takto:
o e*(x) =e(x)
o e*(f(t1, ta, ..., tn)) = fL(e*(t1), e*(t2), ..., €*(tn)), kde L je funkce
prifazend v dané interpretaci funkénimu symbolu f.

Poznamka: Hodnotou termu v interpretaci Z pro valuaci e je tedy vzdy
néjaky prvek universa U.
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Predikatova logika 1. radu — sémantika

Zapisem Z = ¢[e] budeme znadit, ze formule ¢ je pravdiva
v interpretaci Z pro ohodnoceni e.

Pravdivost ¢ v interpretaci Z pro ohodnoceni e je definovana nasledovné:
@ Pokud P je n-arni predikatovy symbol a t1, to, ..., t, jsou termy, tak
T = P(ty,t,...,tn)[e] plati pravé tehdy, kdyz
(e*(t1), e*(t2), ..., e*(ta)) € PZ.
o 7 = —)le] plati pravé tehdy, kdyz neplati Z = ¢[e].
o T =11 AN bo[e] plati pravé tehdy, kdyz plati Z = v1[e] a Z = ¢z[e].
o T |= 11 V 1ole] plati pravé tehdy, kdyz plati Z = 11[e] nebo plati
T = 1ole].
o T E 11 D €] plati pravé tehdy, kdyZz neplati Z |= v1[e] nebo plati
I = yolel.

o T =11 = n|e] plati pravé tehdy, kdyz plati Z = ¢1[e] i Z = 12[e]
nebo neplati Z = ¢1[e] ani Z = i;[e].
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Predikatova logika 1. radu — sémantika

o 7 = Ixi[e] plati pravé tehdy, jestlize existuje prvek i € U takovy, ze
T = le(x — 1)

o 7 = Vxi[e] plati pravé tehdy, jestlize pro kazdy prvek i € U plati
T k= vle(x > )]

Poznamka: e(x — i) je ohodnoceni stejné jako e aZ na to, Ze pfifazuje
proménné x prvek i.

Priklad: Formule
Vx3y(Q(x,y) A P(y,g(x,x)))

ve dfive uvedené interpretaci N Fika, Ze ke kazdému pFirozenému Cislu x
existuje prirozené Cislo y takové, ze x <y ay = x - x.
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Predikatova logika 1. radu — sémantika

@ Formule ¢ je splnitelna v interpretaci Z, jestlize existuje ohodnoceni
proménnych e takové, ze 7 |= ¢[e].

@ Formule ¢ je pravdiva v interpretaci Z, znalime Z |= ¢, jestlize
kazdé ohodnoceni proménnych e plati Z = ¢[e].

Model formule ¢ je interpretace Z, ve které je o pravdiva.

@ Formule ¢ je splnitelna, jestlize existuje interpretace Z, ve které je
spInéna, tj. jestlize existuje interpretace Z a valuace e takovd, ze
I E ple].

@ Formule ¢ je tautologie (logicky pravdiva), znadime |= ¢, jestlize je
pravdiva v kazdé interpretaci.

@ Formule ¢ je kontradikce, jestlize nema model, tedy neexistuje
interpretace Z, ktera by formuli ¢ spliiovala.
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Predikatova logika 1. radu — sémantika

Priklad: Zapiste v jazyce PL1 nasledujici vyrok a najdéte jeho model a
také interpretaci, ve které neni pravdivy:

Mnozina A je podmnozinou rozdilu mnozin B a C.
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Predikatova logika 1. radu — sémantika

Priklad: Zapiste v jazyce PL1 nasledujici vyrok a najdéte jeho model a
také interpretaci, ve které neni pravdivy:

Mnozina A je podmnozinou rozdilu mnozin B a C.

Reseni:

Vx(A(x) D (B(x) A =C(x)))

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky
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Predikatova logika 1. radu — sémantika

Priklad: Zapiste v jazyce PL1 nasledujici vyrok a najdéte jeho model a
také interpretaci, ve které neni pravdivy:

Mnozina A je podmnozinou rozdilu mnozin B a C.

Reseni:

Vx(A(x) D (B(x) A =C(x)))

Model:
U={a,b,c}
A={a}

B ={a,b,c}
C={c}
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Predikatova logika 1. radu — sémantika

Priklad: Zapiste v jazyce PL1 nasledujici vyrok a najdéte jeho model a
také interpretaci, ve které neni pravdivy:

Mnozina A je podmnozinou rozdilu mnozin B a C.

Reseni:
Vx(A(x) D (B(x) A =C(x)))
Model: Interpretace, kde neni pravdivy:
U={a,b,c} U={a,b,c}
A= {a} A={c}
B ={a,b,c} B ={a,b,c}

C={c} C={c}
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Predikatova logika 1. radu — logické vyplyvani

Je zfejmé, Ze ¢ je tautologie, pravé kdyz —p je kontradikce.

Model mnoziny formuli {¢1,2,...,¢n} je takovd interpretace Z, ve
které jsou pravdivé viechny formule 1, w2, ..., ©p.
Formule v logicky vyplyva z formuli 1, @2, ..., v, zna¢ime

P1,02,--,Pn E Y

jestlize 1 je pravdiva v kazdém modelu mnoziny formuli @1, @, ..., ©n.
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Predikatova logika 1. radu — ekvivalence formuli

Formule ¢ a v jsou (sémanticky) ekvivalentni, jestlize pro vSechny
interpretace Z a valuace e maji stejnd pravdivostni ohodnoceni.
Skutecnost, ze ¢ a 1 jsou ekvivalentni zapisujeme ¢ < 1.

Poznamka: VSimnéte si, ze ¢ < 1) pravé tehdy, kdyz ¢ =1 a ¢ = .
Poznamka: Také plati, ze ¢ < v pravé tehdy, kdyz = ¢ = 9.

Podobné jako ve vyrokové logice plati, ze pokud vezmeme libovolnou
tautologii vyrokové logiky a nahradime v ni vyrokové symboly
p1, P2, -, Pn formulemi 1, w2, ..., v, PL1, dostaneme tautologii PL1.

Podobné jako ve vyrokové logice také nahrazenim libovolné podformule
ekvivalentni podformuli dostaneme formuli ekvivalentni s pavodni formuli.
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Predikatova logika 1. radu — ekvivalence formuli

Priklad: Pomoci ekvivalentnich Gprav dokazeme, ze nasledujici formule
jsou ekvivalentni

Vx3y [P (y, f(y)) D Q(x)]
Vx [VyP (v, f(y)) D Q(x)]
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Predikatova logika 1. radu — ekvivalence formuli

Priklad: Pomoci ekvivalentnich Gprav dokazeme, ze nasledujici formule
jsou ekvivalentni

Vx3y [P (y,f(y)) D Q(x)]
Vx [VyP (y,f(y)) D Q(x)]
Regeni:
Vx3y (P (y,f(y)) O Q(x))
& VxJy(=P(y,f(y)) Vv Q
& Vx(Fy(=P(y, f(y))) v
& Yx(=VyP(y,f(y)) v @
& Vx(VyP(y, f(y)) D Q(x)
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Predikatova logika 1. radu — logické vyplyvani

Vsechny nésledujici Gsudky jsou z hlediska logiky korektni (v podstaté se
jedna o totozné Gsudky):

Vsichni Zaci jsou lidé. Vx(Z(x) D R(x))
Néktefi zaci jsou pilni. Ix(Z(x) A M(x))
Néktefi lidé jsou pilni. Ix(R(x) A M(x))
Vsichni Zaci jsou ryby. Z(x) — x je zak
Néktefi zaci jsou mloci. R(x) — x je ¢lovék/ryba
Nékteré ryby jsou mloci. M(x) — x je pilny/mlok

Pro zdiivodnéni toho, ze jsou tyto Gsudky korektni (ze zavér logicky
vyplyva z predpokladil) mizeme pouzit tzv. Vénovych diagrami
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Predikatova logika 1. radu — logické vyplyvani

Priklad: Zformalizujte pomoci PL1 a rozhodnéte, zda je nasledujici dsudek
platny (své tvrzeni podlozte ditkazem):

Nikdo s Cervenym nosem nemize byt premiér.
Vsichni Valasi maji ¢erveny nos.
Zadny Valach nem(ize byt premiérem.
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Predikatova logika 1. radu — logické vyplyvani

Priklad: Zformalizujte pomoci PL1 a rozhodnéte, zda je nasledujici dsudek
platny (své tvrzeni podlozte ditkazem):

Nikdo s Cervenym nosem nemize byt premiér.
Vsichni Valasi maji ¢erveny nos.
Zadny Valach nem(ize byt premiérem.

Formalizace:
Vx(C(x) D =P(x)) C(x) — x ma &erveny nos
Vx(V(x) D C(x)) P(x) — x mize byt premiérem
Vx(V(x) D =P(x)) V(x) — x je Valach
Poznamka:

Véta ,,Nikdo s ervenym nosem nemfize byt premiér." muize byt
formalizovana napf. i takto: —3x(C(x) A P(x))
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Predikatova logika 1. radu — logické vyplyvani

Priklad: Zformalizujte pomoci PL1 a rozhodnéte, zda je nasledujici dsudek
platny (své tvrzeni podlozte ditkazem):

Nikdo s ¢ervenym nosem nemiize byt premiér.
Vsichni Valasi maji ¢erveny nos.
Existuje Valach, ktery nemiize byt premiérem.
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Predikatova logika 1. radu — logické vyplyvani

Priklad: Zformalizujte pomoci PL1 a rozhodnéte, zda je nasledujici dsudek
platny (své tvrzeni podlozte ditkazem):

Nikdo s ¢ervenym nosem nemiize byt premiér.
Vsichni Valasi maji ¢erveny nos.
Existuje Valach, ktery nemiize byt premiérem.

Resent:
Vx(C(x) D =P(x)) C(x) — x ma &erveny nos
Vx(V(x) D C(x)) P(x) — x miize byt premiérem
Ix(V(x) A =P(x)) V(x) — x je Valach

Napf. v interpretaci, kde universum je U = {a}, a jednotlivym predikatim
jsou pfifazeny (unarni) relace C =0, P = (, V =0, plati ob& premisy, ale
neplati zavér.
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Rezoluéni metoda

Rezolucni metoda je prikladem syntaktické metody dokazovani.

Poznamka: Rezolu¢ni metoda se vyuziva napf. v programovacim jazyce
Prolog (logické programovani).

My se zaméfime na rezoluéni metodu pouze ve vyrokové logice.

Rezolu¢ni metoda je zalozena na dvou jednoduchych principech:

© Formule ¢ je tautologie pravé kdyz formule —¢ je kontradikce
(a naopak).
@ Rezolucni pravidlo odvozovani:

(PV@)A(=pV ) E Vi
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Rezoluéni metoda

Rezoluéni metoda pracuje s formulemi v tzv. konjunktivni normalni
formé (KNF).

@ Literal je vyrokovy symbol nebo jeho negace, napf. p nebo —p.
@ Klauzule je disjunkce libovolného poctu literall, napr. p vV =g V —r.

@ Formule v konjunktivni normalni formé (KNF) je konjunkce
libovolného poctu klauzuli, napf.

(=pVr)A(pVaV-r)A(=g) A(rV-s)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 15. Gnora 2012 83 /90



Rezoluéni metoda

Kazdou formuli vyrokové logiky mizeme pomoci ekvivalentnich Gprav
prevést do KNF, napriklad takto:

@ Zbavime se logické spojky = (napf. vyuzitim
p=1 e (¢ DY) (Y DY)

@ Zbavime se logické spojky D (napf. vyuzitim ¢ D ¢ < —=p V1),

@ Zbavime se vSech negaci z vyjimkou téch, které jsou aplikovany pfimo
na vyrokovy symbol (s pouzitim De Morganovych zidkonl a zdkona
dvojité negace).

@ Formuli upravime do pozadovaného tvaru pouzitim distributivnich
zakonil pro A a V.
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Rezoluéni metoda

Problém dokazat, Ze plati v1,¢2,...,vn = 1 pfevedeme na problém
dokazat, ze o1 Ao A -+ Awp A je kontradikce.

To, Ze je to korektni postup je zaruceno nasledujici sérii vzajemné
ekvivalentnich tvrzeni:

@ ¥1,p2,...,pn = 1 je tautologie
w1 ANpa A+ A D) je tautologie

0

@ —p1V o V.-V o,V je tautologie
o (1 A2 A+ Apn A1) je tautologie
°

Y1 N2 A Ay A1 je kontradikce

Formuli prevedeme do KNF a zapiSeme si jeji jednotlivé klauzule.
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Rezoluéni metoda

PFi libovolném ohodnoceni, pfi kterém je celd formule pravdiva, musi byt
pravdivé viechny jeji klauzule.

Pokud se ve formuli nachazi néjaké dvé klauzule tvaru
pVLIVIV-- Ly —pVLiVvVLyV--- L

tak pfi libovolném ohodnoceni, pfi kterém je celd formule pravdiva, musi
byt pravdiva (kvali rezoluénimu pravidlu) i nasledujici klauzule

LivLV- - LpVLiVvIyV---L

n

kterou tim padem mizeme k formuli pridat aniz bychom tim ovlivnili
splnitelnost celé formule.

Poznamka: Vzhledem k asociativité a komutativité disjunkce nezalezi na
poradi literald v klauzuli.
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Rezoluéni metoda

Specialné v pripadé kdy klauzule jsou tvaru p a —p je vysledkem pouziti
rezolu¢niho pravidla, tzv. prazdna klauzule, kterou budeme oznacovat O,
kterd nemize byt pfi zadné ohodnoceni pravdiva, a kterd predstavuje spor.

Cely postup tedy vypada tak, Ze uplatriujeme rezolu¢ni pravidlo tak dlouho,
dokud néjaké nové klauzule pfibyvaji nebo dokud neodvodime spor.

@ Pokud odvodime spor, byla formule kontradikci a plvodni tsudek byl
logicky platny.

@ Pokud spor neodvodime a nemiZzeme pomoci rezolucniho pravidla uz
zadnou dalsi klauzuli pfidat, formule nebyla kontradikci a plvodni
Gsudek nebyl logicky platny.

Poznamka: Klauzule, které jsou jiz ve formuli obsazeny znovu
nepriddvame. V kazdé klauzuli také vypoustime opakujici se literaly
(nechavame kazdy literal jedenkrat).
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Rezoluéni metoda

Chceme ovéfit platnost nasledujiciho Gsudku:
Neni pravda, ze Jana je ve Skole a Petr neni doma.
Jana neni ve Skole nebo je vSedni den nebo prsi.
Jestlize je vSedni den, pak Petr neni doma.
Jestlize je Jana ve skole, pak prsi.

Jednotliva tvrzeni nejprve zformalizujeme pomoci vyrokové logiky:

—(JA=P) J — Jana je skole
-JVDVR P — Petr je doma
D>-P D - je vsedni den
JOR R — prsi
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Rezoluéni metoda

=(J A =P)
-JVDVR
D>-P
JOR

Jednotlivé predpoklady prevedeme do KNF:

o «(JA-P)s-JVP
e JVDVR
e DDO-P&-DV-P

Zavér znegujeme a prevedeme do KNF:

o «(JODR)& JA-R
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Rezoluéni metoda

SepiSeme si jednotlivé klauzule:

O~ wh e

-JVP — predpoklad 1
-JV DV R - predpoklad 2
=DV =P — prespoklad 3
J — 1. klauzule znegovaného zavéru
-R — 2. klauzule znegovaného zavéru
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Rezoluéni metoda

SepiSeme si jednotlivé klauzule:

1. -JVvP — predpoklad 1
2. -JVDVR - predpoklad 2
3. -Dv-P — prespoklad 3
4. J — 1. klauzule znegovaného zavéru
5. =R — 2. klauzule znegovaného zavéru
6. P — rezoluce: 1,4
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Rezoluéni metoda

SepiSeme si jednotlivé klauzule:

1. -JVvP — predpoklad 1
2. -JVDVR - predpoklad 2
3. -Dv-P — prespoklad 3
4. J — 1. klauzule znegovaného zavéru
5. =R — 2. klauzule znegovaného zavéru
6. P — rezoluce: 1,4
7. DVR — rezoluce: 2,4
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Rezoluéni metoda

SepiSeme si jednotlivé klauzule:

1. -JVvP — predpoklad 1
2. -JVDVR - predpoklad 2
3. -Dv-P — prespoklad 3
4. J — 1. klauzule znegovaného zavéru
5. =R — 2. klauzule znegovaného zavéru
6. P — rezoluce: 1,4
7. DVR — rezoluce: 2,4
8. -D — rezoluce: 3,6
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Rezoluéni metoda

SepiSeme si jednotlivé klauzule:

1. -JVvP — predpoklad 1
2. -JVDVR - predpoklad 2
3. -Dv-P — prespoklad 3
4. J — 1. klauzule znegovaného zavéru
5. =R — 2. klauzule znegovaného zavéru
6. P — rezoluce: 1,4
7. DVR — rezoluce: 2,4
8. -D — rezoluce: 3,6
9. R — rezoluce: 7,8

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 15. dnora 2012



Rezoluéni metoda

SepiSeme si jednotlivé klauzule:

1. =-JVvP — predpoklad 1
2. =JVDVR - predpoklad 2
3. -Dv-P — prespoklad 3
4. J — 1. klauzule znegovaného zavéru
5. =R — 2. klauzule znegovaného zavéru
6. P — rezoluce: 1,4
7. DVR — rezoluce: 2,4
8. -D — rezoluce: 3,6
9. R — rezoluce: 7,8
10. O — rezoluce: 5,9
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