Slozitost problému
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Slozitost problémil

@ Ukazuje se, ze rizné (algoritmické) problémy jsou rizné tézké.

vevs

@ Obtiznéjsi jsou ty problémy, k jejichz feSeni potfebujeme vice ¢asu a
paméti.
@ Obtiznost problémi chceme néjak posuzovat, a to jak

@ absolutné — kolik Casu a kolik paméti potfebujeme k jejich reseni, tak

sV vy

@ relativné — o kolik je jejich feSeni obtiznéjSi nebo naopak jednodussi
oproti jinym problémdm.

@ Proc se u nékterych problémi nedafi nalézt efektivni algoritmy?
Muze vibec néjaky efektivni algoritmus pro dany problém existovat?

@ Kde presné jsou limity toho, co miizeme prakticky zvladnout?
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Slozitost problémil

Je potreba odliSovat slozZitost algoritmu a slozitost problému.

Pokud napriklad zkoumame ¢asovou slozitost v nejhorsim pripadé, mohli
bychom neformalné Fict:

@ slozitost algoritmu — funkce, ktera vyjadfuje, kolik krokd maximalné
udéla dany algoritmus pro vstup velikosti n

@ slozitost problému — jaka je Casova sloZitost , nejefektivnéjsiho"
algoritmu, ktery reSi dany problém

Zavedeni pojmu ,sloZitost problému" ve vySe uvedeném smyslu nardzi na
znacné technické obtize. Pojem ,slozitost problému” se tedy jako takovy
nedefinuje, ale obchazi se zavedenim tzv. t¥id slozitosti.
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Tridy slozitosti

Tridy slozitosti jsou podmnoziny mnoziny vSech (algoritmickych)
probléma.

Dana konkrétni trida slozitosti je vzdy charakterizovana néjakou vlastnosti,
kterou maji problémy do ni patfici.

Typickym prikladem takové vlastnosti je vlastnost, ze pro dany problém
existuje néjaky algoritmus s urcitym omezenim (napf. ¢asové nebo
prostorové slozitosti):
@ Do dané tridy pak patfi vSechny problémy, pro které takovyto
algoritmus existuje.

@ Naopak do ni nepatfi problémy, pro které zZadny takovy algoritmus
neexistuje.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 25. dubna 2012 4/23



Tridy slozitosti

Pro libovolnou funkci f : N — N definujeme tfidu 7(f(n)) jako tfidu
obsahujici pravé ty problémy, pro néz existuje algoritmus s ¢asovou
slozitosti O(f(n)).

Priklad:

@ T (n) — trida vSech problémi pro néz existuje algoritmus s ¢asovou
slozitosti O(n)

@ T(n?) - t¥ida viech problémii pro nez existuje algoritmus s ¢asovou
slozitosti O(n?)

@ T (nlogn) — tfida vSech problém0 pro nezZ existuje algoritmus
s ¢asovou slozitosti O(nlog n)
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Tridy slozitosti

Pro libovolnou funkci f : N — N definujeme tfidu S(f(n)) jako tfidu
obsahujici pravé ty problémy, pro néz existuje algoritmus s prostorovou
slozitosti O(f(n)).

Priklad:

@ S(n) — tfida vSech problém0 pro néz existuje algoritmus s prostorovou
slozitosti O(n)

@ S(n?) - t¥ida vech problémi pro nez existuje algoritmus
s prostorovou slozitosti O(n?)

@ S(nlog n) — t¥ida vSech problému pro nez existuje algoritmus
s prostorovou slozitosti O(nlog n)
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T¥idy slozitosti

Poznamka:

Vsimnéte si, ze u tfid 7(f) a S(f) mize to, které problémy do dané tfidy
patfi, zaviset na pouzitém vypocetnim modelu (zda je to stroj RAM,
jednopaskovy Turinglv stroj, vicepaskovy Turinglv stroj, ... ).
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T¥idy slozitosti

Pomoci tfid 7(f(n)) a S(f(n)) mizeme definovat tfidy PTIME a PSPACE
jako
PTIME = [ J 7(n*) PSPACE = | ] 8(n¥)

k>0 k>0

@ PTIME je trida vSech problémi, pro které existuje algoritmus
s polynomialni ¢asovou slozitosti, tj. s Casovou slozitosti O(nk), kde k
je néjaka konstanta.

@ PSPACE je tfida v8ech problémi, pro které existuje algoritmus
s polynomidlni prostorovou slozitosti, tj. s prostorovou slozitosti
O(n¥), kde k je n&jaka konstanta.
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T¥idy slozitosti

Poznamka: Vzhledem k tomu, Ze vSechny (rozumné) vypocetni modely
jsou schopné se navzajem simulovat tak, ze pfi dané simulaci nevzroste
pocet krokd ani mnozstvi pouzité paméti vic nez polynomialné, neni
definice tfid PTIME a PSPACE z&visla na pouzitém vypodetnim modelu.
Pro jejich zadefinovani mizeme pouzit kterykoliv vypocetni model.

Rikame, Ze tyto t¥idy jsou robustni — jejich definice nezavisi na pouZitém
vypocetnim modelu.
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T¥idy slozitosti

Analogicky mizeme zavést dalsi tridy:

EXPTIME — mnozina vSech problémi, pro které existuje algoritmus
. _ K D
s &asovou sloZitosti 2°(") | kde k je n&jaké konstanta

EXPSPACE — mnozina vsech problémti, pro které existuje algoritmus
s prostorovou slozitosti 20(n") | kde k je néjaka konstanta

LOGSPACE — mnozina vSech problémii, pro které existuje algoritmus
s prostorovou slozitosti O(log n)

Poznamka: Misto 2°(") bychom mohli psat také O(c™), kde ¢ a k jsou
néjaké konstanty.
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Tridy slozitosti

Pri definici tfidy LOGSPACE musime presnéji specifikovat, co povazujeme
za prostorovou slozitost algoritmu.

Uvazujeme napriklad Turinglv stroj, ktery pracuje se tfemi paskami:

@ Vstupni paskou, na které je na zacatku vypoctu zapsan vstup.
Z této pasky je mozno pouze Cist.

@ Pracovni paskou, kterd je na zacatku vypoctu prazdna. Z této pdsky
je mozno Cist i na ni zapisovat.

@ Vystupni paskou, kterd je také na zacatku vypoctu prazdnd a na
kterou je mozno pouze zapisovat.

Mnozstvi pouzité paméti je pak definovano, jako pocet pouzitych poli¢ek
na pracovni pasce.
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T¥idy slozitosti

Dalsi priklady tfid slozitosti:

2-EXPTIME — mnozina vsech problémd, pro které existuje algoritmus

v v , O nk . v ,
s asovou slozitosti 22 ), kde k je né€jakd konstanta

2-EXPSPACE — mnozZina vsech problémii, pro které existuje algoritmus

v , @] nk . v ,
s prostorovou sloZitosti 22 ( ), kde k je néjakd konstanta

ELEMENTARY — mnozina vSech problémd, pro které existuje algoritmus
s Casovou (¢&i prostorovou) slozitosti

,2001)
22

kde k je konstanta a pocet exponentl je omezen konstantou.
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Vztahy mezi tridami slozitosti

Pokud Turinglv stroj provede m kroki, tak pouzije maximalné m policek
na pasce.

Pokud tedy existuje pro néjaky problém algoritmus s Casovou slozitosti
O(f(n)), ma tento algoritmus pamétovou slozitost (nejvyse) O(f(n)).

Je tedy zfejmé, zZe plati nasledujici vztah.

Pozorovani
Pro libovolnou funkei f : N — N plati 7(f(n)) C S(f(n)).

Poznamka: Analogicky bychom mohli argumentovat napfiklad pro
stroj RAM.
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Z predchoziho okamzité plyne:

PTIME C PSPACE
EXPTIME C EXPSPACE
2-EXPTIME C 2-EXPSPACE

Vzhledem k tomu, ze polynomidlni funkce rostou pomaleji nez
exponencialni, zjevné plati:

PTIME C EXPTIME C 2-EXPTIME C - --

LOGSPACE C PSPACE C EXPSPACE C 2-EXPSPACE C - - -
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©

Pro libovolna dvé redlna Cisla 0 < €1 < e plati

S(nt) & S(n)

(4

LOGSPACE € PSPACE
PSPACE C EXPSPACE
EXPSPACE C 2-EXPSPACE

(4

(]

©

Pro libovolna dvé redlna Cisla 0 < €1 < e plati

T(n) € T(n)

PTIME C EXPTIME
EXPTIME ¢ 2-EXPTIME

(4
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Vztahy mezi tridami slozitosti

P¥i zkoumani vztah(i mezi tfidami slozitosti se ukazuje jako uzitecny pojem
konfigurace.

Konfiguraci budeme rozumét celkovy stav, ve kterém se béhem jednoho
kroku nachazi stroj, provadéjici néjaky dany algoritmus.

@ U Turingova stroje je konfigurace dana stavem jeho fidici jednotky,
obsahem pasky (resp. pasek) a pozici hlavy (resp. hlav).

@ U stroje RAM je konfigurace ddna obsahem paméti, obsahem vsech
registrii (vCetné IP), obsahem vstupni a vystupni pasky a pozicemi
Cteci a zapisovaci hlavy.
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Vztahy mezi tridami slozitosti

Mélo by byt jasné, Ze konfigurace (resp. jejich popisy) mizeme zapisovat
jako slova v né€jaké abecedé.

Navic mizeme konfigurace zapisovat tak, ze délka téchto slov bude zhruba
stejnd jako mnozstvi paméti pouzité algoritmem (tj. pocet poli¢ek na
pasce pouzitych Turingovym stojem, pocet bitl paméti pouZitych strojem
RAM apod.).

Poznamka: Pokud mdme abecedu ¥, kde |X| = ¢, tak:
@ Pocet slov délky n je ¢, tj. 29(7.

@ Pocet slov délky nejvyse n je

tj. také 2°(n),
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Vztahy mezi tridami slozitosti

Je jasné, ze béhem vypoctu korektniho algoritmu se zadna konfigurace
nemiiZe zopakovat, protoze jinak by se algoritmus zacyklil a bézel by
donekonecna.

Pokud tedy vime, ze pamétova slozitost néjakého algoritmu je O(f(n)),
znamena to, zZe pocet rliznych konfiguraci dosazitelnych béhem vypoctu
je 20(f(m)

Protoze se konfigurace béhem zadného vypoctu neopakuji, je i ¢asova
slozitost daného algoritmu maximalng 20(f(n)

Pozorovani

Pro libovolnou funkci f : N — N plati, ze S(f(n)) C T(2f(").
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Z predchoziho plynou nasledujici dasledky:

LOGSPACE C PTIME
PSPACE C EXPTIME
EXPSPACE C 2-EXPTIME
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Shrnuti:

LOGSPACE C PTIME C PSPACE C EXPTIME C EXPSPACE C
C 2-EXPTIME C 2-EXPSPACE C --- C ELEMENTARY

Navic je znamo, ze:

o PTIME C EXPTIME C 2-EXPTIME C - --

o LOGSPACE C PSPACE ¢ EXPSPACE C 2-EXPSPACE C - --
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Horni a dolni odhady slozitosti problémii

Hornim odhadem slozitosti problému rozumime to, zZe slozitost problému
neni vyssi nez néjaka uvedena.

Vétsinou je to formulovano tak, ze dany problém patfi do néjaké urcité
tridy slozitosti.

Priklady tvrzeni, které se tykaji hornich odhad( slozitosti:
@ Problém dosazitenosti v grafu je v PTIME.

@ Problém ekvivalence dvou regularnich vyraz( je v EXPSPACE.

Pokud chceme zjistit néjaky horni odhad slozitosti problému, staci ukazat,
Ze existuje algoritmus s danou slozitosti.
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Horni a dolni odhady slozitosti problémii

Dolnim odhadem slozitosti problému rozumime to, ze slozitost problému
je alespon takova jako néjakd uvedena.

Obecné je zjistovani (netrivialnich) dolnich odhadi slozitosti problému
mnohem obtizné;jSi nez zjistovani hornich odhadd.

Pro odvozeni dolniho odhadu musime totiz ukazat, ze kazdy algoritmus
fesici dany problém ma danou slozitost.
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Horni a dolni odhady slozitosti problémii

Problém , Tridéni"

Vstup: Posloupnost prvkil aj, as, ..., a,.

Vystup: Prvky ai, ap, ..., a, setfidéné od nejmensiho po nejvétsi.

D3 se dokazat, Ze kazdy algoritmus, ktery resi problém “TFidéni” a na
prvcich tfidéné posloupnosti pouZiva pouze operaci porovnavani

(tj. nezkouma obsah téchto prvk(), ma ¢asovou slozist v nejhor$im pripadé
v Q(nlog n) (tj. pro kazdy takovy algoritmus existuji konstanty ¢ > 0 a

ng > 0 takové, Ze pro kazdé n > ng existuje vstup velikosti n, pro ktery
provede algoritmus nejmémé cnlog n operaci).
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