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Teorie formalnich jazyk(i — motivace

Priklady typt problémd, pfi jejichZz reSeni se vyuziva poznatk(l z teorie
formalnich jazyka:

@ Tvorba prekladaci:

o lexikalni analyza
@ syntaktickd analyza

@ Vyhledavani v textu:

o hledani zadaného vzorku
@ hledani textu zadaného reguldrnim vyrazem
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Zakladni pojmy

Obecné se teorie formalnich jazyki zabyva problémy, kde:

@ Pracujeme se sekvencemi znaku (fikdme téz symboli).

@ Znaky patfi do néjaké konecné abecedy.

@ Musime rozpoznavat ty sekvence znakil, které néjakou vlastnost maji
a ty co ji nemaji.

V teorii formalnich jazyk( se sekvencim znakd fika slova.

Mnoziné slov z né€jaké abecedy se fika jazyk.
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Abeceda a slovo

Abeceda je libovolnd neprazdnd kone¢nd mnozina symbold (znak).

Poznamka: Abeceda se ¢asto oznaluje feckym pismenem X (velké sigma).

Slovo v dané abecedé je libovolna kone¢na posloupnost symboll z této
abecedy.

Priklad 1:
Y = {A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,S,T,U,V,W,X, Y, Z}

Slova v abecedé ¥: AHOJ ABRACADABRA ERROR
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Abeceda a slovo

Priklad 2:

Y, = {A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,S,T,U,V,W,X,Y,Z, .}
Slovo v abecedé ¥,: HELLO_WORLD

Priklad 3:

¥3=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Slova v abecedé ¥3: 0, 31415926536, 65536

Ptiklad 4:
Slova v abecedé ¥, = {0,1}: 011010001, 111, 1010101010101010

Priklad 5:
Slova v abecedé ¥5 = {a, b}: aababb, abbabbba, aaab
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Abeceda a slovo

Priklad 6:

Abeceda Y4 je mnozina vSech ASCII znakd.
Priklad slova:

class HelloWorld {
public static void main(String[] args) {
System.out.println("Hello, world!");

}

class HelloWorld, { <= _uupublic static,,void main(Str---
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Prace s formalnimi jazyky

Kdyz chceme néjaky jazyk popsat, mame nékolik moznosti:

@ Muizeme vyjmenovat viechna jeho slova (coz je ale pouZitelné jen pro

malé kone¢né jazyky).

Pfiklad: L = {aab, babba, aaaaaa}

@ Muzeme specifikovat néjakou vlastnost, kterou maji pravé ta slova,
kterd do tohoto jazyka patfi:

Priklad: Jazyk nad abecedou {0, 1}, obsahujici véechna slova, ve
kterych je pocet vyskyt( symbolu 1 sudy.
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Prace s formalnimi jazyky

V teorii formalnich jazyk( se pouZivaji predevsim nasledujici dva pristupy:

o Popsat (idealizovany) stroj, zafizeni, algoritmus, ktery rozpozna slova
patfici do daného jazyka — vede k pouziti tzv. automatu.

@ Popsat néjaky mechanismus umoznujici generovat vSechna mozna
slova patfici do daného jazyka — vede k tzv. gramatikam a
regularnim vyrazim.

(budeme se jim vénovat pozdéji)
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Nékteré zakladni pojmy

Délka slova je pocet znak( ve slové.

Napriklad délka slova abaab je 5.

Délku slova w oznacujeme |w/|.
Pokud tedy napf. w = abaab, pak |w| = 5.

Pocet vyskyti znaku a ve slové w oznalujeme |w|,.

Pro slovo w = ababb tedy plati |w|, =2 a |w|p, = 3.

Prazdné slovo je slovo délky 0, tj. neobsahujici zddné znaky.
Prazdné slovo se oznacuje feckym pismenem ¢ (epsilon).

(Pozn.: V literatufe se pro oznaleni prazdného slova nékdy pouzivd misto
symbolu ¢ fecké pismeno \ (lambda).)

e[ =0
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Zretézeni slov

Se slovy je mozné provadét operaci zietézeni:
Napriklad zretézenim slov OST a RAVA vznikne slovo OSTRAVA.

Operace zfetézeni se oznacuje symbolem - (podobné jako ndsobeni). Tento
symbol je mozné vypoustét.

OST - RAVA = OSTRAVA
Zfetézeni je asociativni, tj. pro libovolna tfi slova u, v a w plati
(u-v)-w=u-(v-w)

coz znamenad, ze pfi zapisu vice zfetézeni mlizeme vypoustét zavorky a
psat napfiklad wy - wy - w3 - wy - ws misto (wy - (wa - w3)) - (wy - ws).

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 7. bfezna 2012 10 / 46



Zretézeni slov

Zretézeni neni komutativni, tj. obecné pro dvojici slov u a v neplati
rovnost

u-v=v-u

Priklad:
OST - RAVA # RAVA - 0ST

Zjevné pro libovolna slova v a w plati:

vew| = |v] +|wl

Pro libovolné slovo w také plati:
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Prefixy, sufixy a podslova

Slovo x je prefixem slova y, jestlize existuje slovo v takové, ze y = xv.

Slovo x je sufixem slova y, jestlize existuje slovo u takové, ze y = ux.

Slovo x je podslovem slova y, jestlize existuji slova u a v takova, Ze
Yy = uxv.

Priklad:
@ Prefixy slova abaab jsou ¢, a, ab, aba, abaa, abaab.
@ Sufixy slova abaab jsou ¢, b, ab, aab, baab, abaab.

@ Podslova slova abaab jsou ¢, a, b, ab, ba, aba, baa, aab, abaa,
baab, abaab.
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Mnozinu vsech slov tvofenych symboly z abecedy ¥ oznalujeme X*.

(Formalni) jazyk L v abecedé ¥ je néjaka libovolnd podmnozina
mnoziny ¥*, tj. L C X*.

Priklad 1: Mnozina {00,01001, 1101} je jazyk v abecedé {0,1}.

Priklad 2: Mnozina vSech syntakticky spravnych programi v jazyce Java
je jazyk v abecedé tvorené mnozinou vsech Unicode znaki.

Priklad 3: Mnozina vSech textil obsahujicich sekvenci znaki ABRACADABRA
je jazyk v abecedé tvorfené mnozinou vsech ASCII znakad.

7. brezna 2012 13 / 46

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky



Mnozinové operace na jazycich

Vzhledem k tomu, Ze jazyky jsou mnoziny, mizeme s nimi provadét
mnozinové operace:

Sjednoceni — L; U L, je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi bud do jazyka L;
nebo do jazyka L, (nebo do obou).

Pranik — L1 N Ly je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi soucasné do jazyka
Ly i do jazyka L,.

Doplnék — L je jazyk tvoreny témi slovy ze ¥*, kterd nepatfi do L;.

Rozdil — L; — L, je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi do L1, ale nepatfi
do Lg.

Poznamka: Pri operacich nad jazyky predpokladame, Ze jazyky, se
kterymi operaci provadime, pouzivaji tutéz abecedu .
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Mnozinové operace na jazycich

Formalné:
Sjednoceni: LijUly={weX*|weliVwel)}
Pranik: LiNnL={weX*|weliAwEe Ly}
Doplnék: [ ={w e X*|w¢ L}
Rozdil: L1 —Lo={weX*|weliAw¢ly}

Poznamka: Predpokladame, ze L1, L, C ¥* pro n€jakou danou abecedu ¥.
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Mnozinové operace na jazycich

Priklad:
Uvazujme jazyky nad abecedou {A,B,...,Z}.

@ L3 — mnozina vsech slov obsahujicich podlovo FOO

@ L, — mnozZina vsech slov obsahujicich podlovo BAR

Pak
@ L1 ULy — mnozina vsech slov obsahujicich podslovo FOO nebo BAR,
@ L1 N Ly — mnozina vsech slov obsahujicich podslova FOO i BAR,
@ L1 — mnoZina viech slov, kterd neobsahuji podslovo FOO,

@ L3 — Ly — mnozina vsech slov, ve kterych se vyskytuje podslovo FOO,
ale nevyskytuje podslovo BAR.
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Zretézeni jazykl

Zietézeni jazyku L1 a Ly je jazyk
L={uv|ueli,vel)}

tj. jazyk vsech slov, kterd zacinaji slovem z L; a pokracuji slovem z Lo.
Zretézeni jazykd L; a Ly oznadujeme Lj - L.

Ptiklad:
Ly = {abb, ba}
Ly {a, ab, bbb}

Jazyk L; - L, obsahuje slova:

abba abbab abbbbb baa baab babbb
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lterace jazyka

Definice

Iterace jazyka L, oznacovana zapisem L*, je jazyk tvoreny slovy vzniklymi
zretézenim libovolného poctu slov z jazyka L.

Tj. w € L* pravé tehdy, kdyz

dneN: 3wy, wo,...,wpEL:w=wiws---w,

Priklad: L = {aa, b}

L* = {e, aa, b, aaaa, aab, baa, bb, aaaaaa, aaaab, aabaa, aabb, . . .}

Poznamka: Pocet slov, kterd zfetézujeme, mize byt i 0, coz znamen3, ze
vzdy plati € € L* (bez ohledu na to, zda € € L nebo ne).
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Iterace jazyka — alternativni definice

Poznamka: Jeden pojem muze mit vice riiznych definic. Tyto definice
mohou vypadat na prvni pohled rozdilné, pfitom jsou ale vzajemné
ekvivalentni ve smyslu, Ze popisuji jednu a tutéz véc.

Jako priklad si ukdZzeme dalsi dvé alternativni definice pojmu iterace
jazyka, pri¢emz obé jsou ekvivalentni s dfive uvedenou definici.
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Iterace jazyka — alternativni definice

Nejprve definujeme pro jazyk L a &islo k € N jazyk Lk

L0 = {e}, Lk=1k1.1 prok>1

To znamena
L% = {e}
R
L2
L3
L4
15 =

Il
~~r~r~~
~r~r~r~
~
~

Priklad: Pro L = {aa, b} jazyk L3 obsahuje nasledujici slova:

aaaaaa aaaab aabaa aabb baaaa baab bbaa bbb
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Iterace jazyka — alternativni definice

Alternativni definice 1

Iterace jazyka L je jazyk

L*:ULk

k>0

Poznamka:
YUrr=rutvrrudu- -
k>0
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Iterace jazyka — dalsi alternativni definice

Alternativni definice 2

Iterace jazyka L je nejmensi (vzhledem k C) jazyk L’ takovy, ze
ecel
@ pro kazdé ue L' a v € L plati, ze uv €

Poznamka: To, Ze jazyk L’ je nejmensi vzhledem k C znamend, Ze pro
jakykoliv jazyk L” spliujici vySe uvedené podminky plati L' C L".
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lterace jazyka

Poznamka: Pouziva se také zapis LT jako zkratka za L - L*, tj.

L+:ULk

k>1
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Zrcadlovy obraz

Zrcadlovy obraz slova w je slovo w zapsané ,,pozpatku”.

Zrcadlovy obraz slova w zna&ime wR.

Pfiklad: w = AHOJ wR = JOHA

Formalné mizeme definovat, ze pro w = ajay - - - a, (kde a; € ¥) je

WR = dpdp—-1-'--4a1.

Alternativné mtizeme definovat w” jako rev(w), kde rev : ©* — ¥* je
funkce definovana induktivné takto:

o rev(e) =¢

@proacXaweX”jerev(aw) = rev(w)a
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Zrcadlovy obraz

Zrcadlovy obraz jazyka L je jazyk tvoreny zrcadlovymi obrazy vsech slov
z jazyka L.
Zrcadlovy obraz jazyka L zna&ime LR.

LR={wR|wel}

Priklad: L = {ab, baaba, aaab}
LR = {ba, abaab, baaa}
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Usporadani na slovech

Predpokladejme urcité (linedrni) usporddani < symboli abecedy ¥,
tj. pokud ¥ = {a1, a2,...,an}, tak plati

g <a<...<aj.
Priklad: X = {a, b, c}, pficemz a < b < c.

Na mnoziné X* mizZeme definovat nasledujici (linedrni) uspofadani <;:
X < y praveé tehdy, kdyz:
o |x| < |y|, nebo
o |x| = |y| a existuji slova u,v,w € £* a symboly a, b € ¥ takové, ze
plati
X = uav y = ubw a<hb

Neformalné mizeme fict v usporadani <; rfadime slova podle délky a
v rdmci stejné délky lexikograficky (podle abecedy).
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Usporadani na slovech

Vsechna slova nad abecedou ¥ mizeme pomoci usporadani <, seradit do
posloupnosti

wo, Wi, Wa, ...
ve které se kazdé slovo w € L* vyskytuje pravé jednou a kde pro libovolna
i,j € N plati, Ze w; <, w; pravé tehdy, kdyz i < j.

Priklad: Pro abecedu ¥ = {a, b, c} (kde a < b < ¢) bude zalatek
posloupnosti vypadat nasledovné:

€,a, b, c,aa,ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc, aaa, aab, aac, aba, abb, abc, . ..
Pokud budeme mluvit napfiklad o prvnich deseti slovech jazyka L C ¥,

mame tim na mysli deset slov, kterd patfi do jazyka L a jsou mezi viemi
slovy z jazyka L nejmensi vzhledem k usporadani <;.
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Konecné automaty
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Rozpoznavani jazyka

Priklad: Uvazujme slova nad abecedou {0,1}.

Chtéli bychom rozpozndvat jazyk L, ktery je tvoren slovy, ve kterych se
vyskytuje sudy pocet symbold 1.

Chceme navrhnout zafizeni, které precte slovo, a sdéli ndm, zda toto slovo
patfi do jazyka L ¢i ne.
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Rozpoznavani jazyka

Prvni napad: Pocditat poclet vyskytli symboll 1.
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Rozpoznavani jazyka

Prvni napad: Pocditat poclet vyskytli symboll 1.
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Rozpoznavani jazyka

Druhy néapad: Ve skuteCnosti nds zajima pouze, zda pocet dosud
prectenych symbolid 1 je sudy nebo lichy (tj. misto Eisla si stadi pamatovat
jen jeho posledni bit).
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Rozpoznavani jazyka

Chovani tohoto zafizeni mizeme popsat grafem:

© ©
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Deterministicky konecny automat

Deterministicky konecny automat se sklada ze stavli a prechodu.
Jeden ze stavil je oznacden jako pocatecni stav a nékteré ze stavill jsou
oznaceny jako pfijimajici.
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Deterministicky konecny automat

Formalné je deterministicky konecny automat definovan jako pétice
(07 2757 q0, F)

kde:

Q je neprazdna konecnd mnozina stavi

Y je abeceda (neprazdnd kone¢nd mnozina symboli)
0:Q x X — Q je prechodova funkce

go € Q je pocdateéni stav

¢ © 6 ¢ ¢

F C Q je mnozina pfijimajicich stavi
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Deterministicky konecny automat

o Q=1{1,2,3,4,5} 0(l,a) =2 i(1,p) =
o ¥ ={ab} 6(2,a) =4 4(2,p) =
o q=1 5(3,a)=1  5(3,b) =4
5(4,2)=1  5(4,0) =
° F={1,45} 5(5,2) =4  §(5,b) =
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Deterministicky konecny automat

Misto zapisu

5(1,a) =2 o(1,p) =1
0(2,a) =4 0(2,p) =5
i(3,a) =1 4(3,b) =4
0(4,a) =1 0(4,0) =3
5(5,a) =4 0(5,b) =5
budeme radé€ji pouzivat stru¢néjsi tabulku nebo grafické znazornéni:

dla b

12 1

2|14 5

3|11 4

411 3

514 5
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Deterministicky konecny automat

Misto zapisu

Z. Sawa (VSB-TUO)

s(l,a)=2  §(Lb)=1
5(2,a)=4  5(2,b) =5
53,a)=1 5(3,b)=4
5(4,2)=1  5(4,b) =3
5(5,a) =4  5(5,b) =5
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Deterministicky konecny automat

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 7. bfezna 2012 37/ 46



Deterministicky konecny automat

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 7. bfezna 2012 37/ 46



Deterministicky konecny automat

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 7. bfezna 2012 37/ 46



Deterministicky konecny automat

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 7. bfezna 2012 37/ 46



Deterministicky konecny automat

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 7. bfezna 2012 37/ 46



Deterministicky konecny automat

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 7. bfezna 2012 37/ 46



Deterministicky konecny automat

Konfigurace kone¢ného automatu A je ddna stavem jeho fidici jednotky a
dosud neprectenym obsahem pasky.

Mnozina vSech konfiguraci Conf je Q@ x X*.

Ptiklad: (2, babb) € Conf

Pro dany automat A mlzeme na mnoZiné vSech konfiguraci definovat
binarni relaci - C Conf x Conf s nasledujicim vyznamem:
Ci B G znamend, ze automat A mize prejit jednim krokem
z konfigurace C; do konfigurace G;.
Priklad:
(2,babb) F (5, abb)

Formalné plati, Ze (g, w) F (¢', w’) pravé tehdy, kdyz w = aw’ a

q = d(q, a) pro néjaké a € ¥.
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Deterministicky konecny automat

Konfigurace (g, w) se nazyva pocatecni konfigurace, jestlize g = qp.

Priklad: (1, ababb) je pocatecni konfigurace.

Konfigurace (g, w) se nazyva koncova konfigurace, jestlize w = ¢.

Priklad: (4,¢) je koncové konfigurace.

Definice

Vypocet automatu je posloupnost konfiguraci
G Gy G0 5 G

kde C; jsou konfigurace, Cy je pocatecni konfigurace, Cj je koncova
konfigurace a pro véechna i € {1,2,..., k} plati, ze C;_1 F C;.
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Deterministicky konecny automat

(1, ababb)
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Deterministicky konecny automat

(1, ababb) F (2, babb)
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Deterministicky konecny automat

(1, ababb) - (2, babb)
(5, abb)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 7. bfezna 2012 40 / 46



Deterministicky konecny automat

(1, ababb) - (2, babb)
(5,abb) F (4,bb)
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Deterministicky konecny automat

(1, ababb) - (2, babb)
(5,abb) - (4,bb) -
(3,p)
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Deterministicky konecny automat

(1, ababb) - (2, babb)
(5,abb) - (4,bb) -
(3,0) F (4,¢)
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Deterministicky konecny automat

Déle miZeme definovat pro dany automat A relaci

F*C Conf x Conf,
takovou, ze C H* C’ plati pravé tehdy, kdyZ automat miZe prejit n&jakym
libovolnym (i nulovym) poétem kroki z konfigurace C do konfigurace C'.

Presnéji fe¢eno, C H* C’ plati pravé tehdy, kdyZ existuje posloupnost
konfiguraci
Co, Gi, G, ..y G

kde Co = C, Cx = C' a pro v8echna i € {1,2,..., k} plati, ze C;_1 - C;.
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Deterministicky konecny automat

Alternativné mizZeme relaci -* definovat jako nejmensi relaci spliujici
nasledujici podminky:

@ Pro kazdé C € Conf plati C H* C.

@ Pro kazdé C, C' € Conf plati, ze pokud C + C’, pak C * C'.

@ Pro kazdé C, C’, C" € Conf plati, ze pokud C -* C" a C' * C”, pak
CH*C".

Poznamka: Relace - je reflexivnim a trazitivnim uzavérem relace -,
tj. je to nejmensi reflexivni a trazitivni relace obsahujici relaci .
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Deterministicky konecny automat

Koncova konfigurace (q,¢) je pfijimajici, jestlize g € F.

Automat A = (Q, X, 0, o, F) pfijima slovo w € ¥* pravé tehdy, kdyz
(g0, w) F* (g, ) pro néjaké q € F.

Tj. automat A prijima slovo w pravé tehdy, kdyz vypocet automatu A
zadinajici v po&ateéni konfiguraci (qo, w) skonéi v pfijimajici koncové
konfiguraci.
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Deterministicky konecny automat

Definice

Jazyk rozpoznavany (pfijimany) danym deterministickym kone¢nym
automatem A = (Q, X, 4, qo, F), oznatovany L(A), je mnozina vsech slov
prijimanych timto automatem, tj.

L(A) ={w e X" | (q0,w) " (g,¢), g € F}

Jazyk L je regularni pravé tehdy, kdyz existuje né€jaky konecny automat,
ktery jej prijima.
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Deterministicky konecny automat

M&jme DKA A = (Q, X, 5, qo, F).

Zapisem g — ¢', kde q,¢' € Q a w € £*, budeme oznadovat to, e
pokud je automat ve stavu g, tak prectenim slova w prejde do stavu ¢'.

Poznamka: —C Q x X* x Q je ternarni relace.

Misto (g, w, q') €— piseme q — ¢'.

Tuto relaci mGzeme formalné definovat nasledujici induktivni definici:
@ g — g pro libovolné g € Q

@ ProweY aaek:
g =2 g pravé tehdy, kdyZ existuje ¢” € Q takové, ¥e g — ¢” a
5(q",a) =¢'.
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Deterministicky konecny automat

Jazyk rozpoznavany danym DKA A = (Q, X, 0, qo, F) pak mizeme
definovat (alternativné) takto:

LA)={wecX*|IgeF:q > q}

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 7. bfezna 2012



	Formalni jazyky
	Konecne automaty

