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WWW stranky

Webové stranky k predmétu naleznete na adrese:

http://www.cs.vsb.cz/sawa/uti

Na téchto strdnkach najdete:
Informace o predmétu
Ucebni texty
Slidy z prednasek

0
0
0
@ Zadani priklad( na cviceni
@ Aktualni informace

0

Animace
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@ Zapocet (22 bodi):

o Zapoctova pisemka (22 bodid) — bude se psat na predndsce
(pravdépodobné na 9. prednasce).

Minimum pro ziskani zdpoctu je 7 bodd.

@ Zkouska (78 bodu)

@ Pisemna zkouska skladajici se ze tfi ¢asti po 26 bodech, pricemz
z kazdé Casti je nutné ziskat nejméné 10 bodi.
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Uznané zapocty

@ Studenti, ktefi predmét opakuji a maji ndrok na uznani zapocltu, ale
nemaji ho dosud v Edisonu zapsany a chtéji ho uznat, musi
v pribéhu prvnich dvou tydni semestru pozadat svého cviciciho
0 uznani zapoctu.

@ Podobné studenti, ktefi maji ndrok na uznani zdpoctu, maji
v Edisonu zapsany, ale nechtéji ho uznat, musi v pribéhu prvnich
dvou tydnid semestru pozddat svého cviciciho o jeho zruseni.

@ Studenti, ktefi maji uznany zapodet, nebudou psat zdpoctovou
pisemku.
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Napln predmétu

Cilem tohoto pfedmétu je poskytnout studentim stru¢ny Gvod do
nasledujicich oblasti:

o Logika
o Formalni jazyky a automaty

@ Vydislitelnost a slozitost
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Vyukové materidly

Hlavnimi vyukovymi texty jsou:

@ prof. RNDr. Petr Jancar, CSc.
Uvod do teoretické informatiky (ucebni text),
VSB-TU Ostrava, 2007.

Pozndamka: Pro zdjemce s hlubSim zajmem o problematiku je
k dispozici i rozSifena verze tohoto textu urend pro studenty
magisterského studia (pro predmét Teoreticka informatika).

@ doc. RNDr. Marie Duzi, CSc.
Matematicka logika (ucebni text),
VSB-TU Ostrava, 2003.
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Vyukové materidly

Kromé vyukovych texti jsou k dispozici:

o Slidy z prednasek (na web budou dopliiovany aktudlni verze)

@ Animace vytvorené M. Kotem, Z. Sawou a nékterymi studenty
v ramci diplomovych praci

@ Zadani prikladia do cviceni
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Dalsi literatura (pro zajemce)

@ M. Sipser: Introduction to the Theory of Computation, PWS
Publishing Company, 1997.

@ D. Kozen: Automata and Computability, Undergraduate Text in
Computer Science, Springer Verlag, 1997.

@ Ch. Papadimitriou: Computational Complexity, Addison-Wesley, 1993.

@ J. E. Hopcroft, R. Motwani, J. D. Ullman: Introduction to Automata
Theory, Languages, and Computation (3rd Edition), Addison Wesley,
2006.

@ H.D. Ebbinghaus, J. Flum, W. Thomas: Mathematical Logic
(2nd edition), Springer, 1994.

@ M. Huth, M. Ryan.: Logic in Computer Science: Modelling and
Reasoning about Systems, Cambridge University Press, 2004.

o V. Svejdar: Logika - nediplnost, sloZitost a nutnost, Academia, 2002.
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Dalsi literatura (pro zajemce)

@ Ding-Zhu Du, Ker-1 Ko: Problem Solving in Automata, Languages,
and Complexity, Wiley, 2001. Pozn.: v ramci sité VSB je tato
publikace dostupnd v elektronické podobé (jako PDF) na adrese
http://knihovna.vsb.cz/sluzby/e-knihy-wiley.htm
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Cviéeni

©

Zadani prikladd budou zverejriovana predem.
@ Ocekava se, ze se studenti predem pokusi je sami vyresit.

@ Na cviceni se budou fesit predevsim problémy a nejasnosti, na které
pri reseni narazi.

(4

Studenti jsou povinni si zadani pfedem vytisknout a donést na cviceni.

©

Cviceni nejsou nadhradou prednasek a samostudia.
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Zakladni pojmy
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Mnozina — kolekce vzajemné odlisitelnych objekt(, které nazyvame jejimi
prvky.

@ x € S — objekt x je prvkem mnoziny S

@ x ¢ S — objekt x neni prvkem mnoziny S

Jednou z moznosti, jak popsat mnozinu, je explicitné vyjmenovat vSechny
jeji prvky, napf.:
5$={1,2,3}

Mnozina nemiiZe obsahovat prvek vice nez jednou a prvky mnoziny nejsou
nijak sefazeny.
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Mnoziny A a B jsou si rovny (A = B), jestlize obsahuji tytéz prvky.
Napriklad

{1,2,3} = {2,1,3} = {3,2,1}

Mnozina neobsahujici zddné prvky se nazyvd prazdna mnozina a oznacuje
se symbolem 0.

Poznamka: Kromé mnozin se také nékdy pouzivaji multimnoziny. Na
rozdil od mnoziny miize multimnozina obsahovat vice vyskyt( jednoho
prvku.

M={1,1,1,2,3,3,3,3,3}
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Priklady nékterych dilezitych mnozin:
@ N — mnozina vsech pfirozenych ¢&isel, tj. N ={0,1,2,...},

@ N — mnozina vSech kladnych pfirozenych Cisel,
tj. Ny ={1,2,3,...},

@ 7 — mnozina véech celych ¢isel, tj. Z ={...,—-2,-1,0,1,2,...},
@ Q — mnotZina vSech racionalnich &isel (zlomky),

@ R — mnozina vsech redlnych dCisel.
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@ A C B — oznacuje, ze A je podmnozinou B, tj.
Vx(x € A = x € B)
(kazdy prvek mnoziny A patfi rovnéz do mnoziny B).
9 A C B - oznaluje, ze A je vlastni podmnozZinou B, tj.
ACB A 3x(x e B A x¢&A)
(tj. AC B, ale A# B).
Poznamka: Nékdy se téz pouziva zapis A C B pro oznaceni, ze A je

podmnozinou B (tj. pfipousti i moznost A = B), a zapis A C B pro
oznaceni, Ze A je vlastni podmnozinou B.
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Pro danou mnozinu A mizeme definovat mnozinu B C A tvofenou témi
prvky mnoziny A, které maji urcitou vlastnost (splfiuji néjakou
podminku) ¢(x).

B={xeAlp(x)}

Ptiklad: Podmnozina X mnoziny prirozenych &isel N tvorend témi Cisly,
ktera davaji po déleni péti zbytek dvé.

X ={xeN|xmod5=2}
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Mnozinové operace:
@ Pranik mnozin A a B je mnozina

ANB={x|x€eANx¢€ B}

@ Sjednoceni mnozin A a B je mnozina
AUB={x|x€e AV xe€ B}

@ Rozdil mnozin A a B je mnozina
A-B={x|xeAAx¢B}

Poznamka: Pro rozdil mnoZin se téz pouziva zapis A\ B.

Priklad: Jestlize A= {a, b,c,d} a B={b,c,e, f}, pak
ANB = {b,c}, AUB ={a,b,c,d e, f}, A— B ={a,d}.
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Mnoziny
Nékdy jsou vsechny mnoziny, které uvazujeme, podmnozinami néjaké

jedné mnoziny U nazyvané universum.

Priklad: Pokud se napriklad bavime o mnozinach pfirozenych Cisel, pak je
universem mnozina N.

Pro dané universum U definujeme doplnék mnoZiny A jako

A=U-A

Pro libovolné mnoziny A, B C U plati de Morganova pravidla:

ANB=AUB AUB=ANB

Mnoziny A a B jsou disjunktni, jestlize nemaji zaddny spolecny prvek,
tj. jestlize AN B = 0.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 8. unora 2012




Velikost dané mnoziny S se nazyvé jeji kardinalita a oznaluje se |S].

@ V pripadé konecné mnoziny, je jeji kardinalita pfirozené Cislo
odpovidajici po¢tu jejich prvki, napt. |0 = 0.

@ Dvé (obecné) mnoziny maji stejnou kardinalitu, jeslize existuje bijekce
(tj. vzajemné jednoznacné zobrazeni) mezi jejich prvky.

@ Mnozina S se nazyva spocetna, jestlize existuje bijekce mezi S a N.
Spocetné mnoziny jsou ,,nejmensi” mezi nekone¢nymi mnozinami.

@ Nekonecna mnozina, kterd neni spocetnd, se nazyva nespocetna.

Priklad: Mnoziny N, Z a Q jsou spocetné, mnozina R je nespocetna.
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Mnozina vSech podmnoZin mnoziny S se nazyvd potencni mnozina
mnoziny S a oznacuje se zapisem P(S).

Priklad: Pokud S = {a, b, c}, pak

P(S) =A{0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b,c}, {a, b, c}}.

Pokud je mno¥ina S kone¢na, pak |P(S)| = 2/°I.

Poznamka: Casto se také pouiva pro oznaleni potenéni mnoZiny misto
P(S) vyraz 2°.
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Usporadana dvojice prvki a a b se oznaluje (a, b).

Na rozdil od mnozZiny u usporadané dvojice zalezi na poradi prvki,

(a, b) je néco jiného nez (b, a).

Poznamka: Formalné je mozno uspofadanou dvojici (a, b) pomoci mnozin
napt. takto:

(a,b) ={a,{a, b}}
Analogicky mizeme definovat usporadané trojice, Ctvefice atd.
Kartézsky soucin mnozin A a B, oznaCovany A X B, je mnozina vSech
usporadanych dvojic, kde prvni prvek z dvojice patfi do mnoziny A a druhy

do mnoziny B:
Ax B=1{(a,b)|ac A be B}

Priklad: {a, b} x {a,b,c} = {(a, ), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c)}
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Jestlize A a B jsou kone¢né mnoziny, pak |A x B| = |A| - |B].
Kartézsky soucin n mnozin Az, Az, ..., A, je mnozina n-tic
At X Ay x - x Ay ={(a1,a2,...,an) | @i € Ai, i=1,2,...,n}
Jestlize vSechna A; jsou kone¢né mnoziny, plati
|A1 X Ax X -+ X Ap| = |A1] - |A2] -+ |An

Misto kartézského soucinu A x A x --- X A, kde se mnozina A vyskytuje
n krat, piseme A".

Pro kone¢nou mnozinu A plati |A"| = |A|".
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Relace na mnozinach Aj, A, ..., A, je libovolnd podmnozina kartézského
soudinu Ay X Ay X -+ X A,.

Relace na n mnozinich se nazyva n-arni relace.

Jestlize n = 2, jedna se o binarni relaci.
Jestlize n = 3, jedna se o ternarni relaci.

V pripadé, ze A; = A, = --- = A,;, hovofime o homogenni relaci,
v opacném pripadé o relaci heterogenni.

Kdyz fikdme, Ze R je n-arni relace na mnoZiné A, mame tim na mysli, ze
R C A",
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Priklad: Relace ,,mensi nez" na mnoziné prirozenych Cisel je mnoZina

{(a,p) e Nx N|a< b}

Poznamka: Jestlize R C A x B je binarni relace, nékdy misto (a, b) € R
pouzivame infixovy zapis a piSeme a R b.
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Relace

Bindrni relace R C A x A je:

)

4

)

reflexivni, jestlize pro vSechna a € A plati (a, a) €R,
ireflexivni, jestlize pro vSechna a € A plati (a, a) ¢R,

symetricka, jestlize pro vSechna a, b € A plati, Ze pokud (a, b) € R,
pak (b, a) € R,

asymetricka, jestlize pro vSechna a, b € A plati, ze pokud (a, b) € R,
pak (b,a) € R,

antisymetricka, jestlize pro vSechna a, b € A plati, ze pokud
(a,b) € Ra(b,a) € R, pak a = b,

tranzitivni, jestlize pro vSechna a, b, c € A plati, ze pokud (a,b) € R
a (b,c) € R, pak (a,¢c) € R.
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Ptiklad:

@ Relace “=" na N je reflexivni, symetrickd, antisymetricka a
tranzitivni, ale neni ireflexivni ani asymetricka.

@ Relace “<" na N je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, ale neni
ireflexivni, symetrickd ani asymetricka.

@ Relace “<" na N je ireflexivni, asymetricka, antisymetricka a
tranzitivni, ale neni reflexivni ani symetricka.
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Relace

@ Reflexivni uzavér relace R C A x A je nejmensi reflexivni relace
R’ C A x A takova, ze RC R'.
Poznamka: Pojmem ,nejmensi” zde mame na mysli to, Ze neexistuje

7adna reflexivni relace R” takova, 2¢ R C R” C R'.

@ Symetricky uzavér relace R C A x A je nejmensi symetricka relace
R’ C A x A takova, 2¢e R C R'.

@ Tranzitivni uzavér relace R C A x A je nejmensi tranzitivni relace
R' C A x A takova, ze R C R'.

@ Reflexivni a tranzitivni uzavér relace R C A x A je nejmensi relace
R’ C A x A takovd, ze R C R’ a R’ je sou&asné reflexivni i tranzitivni.
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Ekvivalence

Bindrni relace R na mnoziné A je ekvivalence pravé tehdy, kdyz je
reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Priklad: Nasledujici relace =5 je ekvivalence

=5 = {(a, b) € Z? | (a mod 5) = (b mod 5)}

obecné pro libovolné n > 0 je relace =, ekvivalence

=, ={(a,b) € Z* | (a mod n) = (b mod n)}
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Ekvivalence

Jestlize R je ekvivalence na mnoziné A, pak tfidou ekvivalence prvku

a € A je mnozina [a]g = {b € A| (a,b) € R}, tj. mnozina vSech prvki
s nim ekvivalentnich.

Méjme mnozinu A. Mnozina jejich podmnozin A = {A; | i € I} (pro
néjakou indexovou mnozinu /) tvofi rozklad na mnoziné A, jestlize:

@ vSechny mnoziny A; jsou vzajemné disjunktni, tj. jestlize pro libovolné
Ai, Aj € Aplati AinA; = 0 pokud i # j, a

@ sjednoceni mnozin z A je mnoZina A, tj.

A= J A

AieA
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Ekvivalence

Ekvivalence R C A x A definuje na A rozklad {[a]gr | a € A}.

Naopak rozklad A = {A; | i € I} na mnoziné A definuje ekvivalenci

R={(a,b) CAx A|a,bec A pronéjaké A; € A}.

Priklad: Ekvivalence =5 definuje rozklad A = {Ag, A1, Az, A3, Az} na N,
kde

o Ag=1{...,—15,-10,-5,0,5,10,15,...}

o Ay=1{...,—14,-9,-4,1,6,11,16,...}

o Ay =1{...,—13,-8,-3,2,7,12,17,.. .}

o Ay={...,—12,-7,-2,3,8,13,18,.. .}

o Ag=1{ .. —11,-6,-1,4,9,14,19,...}
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7 7

Usporadani

Binarni relace R na mnoziné A je (Caste¢né a neostré) usporadani,
jestlize je reflexivni, tranzitivni a antisymetricka.

Binarni relace R na mnoziné A je (Castecné) ostré usporadani, jestlize je
asymetrickd a tranzitivni.

(Pozn.: Z toho, ze je R asymetricka plyne, Ze je také ireflexivni a
antisymetricka.)

Pro neostra usporadani se obvykle pouzivaji symboly jako < a jemu
podobné, pro ostra usporadani pak symboly jako < a jemu podobné.

Usporadani (at uz neostré &i ostré) R C A x A je GipIné (nebo také
linearni), jestlize pro viechna a, b € A plati bud (a,b) € R, (b,a) € R
nebo a = b (tj. pokud neexistuji vzdjemné nesrovnatelné prvky).
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7 7

Usporadani

Priklady:
@ Relace “<" je GpIné (neostré) usporadani na mnoziné N (Z, Q, R).
@ Relace "<" je ostré Gplné usporadani na mnoziné N (Z, Q, R).
@ Relace "C" je ¢aste¢né (neostré) usporadani na mnoziné P(X) (pro
libovolnou mnozinu X).
@ Relace “je délitelem” je ¢astecné (neostré) usporadani na
mnoziné N .

“w_n . v

@ Relace "=" je &aste¢né (neostré) usporadani na mnoziné N.

Ke kazdému neostrému usporadani R na mnoziné A existuje odpovidajici
ostré uspofadani R' = R — {(a,a) | a € A}.

Naopak ke kazdému ostrému usporddani S na mnoziné A existuje
odpovidajici neostré uspo¥adani S’ = S U {(a,a) | a € A}
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7 7

Usporadani

Mé&jme libovolné neostré usporddani < na mnoziné A.
@ Prvek a € A je minimalni prvek mnoziny A, jestlize v A neexistuje
mensi prvek nez a (tj. z x < a plyne x = a).
@ Prvek a € A je maximalni prvek mnoZiny A, jestlize v A neexistuje
vétsi prvek nez a (tj. z a < x plyne a = x).
@ Prvek a € A je nejmensi prvek mnoziny A, jestlize je mensi nez

vSechny ostatni prvky v A (tj. pro kazdé x € A plati a < x).

@ Prvek a € A je nejvétsi prvek mnoziny A, jestlize je vétsi nez
vSechny ostatni prvky v A (tj. pro kazdé x € A plati x < a).
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7 7

Usporadani

o Prvek a € A je infimum mnoziny B (piSeme a = inf B), jestlize a je
nejvétsi ze vsech prvki, které jsou mensi nez vsechny prvky z B,
tj. plati

(" xeB)(a<x) AN (Vb)((Vx e B)(b<x)=b<a)

@ Prvek a € A je supremum mnoziny B (piSeme a = sup B), jestlize a
je nejmensi ze vSech prvkd, které jsou vétsi nez vsechny prvky z B,
tj. plati

(Vx € B)(x < a) A (Yb)((Vx € B)(x < b) = a < b)
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Funkce f z mnozZiny A do mnoziny B je binarni relace f C A x B takova,
Ze pro kazdé a € A existuje pravé jedno b € B takové, ze (a, b) € f.

Mnozina A se nazyva definicni obor funkce f,
mnozina B se nazyva obor hodnot funkce f.
To, ze f je funkce z mnoziny A do mnoziny B obvykle zapisujeme jako

f:A—B

Misto (a, b) € f obvykle pis§eme b = f(a), nebot volbou prvku a je prvek b
jednoznacné urcen.

Funkce f : A — B tedy kazdému prvku z A prirazuje pravé jeden prvek z B.

Jestlize b = f(a), fikdme, ze a je argumentem funkce f a ze b je
hodnotou funkce f v bodé a.
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Vyse uvedena definice se tyka tzv. totalni funkce, tj. funkce, jejiz hodnota
je definovana pro kazdou hodnotu argumentu.

Nékdy ma smysl uvazovat také tzv. €astecné (parcialni) funkce,
tj. funkce, jejichZz hodnota neni pro nékteré hodnoty argumentu definovana.

Formalné je Castecna funkce f : A — B definovana jako relace f C A x B
takovd, ze pro kazdé a € A existuje nejvyse jedno b € B takové, ze
(a,b) € f.

Poznamka: Pokud budeme mluvit o funkci a neuvedeme jinak, budeme
mit vzdy na mysli funkci totalni.
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Koneéna posloupnost (sekvence) délky n je funkce, jejimz defini¢nim
oborem je mnozina {0,1,...,n—1}.

Konecnou posloupnost obvykle zapisujeme tak, ze vypiseme jeji hodnoty:

£(0), F(1),...,f(n—1)

Nekonecna posloupnost (sekvence) je funkce, jejimz definiénim oborem
je N.

Nekonecnou posloupnost nékdy zapisujeme tak, ze uvedeme nékolik
prvnich prvkd, za kterymi nasleduji tfi tecky:

£(0),f(1),1(2),...
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Jestlize defini¢nim oborem funkce f je kartézsky soucin, obvykle
vynechavame jeden par zavorek v zapise argumentu funkce f.

Pokud napfiklad mame funkci f : A; X Ay X -+ X A, — B, pak misto
b=f((a1,a2,...,an)) pisSeme b = f(a1,a2,...,an).

Misto o funkci nékdy téz mluvime o operaci.

n-arni operace je funkce f typu
f:AlxAyx---xA,— B

V pripadé, ze n = 2, mluvime o binarni operaci.

o f: A" — A — n-arni operace na mnoziné A,
@ f:A— A — unirni operace na mnoziné A,
@ f:AXA— A - binarni operace na mnoziné A.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 8. unora 2012



Mé&jme funkci f : A" — A. Mnozina B C A je uzaviena na operaci f,
jestlize z a1, ap,...,a, € B plyne, ze f(a1,az,...,a,) € B.

Jestlize f : A — B je funkce a b = f(a), pak nékdy také fikime, Ze b je
obrazem a. Obrazem mnoziny A’ C A je mnoZina

f(A)={be B| b= f(a) pro n&jaké a € A'}.

Funkce f : A — B je:
@ surjektivni (je surjekci, je zobrazenim na), jestlize f(A) = B,
@ emphinjektivni (je injekci, je prostd), jestlize z a # a’ plyne
f(a) # f(d),
o bijektivni (je bijekci, je vzajemné jednoznaénym zobrazenim), jestlize
je soucasné surjektivni i injektivni.

Jestlize funkce f je bijekci, pak funkce inverzni k funkci f,
oznadovana !, je definovéana takto: f~1(b) = a pravé kdyz f(a) = b.
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Predpokladejme nyni funkci f : A x A — A.

@ Funkce f je asociativni, jestlize pro libovolné prvky a, b, c € A plati

f(f(a,b),c) = f(a,f(b,c)).

@ Funkce f je komutativni, jestlize pro libovolné prvky a, b € A plati
f(a,b) = f(b,a).
@ Prvek z € A je nulovym prvkem vzhledem k funkci f, jestlize pro
libovolné a € A plati
f(z,a)=f(a,z) =z.
@ Prvek e € A je jednotkovym prvkem vzhledem k funkci f, jestlize

pro libovolné a € A plati
f(e,a) =f(a,e) = a.
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Poznamka: D3 se ukazat, ze ke kazdé funkci existuje nejvyse jeden nulovy
a nejvyse jeden jednotkovy prvek.

Jestlize k funkci f existuje jednotkovy prvek e, pak b € A je inverznim
prvkem k prvku a € A pravé tehdy, kdyz

f(a,b) = f(b,a) =e
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Pro funkce typu f : A x A — A je Casto vhodnéjsi pouzivat infixovou
notaci a pouzivat jako nazev funkce néjaky specialni symbol.

Mé&jme napriklad funkci
®:AxXxA—A
Pak misto ®(a, b) piSeme a ® b.

@ Asociativita ® pak znamenad, Ze pro libovolné a, b, c € A plati
(a@b)@c=a®(b®c)

@ a komutativita ® znamen3, Ze pro libovolné a, b € A plati

aRb=>b®a

Priklad: Misto +(x,y) piSeme x + y.
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