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Neregularni jazyky

Ne vSechny jazyky jsou regularni.
Existuji jazyky, pro které neexistuje zadny konecny automat, ktery by je
rozpoznaval.
Priklady neregularnich jazyki:
o [y ={a"b" | n>0}
o Lr={ww |we{ab}*}
o L3={wwf|we{ab}}
Poznamka: Existence nereguldrnich jazyk( vyplyva jiz z faktu, ze

automat( pracujicich nad néjakou abecedou X je jen spocetné mnoho,
zatimco jazyk( nad abecedou X je nespocetné mnoho.
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Neregularni jazyky

Jak dokazat o néjakém jazyce L, Ze neni regularni?

Jazyk neni reguldrni, jestlize neexistuje (tj. neni mozné sestrojit) koneény
automat, ktery by ho rozpoznaval.

Jak ale dokazat, ze néco neexistuje?
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Neregularni jazyky

Jak dokazat o néjakém jazyce L, Ze neni regularni?

Jazyk neni reguldrni, jestlize neexistuje (tj. neni mozné sestrojit) koneény
automat, ktery by ho rozpoznaval.

Jak ale dokazat, ze néco neexistuje?

Odpovéd: Sporem.

Napr. predpokladat, ze existuje néjaky automat A rozpoznavajici jazyk L, a
ukazat, Ze tento predpoklad vede k logickému sporu.
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Neregularni jazyky

Ukazeme, Ze jazyk L = {a"b" | n > 0} neni regularni.

Diikaz sporem.

Predpokladejme, Ze existuje DKA A = (Q, X, d, qo, F) takovy, ze L(A) = L.

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky

31. bfezna 2010 4 /35



Neregularni jazyky

Ukazeme, Ze jazyk L = {a"b" | n > 0} neni regularni.

Diikaz sporem.

Predpokladejme, Ze existuje DKA A = (Q, X, d, qo, F) takovy, ze L(A) = L.

Reknéme, e |Q| = n.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 31. bfezna 2010 4 /35



Neregularni jazyky

Ukazeme, Ze jazyk L = {a"b" | n > 0} neni regularni.

Diikaz sporem.
Predpokladejme, Ze existuje DKA A = (Q, X, d, qo, F) takovy, ze L(A) = L.
Reknéme, e |Q| = n.

Vezméme si slovo z = a"b".

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 31. bfezna 2010 4 /35



Neregularni jazyky

Ukazeme, Ze jazyk L = {a"b" | n > 0} neni regularni.

Diikaz sporem.

Predpokladejme, Ze existuje DKA A = (Q, X, d, qo, F) takovy, ze L(A) = L.
Reknéme, e |Q| = n.

Vezméme si slovo z = a"b".

ProtoZe z € L, musi existovat pfijimajici vypocet automatu A

a a a a a b b b b
qo—>q1—>qQ —> " —>qn-1 —> qn —> qn+1 — *** —> Q2p—1 — Q2n

kde qg je pocatecni stav a g, € F.
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Neregularni jazyky

Vezméme si nyni prvnich n+ 1 stav( ve vypoctu

a El a a a b b b b
o —q1——>Qq—> " —>Cqn-1—>qn —2>qnt1 — """ —> Q2n—1 — Q2n

tj. posloupnost stavll qg, g1, - - -, Gn.
Je zfejmé, Ze vSechny stavy v této posloupnosti nemohou byt navzajem
rtzné, protoze |Q| = n a tato posloupnost ma n+ 1 prvka.

To znamen3, ze existuje néjaky stav g € Q, ktery se v této posloupnosti
vyskytuje (alespori) dvakrat.
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Vezméme si nyni prvnich n+ 1 stav( ve vypoctu
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o —q1——>Qq—> " —>Cqn-1—>qn —2>qnt1 — """ —> Q2n—1 — Q2n

tj. posloupnost stavll qg, g1, - - -, Gn.

Je zfejmé, Ze vSechny stavy v této posloupnosti nemohou byt navzajem
rtzné, protoze |Q| = n a tato posloupnost ma n+ 1 prvka.

To znamen3, ze existuje néjaky stav g € Q, ktery se v této posloupnosti
vyskytuje (alespori) dvakrat.

Jde o aplikaci tzv. holubnikového principu (pigeonhole principle).

Holubnikovy princip

Jestlize mam n + 1 holubd rozmisténych do n kleci, pak jsou alesporn
v jedné kleci minimdlné dva holubi.
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Neregularni jazyky

Vezméme si nyni prvnich n+ 1 stav( ve vypoctu
a a a a a b b b b
o —q1——>Qq—> " —>Cqn-1—>qn —2>qnt1 — """ —> Q2n—1 — Q2n

tj. posloupnost stavll qg, g1, - - -, Gn.

Je zfejmé, Ze vSechny stavy v této posloupnosti nemohou byt navzajem
rtzné, protoze |Q| = n a tato posloupnost ma n+ 1 prvka.

To znamen3, ze existuje néjaky stav g € Q, ktery se v této posloupnosti
vyskytuje (alespori) dvakrat.

Tj. existuji indexy i,/ takové, ze 0 <i<j<na

9 =q

coz znamena, ze automat A pri ¢teni symboli a ve slové z = a"b” projde
cyklem.
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Neregularni jazyky

U a
u qj—}/ a: w

Ji+1
\
di+2

a

9 q1 a2 L9i—1 9P = G G+ G2 2On—1, dn | Gnt1 | Gn+2 pd2n—1, G2n

9] +3

Slovo z = a"b" muizeme rozdélit na tfi Casti u, v, w takové, ze z = uvw:

u=a v=2a"' w=a"p"
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Neregularni jazyky

Proslova u=2a', v=2a7"aw=23""7b" plati

qQ — qi 9 — qj qj — Gan

Oznaéme r délku slova v, tj. r = j — i (zjevné r > 0, protoze i < j).
ProtoZe g; = qj, tak automat pfijme slovo uw = a"~"b", které nepatfi do
jazyka L:
u w
o — Qi — Q2n
RovnéZ slovo uvvw = 2™ b", které také nepatfi do L, bude pfijato:

qo — Gi — i — qi — G2n

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 31. bfezna 2010



Neregularni jazyky

Podobné mizeme zdivodnit, Zze kazdé slovo tvaru uvvvy - - - vww, tj. tvaru
uvkw pro néjaké k > 0, bude automatem A pfijato:

u v v v v 4 w
o —qi —qi —qi —> - ——>qi —>qi — Q2n

Slovo tvaru uvk

w vypada nasledovné: a"—"+rkpn.
Protoze r > 0, tak ndsledujici rovnost plati jen pro k = 1:

n—r+rk=n

Pokud je tedy k # 1, tak slovo uvkw nepat¥i do jazyka L.

Automat A vSak kazdé takové slovo pfijme, coz je spor s predpokladem, ze
L(A) ={a"b" | n > 0}.
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Bezkontextové gramatiky
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Ptiklad:

(STMT)

(IF-STMT)
(WHILE-STMT)
(BLOCK-STMT)

(STMT-LIST)
(ASSG-STMT)
(BOOL-EXPR)

(COMPARE-OP)
(ARITH-EXPR)

(ARITH-OP)
(CONST)
(VAR)

A

U

Bezkontextové gramatiky

(IF-STMT) | (WHILE-STMT) | (BLOCK-STMT) |
(ASSG-STMT)

if (BOOL-EXPR) then (STMT) else (STMT)
while (BOOL-EXPR) do (STMT)

begin (STMT-LIST) end

(STMT) | (STMT) ; (STMT-LIST)

(VAR) := (ARITH-EXPR)
(ARITH-EXPR)(COMPARE-OP) (ARITH-EXPR)
< >|<lzl=1#

(VAR) | (CONST) |
((ARITH-EXPR)(ARITH-OP) (ARITH-EXPR))
==/
0/1]2|3]4]5[/6]7]8]|9

alblel - [xlylz
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Bezkontextové gramatiky

Symboltim, které maji v predchozim prikladé tvar (Xxx), se Fika
neterminalni symboly (neterminaly).

Pravidla popisuji, jaké Fetézce miize dany netermindl reprezentovat.
Z neterminalu (STMT) mizeme napfiklad dostat text

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y —1) end
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y —1) end
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y —1) end

(STMT)
(WHILE-STMT)
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y —1) end

(STMT)
(WHILE-STMT)
while (BOOL-EXPR) do (STMT)

while (ARITH-EXPR)(COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
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Bezkontextové gramatiky
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while (BOOL-EXPR) do (STMT)
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y —1) end

(STMT)

(WHILE-STMT)

while (BOOL-EXPR) do (STMT)

while (ARITH-EXPR)(COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
while (VAR) (COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)

while (VAR) < (ARITH-EXPR) do (STMT)

31. bfezna 2010 12 /

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky



Bezkontextové gramatiky
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y —1) end
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Bezkontextové gramatiky
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while x < y do begin x := (x+1); y:=(y —1) end
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Bezkontextové gramatiky

Formalné je bezkontextova gramatika definovana jako Ctvefice
G=(NX%XS,P)

kde:
M je kone¢nd mnozina neterminalnich symbolu (neterminala)

(4

(]

Y je kone¢nd mnozina terminalnich symbold (terminala),
pficemz MNY =)

S € 11 je pocatecni neterminal

[

P CNx (MUX)* je kone¢nd mnozina prepisovacich pravidel

©
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Bezkontextové gramatiky

Poznamky:

@ Pro oznacdeni netermindlnich symbol(i budeme pouzivat velkd pismena
A B C, ...

@ Pro oznacdeni terminalnich symbold budeme pouZivat mala pismena a,
b, c, ... nebo Cislice 0, 1, 2, ...

@ Pro oznaceni fetézcl z (MU X)* budeme pouzivat malad pismena
fecké abecedy «, 3, v, ...

@ Misto zépisu (A, «) budeme pro pravidla pouzivat zapis
A=«

A — leva strana pravidla
« — prava strana pravidla
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Gramatika G = (IN,%, S, P), kde

o N={AB,(C}

o ¥ ={a,b}

aS5S=A

@ P obsahuje pravidla
A — aBBb
A — AaA
B — ¢
B — bCA
C - AB
C—a
C—b
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Bezkontextové gramatiky

Poznamka: Pokud mame vice pravidel se stejnou levou stranou, jako treba
A — o A — ar A — a3
muzZeme je strucnéji zapsat jako

A—>a1|a2|a3

Napriklad pravidla dfive uvedené gramatiky mizZeme zapsat jako

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—ABJalb
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Bezkontextové gramatiky

Gramatiky slouzi ke generovani slov.

Priklad: G = (1,X, A, P), kde N = {A, B, C}, ¥ = {a, b} a P obsahuje
pravidla

A — aBBb | AaA

B — ¢ | bCA

C—ABlal|b

Napfriklad slovo abbabb je mozné v gramatice G vygenerovat nasledujicim
zplusobem:
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Bezkontextové gramatiky
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Bezkontextové gramatiky
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Bezkontextové gramatiky
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Napfriklad slovo abbabb je mozné v gramatice G vygenerovat nasledujicim
zplusobem:

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Bezkontextové gramatiky

Retézce z (MU X)* nazyvdme vétné formy.

Na vétnych formach definujeme relaci =C (MUX)* x (MUX)* takovou, ze
a=ad

pravé kdy? a = 1AB2 a o/ = (17052 pro néjakd S1, 2,y € (MUX)* a
AcTl, kde (A — ) € P.

Priklad: Jestlize (B — bCA) € P, pak

aCBbA = aCbCAbA

Poznamka: Neformalné feceno zapis a = o’ znamend, Ze z vétné formy
je mozné jednim krokem odvodit vétnou formu «, a to tak, ze vyskyt
néjakého netermindlu A v a nahradime pravou stranou néjakého pravidla
A — «, kde se A vyskytuje na levé strané.
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Bezkontextové gramatiky

Derivace délky n vétné formy o’ z vétné formy «a je posloupnost vétnych
forem

Bos B1, B2, -+ 5 Bn
takovych, ze
o o=/
@ (Bi_1 = [j pro véechna i € {1,2,...,n}
° o =p,

coz mizeme stru¢néji zapsat jako

a=P=>h=>Mh=>...=0h1=>Bh=0d
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Bezkontextové gramatiky

Skute&nost, Ze pro dané n existuje n&jaka derivace délky n vétné formy o/
z vétné formy «, oznacujeme zapisem

!
a="a«a

Skutecnost, ze existuje néjakd derivace (néjaké délky n, kde n > 0) vétné
formy o/ z vétné formy «, oznalujeme zépisem

a="d

Poznamka: Relace =* je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace =
(tj. nejmensi reflexivni a tranzitivni relaci obsahujici relaci =).
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Bezkontextové gramatiky

Jazyk L(G) generovany gramatikou G = (1, X, S, P) je mnozina viech
slov v abecedé ¥, ktera Ize odvodit néjakou derivaci z pocatecniho
neterminalu S pomoci pravidel z P, tj.

L(G)={weX |S="w}

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 31. bfezna 2010
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk

L={a"b"| n>0}
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk
L={a"b"| n>0}
Gramatika G = (I, X, S, P), kde M1 = {S}, ¥ = {a, b} a P obsahuje

S—aSb|e
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Gramatika G = (I, X, S, P), kde M1 = {S}, ¥ = {a, b} a P obsahuje

S—aSb|e

S=>c¢

S=aSb= ab

S = aSb = aaSbb = aabb

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaabbb

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaaaSbbbb = aaaabbbb
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk tvoreny vsemi
palindromy nad abecedou {a, b}, tj.

L={we {ab}|w=wF}

Poznamka: wf oznauje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w

zapsané pozpatku.
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L={we{ab}"| W:WR}
Poznamka: wf oznauje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w
zapsané pozpatku.

Reseni:
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Poznamka: wf oznauje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w

zapsané pozpatku.

Reseni:
S —aSa|bSb|a|b|e

S = aSa = abSha = abaSaba = abaaaba
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzavorkovanymi sekvencemi symboli ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O)(O) €L, ale)()) & L.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzavorkovanymi sekvencemi symboli ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O)(O) €L, ale)()) & L.
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Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzavorkovanymi sekvencemi symboli ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O)(O) €L, ale)()) & L.

Reseni:

S—e](S)|SS

S$=55=(8S= (55 = (855 = (595 =
(08 S) = (OGNS = (OO = (OO)WUS) =
OO)O)

Bezkontextové gramatiky
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operdtory miizeme pouzivat symboly + a .

Napfiklad (a+ a) *a+ (axa) € L.
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a kde jako operdtory miizeme pouzivat symboly + a .

Napfiklad (a+ a) *a+ (axa) € L.

Reseni:
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operdtory miizeme pouzivat symboly + a .

Napfiklad (a+ a) *a+ (axa) € L.
Resent:

E—a|lE+E|ExE]|(E)

E= E+E= E+«E+E = (E)xE+E = (at+a)«xE+E = (at+a)*xa+E =
(ata)xa+(E) = (a+a)xa+(ExE) = (a+a)xa+(axE) = (a+a)xa+(axa)
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|alb
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Derivacni strom

A

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|al|b

(>
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a B B b

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|alb

A= aBBb
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//A\\
a B B b
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Derivacni strom

a/B/A\B\b
A — aBBb | AaA 54?\¥

B — ¢ | bCA
C > AB|al|b

A = aBBb = abCABb
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Derivacni strom
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Derivacni strom
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
Boclbch i

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
B alb AN

a B B b

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
C B alb VAN

a B B b
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/C/ \A

B — = | bCA

C—AB|alb AN

a B B b

[y —

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb
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Derivacni strom

A
AN
a B B b
A — aBBb | AaA b/C/ \A
B — ¢ | bCA
C—>i\B|a|b a/B/\B\b

\

3

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 31. bfezna 2010 26 / 35



Derivacni strom

A
7 N
a B B b
A — aBBb | AaA b/C/ \A
B — ¢ | bCA -
Q—>€AB|a|b a/B/\B\b

\

3
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Derivacni strom

//A\B\b
A — aBBb | AaA //\
G / //\\
\

3
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
Ay /AN

b a B B b

\

3
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Derivacni strom
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b a B B b

\
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A \E
S 70\

b a B B b

\

3

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb
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Derivacni strom
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A €

S N

b a B B b

\

hl
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A \8
o a ) / /N

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb = abbabb
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Derivacni strom

Kazdé derivaci odpovidd néjaky derivacni strom:

4

)

(4

(]

Vrcholy stromu jsou ohodnoceny termindly a neterminaly.

Koren stromu je ohodnocen pocdate¢nim neterminalem.

Listy stromu jsou ohodnoceny terminaly nebo symboly €.

Ostatni vrcholy stromu jsou ohodnoceny neterminily.

Pokud je vrchol ohodnocen netermindlem A, pak jeho potomci jsou

ohodnoceni symboly pravé strany néjakého prepisovaciho pravidla

A — a.
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Leva a prava derivace

E—E+E|E«E|(E)|a

Leva derivace je derivace, ve které v kazdém kroku nahrazujeme vzdy
nejlevéjsi netermindl.

EE+E=ExE+E=axE+E=axat+tE=axata

Prava derivace je derivace, ve které v kazdém kroku nahrazujeme vzdy
nejpravéjsi netermindl.

E=E+E=E+a=ExE+a=Exata=axa+ta

Derivace vSak nemusi byt ani leva ani prava:

E=E+E=E+«xE+E=Exat+E=Exata=axa+ta
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Leva a prava derivace

@ Jednomu derivaénimu stromu muze odpovidat vice riiznych derivaci.

@ Kazdému derivaénimu stromu odpovida pravé jedna leva a pravé
jedna prava derivace.
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Ekvivalence gramatik

Gramatiky G; a Gy jsou ekvivalentni, jestlize generuji tentyz jazyk, tj.
jestlize L(G1) = L(Gp).

Poznamka: Problém ekvivalence bezkontextovych gramatik je
algoritmicky nerozhodnutelny. Da se dokazat, ze neni mozné vytvorit
algoritmus, ktery by pro libovolné dvé bezkontextové gramatiky rozhodl,
zda jsou ekvivalentni ¢i ne.

Dokonce je algoritmicky nerozhodnutelny i problém, zda gramatika
generuje jazyk ¥ *.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 31. bfezna 2010 30/ 35



Nejednoznacné gramatiky

Gramatika G je nejednoznacna, jestlize existuje néjaké slovo w € L(G),
kterému pfislusi dva riizné derivacni stromy, resp. dvé riizné levé Ci dvé
rizné pravé derivace.

Ptiklad:

E==E+E=ExE4+E=a«E+E=axa+E=axa+a
E=ExE=ExE+E=axE+E=axat+E=axa+a

SN SN
/N N

E * a a E E
| | |
a a a
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Nejednoznacné gramatiky

Nékdy je mozné nejednoznacnou gramatiku nahradit gramatikou, kterd
generuje tentyZ jazyk, ale neni nejednoznacna.

Priklad: Gramatiku

E E+E|E«E|(E)|a

muzeme nahradit ekvivalentni gramatikou

E>T|T+E
T—F|FxT
F—al(E)

Poznamka: Pokud se nejednoznacna gramatika zadnou ekvivalentni

jednoznacnou gramatikou nahradit neda, rikdme, Ze je podstatné
nejednoznacna.

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky

31. bfezna 2010



Bezkontextové jazyky

Jazyk L je bezkontextovy, jestlize existuje bezkontextova gramatika G
takova, ze L = L(G).

Trida bezkontextovych jazykil je uzavrena vici:
@ zfetézeni
@ sjednoceni

@ iteraci

Trida bezkontextovych jazyk( vSak neni uzaviend vidi:
@ doplnku

@ priniku
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Bezkontextové jazyky

Mame dany gramatiky Gy = (M1, X, 51, P1) a Gy = (M, L, 57, P»),
pficemz mizeme predpokladat, Ze [y Ny =0 a S & My UM,.

o Gramatika G takova, ze L(G) = L(G1)L(Gp):

G = (|_|1 Ul U{S}, 2, 5, Py U P, U{S — 5152})

o Gramatika G takova, ze L(G) = L(G1) U L(Gp):

G=(MuUMU{S}H L, S, PLUP,U{S = 5,5 = S})

o Gramatika G takova, ze L(G) = L(G1)*:

G=(MuU{S}H X,S, PLU{S = ¢5 = 55})
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Regularni gramatiky

Gramatika G je regularni, jestlize vsechna jeji pravidla jsou tvaru:
@ X — wY,kde X, Y €Tll, w e X*, nebo
@ X — w,kde X €1, w € *.

Priklad:
S — abbA | bB | A|e

A — aA | bab$S | aaB
B — bbB | abA | b

Regularni gramatiky generuji pravé tfidu regularnich jazykd, tj.:
@ Jazyk generovany regularni gramatikou je vzdy regularni.

@ Kazdy regularni jazyk je generovan néjakou regularni gramatikou.
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