@ Vsechny 3 automaty pfijimaji jazyk vSech slov se sudym poctem a.

@ Nejvyhodnéjsi je pro nds posledni z nich — ma nejméné stavi.

Ekvivalence automatu
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Ekvivalence automatu

O konecnych automatech A;, A, fekneme, ze jsou ekvivalentni, jestlize
L(A1) = L(A2).
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Nedosazitelné stavy automatu

@ Automat prijima jazyk L = {w € {a, b}* | w obsahuje podslovo ab}
@ Pro zadnou posloupnost vstupnich symbol( se automat nedostane do
stavi 3, 4 nebo 5.
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Nedosazitelné stavy automatu

@ Automat prijima jazyk L = {w € {a, b}* | w obsahuje podslovo ab}
@ Pro zadnou posloupnost vstupnich symbol( se automat nedostane do
stavi 3, 4 nebo 5.

@ Pokud tyto stavy odstranime, porad automat pfijima stejny jazyk L.
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Nedosazitelné stavy automatu

Stav g koneéného automatu A = (Q, X, 0, qo, F) je dosazitelny pokud
existuje n&jaké slovo w takové, Ze gy — q.

V opacném pripadé stav nazyvdme nedosazitelny.

@ Do nedosazitelnych stavil nevede v grafu automatu zadna orientovana
cesta z pocatecniho stavu.

@ Nedosazitelné stavy mizeme z automatu odstranit (spolu se vemi
prechody vedoucimi do nich a z nich). Jazyk pfijimany automatem se

nezméni.

4 /40

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 17. brezna 2010



Normovany tvar automatu
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Normovany tvar automatu

A> | a b
—112 5
215 3
314 7
414 4
~5|6 3
67 3
717 8
+~—8|8 8
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Normovany tvar automatu

A> | a b
—112 5
215 3
314 7
414 4
~5|6 3
67 3
717 8
+~—8|8 8

@ Pokud se automaty lisi jen pojmenovanim stavi, pak jsou zcela jisté
ekvivalentni.

@ Automaty na obrazku mizeme Cisly 1 az 8 pojmenovat 8! zpulsoby.

@ Chtéli bychom jednoznacné vybrat jedno z moznych pojmenovani.
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Normovany tvar automatu
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Normovany tvar automatu
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Normovany tvar automatu

O NO NO Ol Ww DN
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@ Nyni uz je prechodova funkce stejna pro oba automaty, stejné jsou i
pocatecni a prijimajici stavy.

@ Automaty jsou tedy nejen ekvivalentni, ale dokonce stejné.

o Rikdme, e automaty jsou v normovaném tvaru.
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Normovany tvar automatu

Méjme deterministicky koneény automat A = (Q, X, d, qo, F) bez
nedosazitelnych stavd.

Predpokladejme, ze mame urcité usporadani prvkli abecedy ¥, kterym je
uréeno usporadani <; na X*.

Oznacme pro kazdy stav g € Q symbolem ug nejmensi slovo podle

vi s s (v Ug
usporadani <, takové, ze gg — q.
DKA A je v normovaném tvaru, pokud:
o Q=1{1,2,3,...,n} pro néjaké n > 1.
@ 1 je pocatecni stav.

@ Pro kazdou dvojici stavid 7,/ € {1,2,...,n} takovou, ze i < j, plati
up < uj.
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Normovany tvar automatu

@ Do stavu 4 se dostaneme slovy ab, bb, aab, bab, tedy us = ab.
@ Do stavu 5 se dostaneme slovy ba, aaa, tedy us = ba.
@ ab < ba, proto jsou stavy 4,5 oznaceny v tomto poradi.
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Normovany tvar automatu

@ Do stavu 4 se dostaneme slovy ab, bb, aab, bab, tedy us = ab.
@ Do stavu 5 se dostaneme slovy ba, aaa, tedy us = ba.

@ ab < ba, proto jsou stavy 4,5 oznaceny v tomto poradi.

@ Pro ostatni stavy jsou nejmensi slova nasledujici:

=€ us = ba
u = a ug = aba
uz3=>b u; = abb
Ug = ab ug = abbb

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 17. brezna 2010
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Automaty a operace na jazycich

Pro jednoduché jazyky miZeme byt schopni navrhnout automat pfimo.

//////

Casto miizeme byt schopni slozitéjsi jazyk popsat jako vysledek néjaké

operace (sjednoceni, prinik, doplnék, zfetézeni, iterace, zrcadlovy obraz

apod.) aplikované na néjaké jednodussi jazyky.

V takém pripadé mdze byt schidnéjsi nasledujici ,,modularni* postup:
@ Nejprve sestrojit automaty pro ony jednodussi jazyky.

@ Z vytvorenych automatl urcitou algoritmickou konstrukci vytvorit
automat rozpoznavajici jazyk, ktery je vysledkem pfrislusné operace
aplikované na jazyky rozpozndvané plvodnimi automaty.
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:
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Prijmou oba slovo ababb?
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:

>)
o

o

Prijmou oba slovo ababb?

MuZeme postupné nechat predist slovo obéma automatiim. Odpovéd bude
ANO, pokud oba odpovi ANO.
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:
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Prijmou oba slovo ababb?

MuZeme postupné nechat predist slovo obéma automatiim. Odpovéd bude
ANO, pokud oba odpovi ANO.

Misto toho mizeme nechat oba automaty Cist dané slovo soucasné.
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:
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Prijmou oba slovo ababb?

MuZeme postupné nechat predist slovo obéma automatiim. Odpovéd bude
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:

Prijmou oba slovo ababb?

MuZeme postupné nechat predist slovo obéma automatiim. Odpovéd bude
ANO, pokud oba odpovi ANO.

Misto toho mizeme nechat oba automaty Cist dané slovo soucasné.

PFi tomto Cteni si staci v kazdém kroku pamatovat dvojici stavil, ve
kterych se oba automaty nachazeji.

Toto muze byt realizovano kone¢nym automatem, ktery simuluje ¢innost
obou automati soucasné! (Dvojic stavil je kone¢né mnoho.)
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(

Formalné mizeme popsat tuto konstrukci nasledovné:

Predpokladame, ze mame dva deterministické konec¢né automaty
Ar = (Q1, %, 01,901, F1) a A2 = (Q2, L, 02, qoz, F2).
K nim setrojime DKA A = (Q, %, 0, qo, F) kde:

0 Q=01 xQ

9 6( (ql,%),a) — (51(qlaa)552(q2aa)) pro vSechna q1 S le (¢p) S Q2y
aceyx

@ qo = (qo1, go2)
o F=FRXxF

Neni tezké ovéfit, ze pro libovolné slovo w € ¥* plati, ze w € L(A) pravé
tehdy, kdyz w € L(A1) a w € L(A2), tj.

L(A) = L(A1) N L(A2)
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Prinik regularnich jazyk

Jestlize jazyky L1, Ly C ¥* jsou regularni, pak také jazyk L1 N Ly je
reguldrni.

Duikaz: Predpokladejme, ze A1 a As jsou deterministické konecné
automaty takové, ze

Ly = L(Ay) Ly = L(Ag)

Popsanou konstrukci k nim mizeme sestrojit deterministicky konec¢ny
automat A takovy, ze

L(A) = L(A) N L(Ay) = Ly N Lo
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Automat pro sjednoceni jazyki
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Automat pro sjednoceni jazyki
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Automat pro sjednoceni jazyki
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Automat pro sjednoceni jazyki

b
o@e o) 0@
O O O

Z. Sawa (VSB-TUO)



Automat pro sjednoceni jazyki
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Sjednoceni regularnich jazyk(

Konstukce automatu A, ktery pfijima sjednoceni jazyk( pfijimanych
automaty A; a A, tj. jazyk

L(Al) U L(Al)

je témé¥ stejnd jako v pripadé automatu pfijimajiciho L(A1) N L(A2).
Jediny rozdil je v definici mnoziny pfijimajicich stavi:

) F:(F1XQ2)U(Ql><F2)

17. brfezna 2010 15 / 40
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Sjednoceni regularnich jazyk(

Konstukce automatu A, ktery pfijima sjednoceni jazyk( pfijimanych
automaty A; a A, tj. jazyk

L(Al) U L(Al)

je témé¥ stejnd jako v pripadé automatu pfijimajiciho L(A1) N L(A2).

Jediny rozdil je v definici mnoziny pfijimajicich stavi:

) F:(F1XQ2)U(Ql><F2)

Jestlize jazyky L1, Ly C X* jsou reguldrni, pak také jazyk L; U L je

regularni.
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Automat pro doplnék jazyka
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Automat pro doplnék jazyka
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Doplnék regularniho jazyka

K DKA A= (Q,X,4, qo, F) sestrojime DKA A" = (Q,%,d,q0, Q — F).

Je odividné, Ze pro kazdé slovo w € X* plati, ze w € L(A") pravé tehdy,
kdy? w & L(A), tj.

L(A) = L(A)

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Doplnék regularniho jazyka

K DKA A= (Q,X,4, qo, F) sestrojime DKA A" = (Q,%,d,q0, Q — F).

Je odividné, Ze pro kazdé slovo w € X* plati, ze w € L(A") pravé tehdy,
kdy? w & L(A), tj.

L(A") = L(A)

Jestlize jazyk L je regularni, pak také jeho doplnék L je regularni.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Jazyk rozpoznavany automatem

Uvazujme libovolnou cestu (na které se mohou opakovat vrcholy i hrany)
v grafu takovou, Ze:

@ Zacina v pocatecnim stavu.

@ Kondi v nékterém z prijimajicich stav(.

Symboly, jimiz jsou ohodnoceny hrany (tj. pfechody) na této cesté, tvofi
slovo, které je prijimano danym automatem.
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Jazyk rozpoznavany automatem

Jazyk rozpoznavany automatem je mnozina vsech slov, pro které v grafu
existuje takovato cesta.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Je ocividné, ze pokud jazyk definujeme timto zplsobem, nemusime se
omezovat na grafy, kde:

@ Z kazdého stavu vede pravé jedna hrana oznacena danym symbolem
abecedy.

@ Mdame pravé jeden podatecni stav.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Takto obecnéji definovany automat se nazyva nedeterministicky
konecny automat.

Rozdily oproti deterministickym konec¢nym automatiim:
@ Z jednoho stavu mize vézt libovolny (i nulovy) pocet pfechodu
oznacenych stejnym symbolem.

@ V automatu mdze byt vic nez jeden pocatecni stav.

Pokud se na automat divdme jako na zafizeni ¢touci slovo, vidime, ze
jednomu slovu muize odpovidat vice nez jeden vypoclet (nebo naopak
zadny).
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
F (4, abb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
F (4, abb)
F (2,bb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
F (4, abb)
F (2,bb)
= (5,b)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)

[a[p]a]e]e]
F (4, abb)
F (2,bb)
F (5,b)
F (5,¢)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (2, babb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (2, babb)
(5, abb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky konecny automat prijima dané slovo, jestlize existuje
alespon jeden jeho vypocet, ktery vede k prijeti tohoto slova.

/

ANO ANO  NE NE ANO NE NE ANO NE
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky konecny automat prijima dané slovo, jestlize existuje
alespon jeden jeho vypocet, ktery vede k prijeti tohoto slova.

VAN
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Nedeterministicky kone¢ny automat

a b
~1]12,3,4 1
2 — 5
—3 — 4
4 2 3,5
5 — 5

Priklad: Les reprezentujici vSéechny mozné vypocty nad slovem abb.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Formalné je nedeterministicky konec¢ny automat definovan jako pétice
(Q,x,0,1,F)

kde:

Q je kone¢nd mnozina stavil

> je konecnd abeceda

d:Q x X — P(Q) je ptechodova funkce

I C @ je mnozina pocatecnich stavi

¢ © 6 ¢ ¢

F C Q je mnozina pfijimajicich stavi
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3
—212,3 3

311 —
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b

«~{1,2}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3
—212,3 3

311 —
b

< {1,2} {2?3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3
—212,3 3

311 —
b

{12} | {23}
{2,3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b
{12} | {23 {23}

{2,3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b

S{L,2) | {230 (2,3)
{2,3} {1,2,3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘a b
<1 — 2,3
—212,3 3
311 —
a b
«~{1,2} {2,3} {2,3}
{2,3} |{1.2,3}
+—{1,2,3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b

+{1,2} {2,3} {2,3}
{2,3} | {1,2,3} {3}
+—{1,2,3}

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 17. bfezna 2010 28 / 40



Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b

+{1,2} {2,3} {2,3}
{2,3} | {1,2,3} {3}

+—{1,2,3}
{3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b

o{1,2) | {237 (2,3}
(2,3} | {123} {3}
+—{1,2,3} | {1,2,3}
{3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
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3 1 —
a b

&{12) | {23F {2.3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3
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a b

&{12) | {23F {2.3}
{2,3} |{1,2,3} {3}
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{3} {1} 0
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b

o2y | 23] {2.3)
{2,3} |{1,2,3} {3}
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{1} )
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b

«~{1,2} {2,3} {2,3}
{2,3} | {1,2,3} {3}
+—{1,2,3} | {1,2,3} {2,3}

{3} {1} 0
{1} 0 {2,3}
0
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b

«~{1,2} {2,3} {2,3}
{2,3} | {1,2,3} {3}
+—{1,2,3} | {1,2,3} {2,3}

{3} {1} 0
—{1} 0 {2,3}
0 0 0
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

‘ a b
<1 — 2,3

—212,3 3

3] 1 —
a b a b
{12} | {2,3} {2,3} ~1]2 2
{2,3} | {1,2,3} {3} 3 4
«{1,2,3} | {1,2,3} {2,3} 3|3 2
{3} {1} 0 415 6
—{1} 0 {2,3} «~5|6 2
0 0 0 6|6 6
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

Poznamka: P¥i prevodu nedeterministického automatu, ktery ma n stavd,
mize mit vysledny deterministicky automat az 2" stavd.

Napriklad pri prevodu automatu, ktery ma 20 stavl, mdze vzniknout
automat, ktery ma 220 = 1048576 stavd.

Casto ma sice vysledny automat podstatné méné nez 27 stavii, nicméné
tyto nejhorsi pripady obcas nastavaji.
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
(4, abb)
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
(4, abb)
F (1, abb)
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
(4, abb)
F (1, abb)
F (2,bb)
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
(4, abb)
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)

? - (4, abb)
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

Oproti nedeterministickému kone¢nému automatu ma zobecnény
nedeterministicky konecny automat tzv. s-prfechody, tj. prechody
oznacené symbolem «¢.

P¥i provadéni e-prechodu se méni pouze stav fidici jednotky, ale hlava na
pasce se neposouva.

Poznamka: Vypoclty zobecnéného nedeterministického automatu mohou
byt libovolné dlouhé a dokonce i nekoneéné (pokud graf obsahuje cyklus
tvofeny e-prechody) bez ohledu na délku slova na pasce.
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

Formalné je zobecnény nedeterministicky konecny automat definovan
jako pétice
(Q,%,0,1,F)
kde:
Q je kone¢nd mnozina stavu
> je konecnd abeceda
J:Q x (XU{e}) =» P(Q) je prechodova funkce
I C @ je mnozina pocatecnich stavi

e © 6 6 ¢

F C Q je mnoZina prijimajicich stavi
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Prevod na deterministicky kone¢ny automat

Zobecnény nedeterministicky konecny automat je mozné prevést na
deterministicky podobnou konstrukci jako nedeterministicky konecny
automat, s tim rozdilem, Ze do mnozin stavii musime vzdy pfidat navic i

vSechny stavy dosazitelné z jiz pridanych stavli néjakou sekvenci
e-prechodd.
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Zretézeni jazykl

Y ={a,b,c,d}

Ai: Az
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Zretézeni jazykl

Y ={a,b,c,d}

Ai: Az

A:
b d
O—0O——O——0

L(A) = L(A1) - L(Ay)
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Zretézeni jazykl
Y ={a,b,c,d}

A12 A2:

Chybna konstrukce:

acdbac € L(A), ale acdbac ¢ L(A;1)- L(A2)
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Zretézeni jazykl
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Zretézeni jazykl
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lterace jazyka
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lterace jazyka
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Sjednoceni jazykd

Alternativni konstrukce pro sjednoceni jazyk:
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Sjednoceni jazykd

Alternativni konstrukce pro sjednoceni jazyk:
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Uzavrenost mnoziny vii¢i operacim

Predpoklddejme, ze mame dany mnoziny X a Y, kde X C Y, a déle
néjakou operaci f : Y X Y x---xY =Y.

O mnoziné X fekneme, Ze je uzaviena vidi operaci f, jestlize plati, ze
pokud x1,x2,- -, xk € X, pak f(x1,x2, -+ ,xx) € X.

Priklad: UvaZzujme mnozinu pfirozenych ¢isel N = {0,1,2,3,...} a
mnozinu redlnych cisel R.

@ Mnozina N je uzavrend vici operacim + a X, ale neni uzaviend vidi
operacim — a /.

Napfiklad 3+5€ N, ale3-5¢Na3/5¢N
@ Mnozina R je uzaviend vici operacim +, —, X.

@ Mnozina R — {0} je uzaviena vidi operaci /.
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Uzavrenost tridy regularnich jazyk

Mnozina (vSech) regularnich jazyki je uzaviend vici operacim:

[

sjednoceni
priniku

dopliku

°

°

@ zretézeni
@ iteraci

°

Poznamka: Jazyk je regularni, pokud existuje kone¢ny automat, ktery ho
rozpoznava.

Existuji i jazyky, které nejsou regularni.
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