Uvod do teoretické informatiky — Zapoctové piiklady

Cviceni 3

Priklad 1: Nakreslete graf, u néhoz hrany reprezentuji relaci, ktera je:
e reflexivni,
e symetricka a
e tranzitivni.

Uvedte netrivialni ptiklad na mnoziné A = {a,b,c,d, e}.

Priklad 2: Nakreslete graf, u néhoz hrany reprezentuji relaci, ktera je:
o ireflexivni,
e asymetricka a
e tranzitivni.

Uvedte netrivialni ptiklad na mnoziné A = {a,b,c,d, e}.

Priklad 3: Pomoci formuli PL1 specifikujte nasledujici mnoziny. Naleznéte jejich interpre-

tace, které budou modelem.
1. D=(SNP)
2. (SuL)CZz
3. (NN(SNP))#0

4. (N —8)C (LUN)

Priklad 4: Pomoci formuli PL1 specifikujte nésledujici mnoziny. Naleznéte jejich interpre-

tace, které budou modelem.
1. N=(Z-K)
2. (SUL)NZ)C N
3. (NN(ZnP)#£0

4. SC((Z—-L)UN)
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Cviceni 4

Priiklad 5: Provedte co nejjemnéjsi analyzu nésledujicich vét, poté znegujte a negovana
tvrzeni prevedte opét do prirozeného jazyka:

1. Nutnou podminkou toho, aby kdokoliv néco vidél, je, aby mél oci, a postacujici pod-
minkou, aby to vidét chtél.

2. Karel nikdy nikomu nepujcuje Astora tehdy a jen tehdy, kdyZz ho mé rad.

3. Postacujici podminkou toho, aby hodnota funkce x + 2 pro pfirozena cisla bylo sudé
¢islo, je neliché x.

Napovéda: videt a chtit vidét berte jako dva odlisné predikaty.
Priiklad 6: Provedte co nejjemnéjsi analyzu nésledujicich vét, poté znegujte a negovana
tvrzeni prevedte opét do prirozeného jazyka:

1. Nutnou podminkou toho, aby trojtihelnik byl pravouhly je, ze plati ¢ = Va2 + bZ.

2. Pouze ten, kdo méa svého potomka, je rodic.

3. Pro kazdého lezce plati, Ze neni-li v nebezpeci, pak jej nékdo jisti.

Priiklad 7: Provedte co nejjemnéjsi analyzu nésledujicich vét, poté znegujte a negovana
tvrzeni prevedte opét do prirozeného jazyka:

1. Pouze Adam a Eva jsou lidé, pro néz neplati, ze maji matku.
2. Kazdé zvife je bylozravec jen tehdy kdyz nelovi zadné zvite.

3. Prvek z neni nejvétsim prvkem, jestlize existuje prvek, ktery je vétsi nez x.

Priiklad 8: Provedte co nejjemnéjsi analyzu nésledujicich vét, poté znegujte a negovana
tvrzeni prevedte opét do prirozeného jazyka:

1. Kazdy ¢lovék ma matku a pouze kdyz je jedinackem, tak nemé sourozence.
2. Jestlize je néktery prvek mensi nez vSechny prvky, pak je tento prvek nejmensim prvkem.

3. Zvite je predator tehdy a jen tehdy kdyz lovi vSechna zvitata.




Uvod do teoretické informatiky — Zapoctové piiklady 3

Cviceni 5
Priiklad 9: Prevedte nésledujici véty do formuli PL1 a ovéite jejich ekvivalenci pomoci de
Morganovych zédkonti:

1. VSechna prvocisla vétsi nez 2 jsou licha.

2. Je-li prvocislo vétsi nez 2, pak je liché.

w

. Neexistuje prvocislo vétsi nez 2, které by nebylo liché.

4. Neni-li ¢islo liché, pak to neni prvocislo vétsi nez 2.

Priiklad 10: Prevedte nésledujici véty do formuli PL1 a ovéite jejich ekvivalenci pomoci de
Morganovych zakonti:

1. Marie mé rada pouze vitéze.

2. Pokud ma Marie nékoho rada, pak je to vitéz.

w

. Neexistuje nikdo takovy, ze by ho Marie méla rada a nebyl to vitéz.

4. Kdo neni vitéz, toho Marie nema rada.

Priklad 11: Prevedte nasledujici véty do formuli PL1 a ovéite jejich ekvivalenci pomoci de
Morganovych zakonti:

1. Néktera prvocisla nejsou licha.
2. Neni pravda, ze vSechna prvocisla jsou licha.
3. Neékteri studenti nejsou lini.

4. Ne vSichni studenti jsou lini.

Priiklad 12: Prevedte nésledujici véty do formuli PL1 a ovéite jejich ekvivalenci pomoci de
Morganovych zédkonti:

1. Néktera cisla jsou mensi nez jejich druha mocnina.

2. Neni pravda, ze zadné ¢islo neni mensi nez jeho druhd mocnina.

w

. Neexistuje = takové, ze je vétsi nebo rovno nez vsechna y.

4. Ke kazdému cislu z existuje ¢islo y takové, ze je-li x pfirozené, pak neni vétsi.
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Cviceni 6
Priklad 13: Sémanticky (mnozinové) ovéite platnost nasledujicich tsudki:

1. VsSechny sklenéné hory jsou hory.
Vsechny sklenéné hory jsou ze skla.
Neékteré hory jsou ze skla.

2. Nikdo s ¢ervenym nosem nemtze byt premiér.
Vsichni Valasi maji ¢ervené nosy.

Proto zadny Valach nemtize byt premiérem.

3. Vsechny pfirodni zédkony jsou zakony.
Vsechny zékony jsou vytvareny pravnimi institucemi.

Vsechny pfirodni zakony jsou vytvafeny pravnimi institucemi.

Priklad 14: Sémanticky (mnozinové) ovéite platnost nasledujicich tsudki:

1. Vsichni jezevci jsou sbératelé umeéni.
Neékteri sbératelé uméni ziji v norach.

Proto nékteri jezevci ziji v norach.

2. Vsechna auta jsou dopravni prostfedky.
Vsechna auta maji volant.

Neékteré dopravni prostiedky maji volant.

3. Neékteri fotbalisté nejsou inteligentni.
Vsichni fotbalisté jsou sportovci.
Neékteri sportovci nejsou inteligentni.

Priklad 15: Ovéfte platnost nasledujicich tisudkt pomoci rezoluéni metody:

1. Kdo zna Marii i Jitiho, ten Marii lituje.
Nékteri nelituji Marii, ackoliv ji znaji.

Neékdo zné Marii, ale ne Jitiho.

2. Vsichni ¢lenové vedeni jsou majiteli obligaci nebo akcionafi.
Zadny clen vedeni neni zaroven majitel obligaci i akcionar.
Vsichni majitelé obligaci jsou ¢leny vedeni.

Zadny majitel obligaci neni akcionai.

Priklad 16: Ovéite platnost nasledujicich tisudkt pomoci rezoluéni metody:

1. VSechny muchomiirky zelené jsou jedovaté.
Tato tuzka je muchomiirka zelena.

Tato tuzka je jedovata.
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2. Kazdy, kdo mé rad Jifiho, bude spolupracovat s Milanem.
Milan nekamaradi s nikym, kdo kamaradi s Ladou.
Petr bude spolupracovat pouze s kamarady Karla.
Jestlize Karel kamaradi s Ladou, nemé Petr rad Jifiho.

Cviceni 7

Priklad 17: Uvazujme jazyky nad abecedou {a,b}:
e Ly ={e,a,b,ab,aa,aab,aaa}
o Ly ={b,ba,baa}

Vypiste vSechna slova z jazykt:

a) Ly ULy

Priklad 18: Uvazujme jazyky:
o Ly = {we {a,b} | Juwly = wly}
o Ly={z¢{ab}||2] < |21}
Vypiste prvnich 10 slov z jazyka (pokud jich jazyk obsahuje méné, tak vSechna):
a) Ly ULy

Priklad 19: Uvazujme jazyky:
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o [y ={we{0,1}*| |w|p mod 2 =0}
o Lo ={we{0,1,2}]||w >0}
Formalni definici charakterizujte nasledujici jazyky:

a) Ll — L2

Pozn.: Pro konecné mnoziny mize byt formalni definici i vycet prvka. Jinak se tim mysli
podobny zapis, jakym jsou definovany jazyky Li a Lo.

Priklad 20: Uvazujme jazyky:

o L1 ={we{a,b}" | |wla <|wfp}

o Ly ={we{a,b,c}*||wlp <|wla}
Formalni definici charakterizujte nasledujici jazyky:
a) L1 — Lo
b) Lo — L4
c) L]
d) LiNLs

(S L1UL2

)
)
)
)
f) Lyn{c}k

Pozn.: Pro kone¢né mnoziny mize byt formalni definici i vycet prvki. Jinak se tim mysli
podobny zapis, jakym jsou definovany jazyky L1 a Lo.

Priklad 21:

a) Automat M je formalné definovan jako ({q1, 42,93, 94,45}, {u,d},0,q3,{qs}), kde funkce ¢
je dana nasledujici tabulkou. Nakreslete stavovy diagram tohoto automatu.

u d
q1 | 41 Qg2
q2 | 91 g3
q3 | 92 44
q4 | 43 G5
q5 | 94 G5
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b) Uvedte stavové diagramy deterministickych koneénych automatii, které rozpoznavaji na-
sledujici jazyky. V obou piipadech je abeceda {0, 1}:

e {w | w za¢ind znakem 1 a konéi znakem 0}.

e {w | w obsahuje alespon tii znaky 1}.

Cviceni 8
Priklad 22: Uvedte stavové diagramy deterministickych koneénych automati, které rozpo-
znéavaji nasledujici jazyky. Ve vSech pripadech je abeceda {0, 1}.
a) {w | w obsahuje podslovo 0101, tj. w = £0101y pro néjaka x a y}.
b) {w | w ma délku alespon 3 a jeho tfeti symbol je 0}.
¢) {w | w zacind symbolem 0 a jeho délka je licha, nebo za¢ind symbolem 1 a jeho délka je sudd}.
)

d) {w | w neobsahuje podslovo 110}.

Priklad 23: Uvedte stavové diagramy deterministickych koneénych automati, které rozpo-
znéavaji nasledujici jazyky. Ve vSech pripadech je abeceda {0, 1}.

a) {w | délka slova w je nejvyse 5}.

b) {w | w je libovolné slovo, kromé 11 a 111}.

¢) {w | na vsech lichych pozicich slova w se vyskytuje symbol 1}.
)

d) {w | w obsahuje nejméné dva symboly 0 a nejvyse jeden symbol 1}.

Priklad 24: Uvedte stavové diagramy deterministickych koneénych automati, které rozpo-
znévaji néasledujici jazyky. Ve vSech ptipadech je abeceda {0, 1}.

a) {0,¢}.

)
b) {w | w obsahuje sudy pocet symbolt 0 nebo pravé dva symboly 1}.
¢) Prazdna mnozina.

)

d) Vsechna slova kromé prazdného slova.

Priklad 25: Pro kazdy z nasledujicich jazyki navrhnéte nedeterministicky koneény automat
s danym poc¢tem stavi. (Ve vSech pfipadech je abeceda {0,1}.)
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a) Pro jazyk {w | w konéi 00} se tfemi stavy.
b) Pro jazyk {w | w obsahuje podslovo 0101, tj. w = 20101y pro néjakd = a y} s péti stavy.

c) Pro jazyk {w | w obsahuje sudy pocet symboli 0 nebo pravé dva symboly 1} se Sesti
stavy.

Priklad 26: Pro kazdy z nasledujicich jazykt navrhnéte nedeterministicky koneény automat
s danym poctem stavi. (Ve vSech pfipadech je abeceda {0,1}.)

a) Pro jazyk {0} se dvéma stavy.

)
b) Pro jazyk {07170% | i,5 > 0, k > 1} se tfemi stavy.
c¢) Pro jazyk {¢} s jednim stavem.

)

d) Pro jazyk {0’ |i > 0} s jednim stavem.

Priklad 27: Sestrojte nedeterministické konecné automaty rozpoznavajici sjednoceni nasle-
dujicich jazyku (abeceda je ve vSech pripadech {0,1}):

a) Jazyka L1 = {w | w za¢ind znakem 1 a kon¢i znakem 0}
a jazyka Lo = {w | w obsahuje alespon tfi znaky 1}.

b) Jazyka L3 = {w | w obsahuje podslovo 0101, tj. w = 20101y pro néjaka x a y}
a jazyka Ly = {w | w neobsahuje podslovo 110}.

Cviceni 9

Priklad 28: Pokud u deterministického koneéného automatu rozpoznévajiciho néjaky ja-
zyk L prohodime pfijimajici a neprijimajici stavy, dostaneme deterministicky kone¢ny auto-
mat prijimajici doplnék jazyka L.

Jestlize prohodime pfijimajici a nepfijimajici stavy u nedeterministického automatu roz-
poznavajiciho jazyk L, mtizeme ale nemusime dostat nedeterministicky automat, ktery roz-
poznavé doplnék jazyka L.

a) Ukazte konkrétni priklad nedeterministického automatu, kde automat, ktery z néj vznikne
prohozenim pfijimajicich a nepfijimajicich stavi, rozpoznava doplnék jazyka rozpozna-
vaného puvodnim automatem.

b) Ukazte konkrétni piiklad nedeterministického automatu, kde automat, ktery z néj vznikne
prohozenim pfijimajicich a nepfijimajicich stavi, rozpoznava jiny jazyk nez doplnék ja-
zyka rozpoznavaného puvodnim automatem.
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c) Ukazte obecny postup, jak k danému nedeterministickému automatu rozpoznavajicimu
néjaky jazyk L sestrojit nedeterministicky automat rozpoznavajici doplnék jazyka L.

Vsechny vase odpovédi zdivodnéte.

Priklad 29: Zkonstruujte k obéma nésledujicim nedeterministickym automatim ekviva-
lentni deterministické kone¢né automaty.

OBL

bl|a,b

Priklad 30: Definujme nasledujici jazyk nad abecedou {0,1}*:
D = {w | w obsahuje stejuny pocet vyskyti podslov 01 a 10} .

Naprtiklad slovo 101 patii do D, protoze 101 obsahuje jednou 01 a jednou 10, ale napiiklad
slovo 1010 nepatii do D, protoze 1010 obsahuje dvakrat 10, ale jen jednou 01.
Ukazte, ze D je regularni jazyk.

Priklad 31: Sestrojte zobecnéné nedeterministické kone¢né automaty rozpoznavajici zreté-
zeni nésledujicich jazyku (abeceda je ve vsech pfipadech {0,1}):

a) Jazyka L1 = {w | délka slova w je nejvyse 5}
a jazyka Lo = {w | na vSech lichych pozicich slova w se vyskytuje symbol 1}.

b) Jazyka L3z = {w | w obsahuje alespon t¥i znaky 1} a jazyka L4 = ().

Priklad 32: Sestrojte zobecnéné nedeterministické koneéné automaty rozpoznavajici iterace
nasledujicich jazyku (abeceda je ve vSech ptipadech {0,1}):

a) Jazyka L1 = {w | w obsahuje alespon tii znaky 1}.
b) Jazyka Lo = {w | w obsahuje nejméné dva symboly 0 a nejvyse jeden symbol 1}.

c) Jazyka L3 = (.

Priklad 33: Uvedte regularni vyrazy generujici néasledujici jazyky. Ve vSech pfipadech je
abeceda {0,1}.

a) {w | w za¢ind znakem 1 a konéi znakem 0}.
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b) {w | w obsahuje alespon tfi znaky 1}.
¢) {w | w obsahuje podslovo 0101, tj. w = 20101y pro néjakd = a y}.
d) {w | w ma délku alespon 3 a jeho tfeti symbol je 0}.

)
)
)
e) {w | w zacind symbolem 0 a jeho délka je licha, nebo za¢ind symbolem 1 a jeho délka je sudd}.
f) {w | w neobsahuje podslovo 110}.

)

g) {w | délka slova w je nejvyse 5}.

Priklad 34: Uvedte regularni vyrazy generujici néasledujici jazyky. Ve vSech pfipadech je
abeceda {0,1}.

a) {w | w je libovolné slovo, kromé 11 a 111}.

b) {w | na vSech lichych pozicich slova w se vyskytuje symbol 1}.

¢) {w | w obsahuje nejméné dva symboly 0 a nejvyse jeden symbol 1}.

d) {0,¢}.

e) {w | w obsahuje sudy pocet symboli 0 nebo pravé dva symboly 1}.

f)
)

Prazdna mnozina.

g) VsSechna slova kromé prazdného slova.

Priklad 35: Ke kazdému z nasledujicich regulédrnich vyrazi sestrojte odpovidajici zobecnény
nedeterministicky konec¢ny automat:

a) (0+1)*000(0 + 1)*
b) ((00)*11 + 01)*
c) 0*

Priklad 36: Pro kazdy z nasledujicich jazyki uvedte alespon dvé slova, kterda do néj patii,
a alespon dvé slova, kterd do né€j nepatfi. Ve vSech pripadech pfedpokladejte, ze se jedna
o jazyky nad abecedou ¥ = {a,b}.

a) a*b*
b) a(ba)*b
¢) a* +b*
)

d) (aaa)*
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e) YraX*bX*aX*

)

f) aba + bab

g) (e+a)b
)

h) (a+ ba -+ bb)X*

Cviceni 10

Priklad 37: Méjme nasledujici gramatiku:

EF — E+T|T
T — T*F|F
F — (E)]|a

Uvedte derivaéni strom a derivaci pro kazdé z nésledujicich slov:

a) a

b

ata

d) ((a))

)
)

c) atata
)

Priklad 38: Odpovézte na néasledujici otdzky tykajici se nasledujici bezkontextové grama-

tiky G-

<N
|

a

XRX | S

aTDd | bTa

XTX | X |¢
alb

Co jsou mnoziny terminald a neterminalii gramatiky G 7

b) Uvedte priklad tii slov, ktera patii do L(G).

c) Uvedte ptiklad t¥i slov, kterd nepatii do L(G).

e) Plati nebo neplati 7' =* aba?

f

)
)
)

d) Plati nebo neplati T' = aba?
)
) Plati nebo neplati T'= T'7?
)

g) Plati nebo neplati T'=*T'?
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h) Plati nebo neplati XXX =* aba?
i) Plati nebo neplati X =* aba?

j) Plati nebo neplati T'=* X X ?

k) Plati nebo neplati 7' =* X X X ?
1) Plati nebo neplati S =* ¢?

m) Popiste slovné jazyk L(G).

Priklad 39: Uvedte bezkontextovou gramatiku pro kazdy z nasledujicich jazyka. Ve vsech
ptipadech je abeceda ¥ = {0,1}.

a) {w | w obsahuje alespon t¥i symboly 1}

b) {w | w zac¢ina i kond¢i stejnym symbolem }

c) {w | délka w je licha}

d) {w | délka w je lichd a prostfedni symbol je 0}
e) {w|w=wf}

f) prazdny jazyk

Priklad 40: Uvedte bezkontextovou gramatiku, kterd generuje nasledujici jazyk:
A={a’c* |i,5,k >0ai=jmneboj=k}.
Je vaSe gramatika jednoznacna? Uvedte pro¢ ano nebo proc¢ ne.
Priklad 41: Predpokladejme, Ze mame danu néjakou bezkontextovou gramatiku G, jejiz
kazdé pravidlo je jednoho ze dvou nésledujicich typi:
e Na pravé strané jsou dva neterminaly (a zadné terminély), napiiklad X — Y Z.
e Na pravé strané je pouze jeden termindl, naptiklad X — a.

(Pozndmka: O takové gramatice fikame, ze je v .Chomského normalni formé.)
Ukazte, Ze pro libovolné slovo w € L(G) délky n, kde n > 1, plati, Ze jakakoliv derivace
tohoto slova v gramatice G ma pravé 2n — 1 krokt.




Uvod do teoretické informatiky — Zapoctové piiklady 13

Cviceni 11
Priklad 42: Ukazte, ze nésledujici problém je rozhodnutelny:

VsTuP: Deterministicky koneény automat A a regularni vyraz ~.

OTAZKA: Jsou A a v ekvivalentni, tj. plati L(A) = [v]?

Priklad 43: Ukazte, ze nasledujici problém je rozhodnutelny:

VSTUP: Zobecnény nedeterministicky koneény automat A prijimajici slova nad
abecedou X.

OTAzKA: Plati L(A) =¥*7

Priklad 44: Ukazte, ze nésledujici problém je rozhodnutelny:

Vstup: Regularni vyrazy « a (.
OTAzKA: Plati [o] N [G] # 07

Priklad 45: Popiste detailné ¢innost Turingova stroje, ktery by rozpoznéval nésledujici
jazyk:
L={a"v™c* |n>1}

Priklad 46: Popiste detailné ¢innost Turingova stroj fesiciho nasledujici problém:

Vstup: Slovo tvaru z+y, kde x,y € {0,1}*.

VysTup: Slovo z € {0,1}* reprezentujici v bindrnim zapise soucet hodnot z a y,
pokud se na né divame jako na binarni ¢isla.

Cviceni 12
Priklad 47: Ukazte, 7e existuje polynomiélni algoritmus fesici nésledujici problém:

VsTup: Deterministicky koneény automat A prijimajici slova nad abecedou 3.
OTAZKA: Plati L(A) =¥*7

Priklad 48: Ukazte, ze existuje polynomiélni algoritmus fesici nasledujici problém:

VsTuP: Deterministicky koneény automat A.
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OTAZKA: Je jazyk L(A) nekonecny?

Priklad 49: Ukazte, ze nasledujici problém je rozhodnutelny v polynomidlnim case:

Vstup: Orientovany graf G.

OTAZKA: Je graf G silné souvisly?

Poznamka: Graf G je silné souvisly, jestlize pro libovolné dva jeho vrcholy u a v plati, ze
existuje (orientovand) cesta z u do v iz v do w.

Priklad 50: Urcete, které z nasledujicich vztaht plati a které ne:

Piiklad 51: Necht f(n)a g(n) jsou funkce z N do R™, kde R ozna¢uje mnozinu nezdpornych
realnych ¢isel. Dokazte nebo vyvrafte nasledujici tvrzeni:

a) Z f(n) € O(g(n)) plyne g(n) € O(f(n)).
b) f(n)+g(n) € O(min(f(n), g(n))).
¢) Z f(n) € O(g(n)) plyne 2/ € O(29(),



