Zretézeni jazykl

Y ={a,b,c,d}

Ai: Az:
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Ai: Az:
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L(A) = L(A1) - L(Ay)
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Zretézeni jazykl
Y ={a,b,c,d}

A12 A2:

Chybna konstrukce:

acdbac € L(A), ale acdbac ¢ L(A;1) - L(A2)
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Sjednoceni jazykd

Alternativni konstrukce pro sjednoceni jazyk:
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Uzavrenost mnoziny viici operacim

Predpoklddejme, ze mame dany mnoziny X a Y, kde X C Y, a ddle
néjakou operaci f : Y X Y x---xY =Y.

O mnoziné X fekneme, Ze je uzaviena vidi operaci f, jestlize plati, ze
pokud x1,x2,- -, xk € X, pak f(x1,x2, -+ ,xx) € X.

Priklad: UvaZzujme mnozinu pfirozenych ¢isel N = {0,1,2,3,...} a
mnozinu redlnych cisel R.

@ Mnozina N je uzavrend vici operacim + a X, ale neni uzaviena vici
operacim — a /.
Napfiklad 3+5€ N, ale3-5¢Na3/5¢N

@ Mnozina R je uzaviend vici operacim +, —, X.

@ Mnozina R — {0} je uzaviena vidi operaci /.
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Uzavrenost tridy regularnich jazyk

Mnozina (vSech) regularnich jazyki je uzaviend vici operacim:

©

sjednoceni
priniku

dopliku

°

°

@ zretézeni
@ iteraci

°

Poznamka: Jazyk je regularni, pokud existuje kone¢ny automat, ktery ho
rozpoznava.

Existuji i jazyky, které nejsou regularni.
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Regularni vyrazy
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Regularni vyrazy

Jako napriklad v aritmetice miiZzeme pomoci operdtorli + a x vytvaret
vyrazy jako
(5+3) x4

muzeme v teorii formalnich jazyki pomoci operatorii +, - a * vytvaret
tzv. regularni vyrazy, jako tfeba

(0+1)-0*
které reprezentuji jazyky.

Jako je hodnotou aritmetického vyrazu (5 + 3) x 4 &islo 32, je hodnotou
regularniho vyrazu (0 + 1) - 0* jazyk

({opu{1})-{o}*
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Regularni vyrazy

Induktivni definice regularnich vyrazli nad abecedou :
o (), €, a (kde a € X) jsou reguldrni vyrazy:

() ... oznaluje prazdny jazyk
e ... oznaluje jazyk {¢}
a ... oznaluje jazyk {a}

o Jestlize o, 3 jsou regularni vyrazy, pak i (o + ), (o - 3), (a*) jsou
reguldrni vyrazy:

(a+ () ... oznaluje sjednoceni jazykil oznaéenych « a /3
(- ) ... oznaluje zfetézeni jazyk( oznalenych av a (3
(a*) ... oznaluje iteraci jazyka oznaleného «

@ Neexistuji zadné dalsi regularni vyrazy nez ty definované podle
predchozich dvou bodd.
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Regularni vyrazy

Priklad:

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
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Regularni vyrazy

Priklad:

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.

@ Protoze 0 i 1 jsou regularni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.
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Regularni vyrazy

Priklad:
@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
@ Protoze 0 i 1 jsou regularni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.

@ Protoze 0 je regularni vyraz, je i (0*) regularni vyraz.
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Regularni vyrazy

Priklad:

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
@ Protoze 0 i 1 jsou regularni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.
@ Protoze 0 je regularni vyraz, je i (0*) regularni vyraz.

@ Protoze (0+ 1) i (0*) jsou regularni vyrazy, je i ((0+ 1) -(0%))
reguldrni vyraz.
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Regularni vyrazy

Priklad:

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
@ Protoze 0 i 1 jsou regularni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.
@ Protoze 0 je regularni vyraz, je i (0*) regularni vyraz.

@ Protoze (0+ 1) i (0*) jsou regularni vyrazy, je i ((0+ 1) -(0%))
reguldrni vyraz.

Poznamka: Jestlize « je reguldrni vyraz, zapisem [a] oznalujeme jazyk
definovany regularnim vyrazem «.

[((0+1)-(0%)] = {0, 1, 00, 10, 000, 100, 0000, 1000, 00000, ...}
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Regularni vyrazy

Vv

ndsleduji pravidla:

@ Vynechdavame vnéjsi par zavorek.

@ Vynechdvame zavorky, které jsou zbytecné vzhledem k asociativité
operaci sjednoceni (+) a zfetézeni (-).

@ Vynechdvame zavorky, které jsou zbytecné vzhledem k priorité operaci
(nejvyssi prioritu ma iterace (*), mensi zfetézeni () a nejmensi
sjednoceni (+)).

@ Nepiseme tecku pro zretézeni.

Priklad: Misto
(((((0-1)7)-1) - (1-1)) +(((0-0) + 1)7))
obvykle piseme

(01)*111 + (00 + 1)*
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem O
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ¥ = {0,1}.
0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem O

01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem O
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvorfeny dvéma slovy 0 a 1
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Priklady: Ve vSech pfipadech ¥ = {0,1}.

0

01
0+1
O*

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0
. jazyk tvoreny jedinym slovem 01
. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

15. dubna 2008
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ¥ = {0,1}.

0

01
0+1
O*
(01)°

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0
. jazyk tvoreny jedinym slovem 01
. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

. jazyk tvoreny slovy €, 01, 0101, 010101, ...
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ¥ = {0,1}.

0

01
0+1
o*
(01)*
(0 + 1)*

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0

. jazyk tvoreny jedinym slovem 01

. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

. jazyk tvoreny slovy €, 01, 0101, 010101, ...

. jazyk tvoreny vSemi slovy nad abecedou {0,1}
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Priklady: Ve vSech pfipadech ¥ = {0,1}.

0

01

0+1

o*

(01)*

(0 + 1)*
(0 +1)*00

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0

. jazyk tvoreny jedinym slovem 01

. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

. jazyk tvoreny slovy €, 01, 0101, 010101, ...

. jazyk tvoreny vSemi slovy nad abecedou {0,1}

. jazyk tvoreny viemi slovy koncicimi 00

Regularni vyrazy
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem O
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvorfeny dvéma slovy 0 a 1
0* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

(01)* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 01, 0101, 010101, ...
(04 1)* ... jazyk tvoreny vSemi slovy nad abecedou {0, 1}
(0+1)*00 ... jazyk tvoreny vSemi slovy konéicimi 00

(01)*111(01)* ... jazyk tvoreny vSemi slovy obsahujicimi podslovo 111
predchdzené i nasledované libovolnym poctem slov 01
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Regularni vyrazy

(0+1)*00+ (01)*111(01)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy, ktera bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
ndsledované libovolnym poctem slov 01
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Regularni vyrazy

(0+1)*00+ (01)*111(01)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy, ktera bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
ndsledované libovolnym poctem slov 01

(0+1)*1(0+1)* ... jazyk tvoreny vSemi slovy obsahujicimi alespon
jeden symbol 1
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Regularni vyrazy

(0+1)*00+ (01)*111(01)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy, ktera bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
ndsledované libovolnym poctem slov 01

(0+1)*1(0+1)* ... jazyk tvoreny vSemi slovy obsahujicimi alespon
jeden symbol 1

(0*10*10*)* ... jazyk tvoreny vSemi slovy obsahujicimi sudy pocet
symboll 1
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Regularni vyrazy

Strukturu reguldrniho vyrazu si mizeme znazornit jako strom:

(((((0-2)7)-1)-(1-1)) + (((0-0) +1)7))
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Kazdy jazyk, ktery je mozné vyjadrit regularnim vyrazem, je regularni
(tj. rozpoznavany néjakym kone¢nym automatem).

Dukaz: Stadi ukdzat, jak k danému reguldrnimu vyrazu o zkonstruovat
kone¢ny automat, ktery rozpoznava jazyk [a].

Konstrukce je rekurzivni a postupuje podle struktury vyrazu a:

@ Pokud je « elementérni vyraz (tj. (), € nebo a):
o Sestrojime pfimo odpovidajici automat.

o Pokud je « tvaru (G + ), (6 -~) nebo (5*):

@ Rekurzivné sestrojime automaty rozpoznavajici jazyky [5] a [7].
@ Z nich sestrojime automat rozpozndvajici jazyk [«].
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Automaty pro elementarni vyrazy:

~O ~0 ~0—-0

0 € a
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Automaty pro elementarni vyrazy:

-0 ~0 ~0—-0

0 € a

Konstrukce pro sjednoceni:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Konstrukce pro zretézeni:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Konstrukce pro zretézeni:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Konstrukce pro zretézeni:

Konstrukce pro iteraci:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Konstrukce pro zretézeni:

Konstrukce pro iteraci:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Pfiklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Pfiklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:

COC
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Pfiklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:

COC

—~0——0
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Pfiklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Pokud se vyraz « sklddd z n znakd (nepoditdme-li zavorky), ma vysledny
automat:

@ nejvyse 2n stavd,
@ nejvyse 4n prechodi.
Poznamka: Prevodem ze zobecnéného nedeterministického automatu na

deterministicky vsak muiZze pocet stavl vzrist exponencialné, tj. vysledny
automat pak mize mit aZ 22" = 4" stavd.
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Kazdy regularni jazyk je mozné popsat n€jakym reguldrnim vyrazem.

Dukaz: Stadi ukazat, jak pro libovolny kone¢ny automat A zkonstruovat
reguldrni vyraz o takovy, ze [a] = L(A).

@ A upravime tak, aby mél pravé jeden pocatecni a pravé jeden koncovy
stav.

@ Budeme postupné odebirat jednotlivé stavy.
@ Prechody budou oznaceny regularnimi vyrazy.

@ Zbude automat se dvéma stavy — pocate¢nim a koncovym, a jednim
prechodem ohodnocenym vyslednym reguldrnim vyrazem.
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Hlavni myslenka: PFi odstraniovani stavu g nahradit pro kazdou dvojici
zbylych stavii gj, g, cestu z g; do g, vedouci pres g.

Po odstranéni stavu q:

. a+ﬂ7*(5 .
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

a(b + aa)*

b+ a(b + aa)*ab ¢+ (a+ba)(b + aa)*

bb + (a + ba)(b + aa)*ab
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

a(b +aa)*+
(b + a(b + aa)*ab)
(bb + (a + ba)(b + aa)*ab)*

@ (e + (a+ba)(b + aa)*) @
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Ekvivalence konecnych automat(i a regularnich vyrazi

Jazyk je regularni pravé tehdy, kdyZ je ho mozné popsat regularnim
vyrazem.
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Ekvivalence automatu

@ Vsechny 3 automaty pfrijimaji jazyk vSech slov se sudym pocétem a-Cek
@ Nejvyhodnéjsi je pro nds posledni z nich — ma nejméné stavli
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Ekvivalence automatu

O konecnych automatech A;, A, fekneme, ze jsou ekvivalentni, jestlize
L(A1) = L(A2).

@ Existuje néjaky vhodny algoritmus zjistujici, jestli jsou dva automaty
ekvivalentni?
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Nedosazitelné stavy automatu

@ Automat prijima jazyk L = {w € a, b* | w obsahuje podslovo ab}

@ Pro zadnou posloupnost vstupnich symbol(i se automat nedostane do
stavi 3, 4, nebo 5
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Nedosazitelné stavy automatu

@ Automat prijima jazyk L = {w € a, b* | w obsahuje podslovo ab}

@ Pro zadnou posloupnost vstupnich symbol(i se automat nedostane do
stavi 3, 4, nebo 5

@ Pokud tyto stavy odstranime, porad automat pfijima stejny jazyk
L ={w € a, b* | w obsahuje podslovo ab}
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Nedosazitelné stavy automatu

Stav g deterministického kone¢ného automatu A je dosazitelny slovem
w, pokud se vypocet A po precteni celého slova w zastavi ve stavu q.

Stav g deterministického kone¢ného automatu A je dosazitelny pokud
existuje néjaké slovo, kterym je stav dosazitelny. V opacném pripadé stav
nazyvdme nedosazitelny.

@ Do nedosazitelnych stavil nevede v grafu automatu zadna orientovana
cesta z pocatecniho stavu

@ NedosaZitelné stavy mizeme z automatu odstranit (spolu se viemi
prechody vedoucimi z nich). Jazyk pfijimany automatem se nezméni.
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Normovany tvar automatu
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Normovany tvar automatu

A> | a b
—112 5
2|5 3
314 7
414 4
—5|6 3
6|7 3
7|7 8
—8|8 8
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Normovany tvar automatu

A> | a b
—112 5
2|5 3
314 7
414 4
—5|6 3
6|7 3
7|7 8
—8|8 8

@ Jak pozname, Ze jsou automaty ekvivalentni, kdyz se liSi prechodova
funkce?

@ Automaty na obrazku muzu Cisly 1 — 8 pojmenovat 8! zpisoby
@ Chtéli bychom jednoznaéné vybrat jedno z moznych pojmenovani
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Normovany tvar automatu
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Normovany tvar automatu

O NO NO Ol W N
00O~ ~NPDPWS

@ Nyni uz je prechodova funkce stejna pro oba automaty, stejné jsou i
koncové a pocatecni stav

@ Automaty jsou tedy nejen ekvivalentni, ale dokonce stejné

o Rikdme, e automaty jsou v normovaném tvaru
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Normovany tvar automatu

Méjme abecedu ¥ spolu s Gplny ostrym usporadanim < nad znaky
abecedy. Pro slova nad abecedou ¥ definujeme (ipIné ostré usporadani <,
nasledovné (pro vSechna moznd slova u,v € ¥*):

@ Pokud |u| < |v|, potom u <; v

@ Pokud |u| = |v| a u je lexikograficky mensi nez v, potom u <; v
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Normovany tvar automatu

Definice

Méjme abecedu ¥ spolu s Gplny ostrym usporadanim < nad znaky
abecedy. Pro slova nad abecedou ¥ definujeme (ipIné ostré usporadani <,
nasledovné (pro vSechna moznd slova u,v € ¥*):

@ Pokud |u| < |v|, potom u <; v

@ Pokud |u| = |v| a u je lexikograficky mensi nez v, potom u <; v

Priklad: Nad abecedou ¥ = {a, b} uvazujeme bézné usporadani a < b.
Potom plati ¢ <; a <; b <y aa < bb <, aba <; baa < aaaa <; bbbbb.

M. Duzi, M. Kot, Z. Sawa (VSBfTUO) Uvod do teoretické informatiky

15. dubna 2008 30 / 46



Normovany tvar automatu

Definice

Méjme abecedu ¥ spolu s Gplny ostrym usporadanim < nad znaky
abecedy. Pro slova nad abecedou ¥ definujeme (ipIné ostré usporadani <,
nasledovné (pro vSechna moznd slova u,v € ¥*):

@ Pokud |u| < |v|, potom u <; v

@ Pokud |u| = |v| a u je lexikograficky mensi nez v, potom u <; v

Priklad: Nad abecedou ¥ = {a, b} uvazujeme bézné usporadani a < b.
Potom plati ¢ <; a <; b <y aa < bb <, aba <; baa < aaaa <; bbbbb.
Priklad: Nad abecedou ¥ = {1,2,3} uvazujeme bézné usporadani

1 <2< 3. Potom plati e <; 1 <; 3 < 31 <; 33 <, 111 <; 321.

M. Duzi, M. Kot, Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 15. dubna 2008 30 / 46



Normovany tvar automatu

Definice

Méjme abecedu ¥ spolu s Gplny ostrym usporadanim < nad znaky
abecedy. Pro slova nad abecedou ¥ definujeme (ipIné ostré usporadani <,
nasledovné (pro vSechna moznd slova u,v € ¥*):

@ Pokud |u| < |v|, potom u <; v

@ Pokud |u| = |v| a u je lexikograficky mensi nez v, potom u <; v

Priklad: Nad abecedou ¥ = {a, b} uvazujeme bézné usporadani a < b.
Potom plati ¢ <; a <; b <y aa < bb <, aba <; baa < aaaa <; bbbbb.
Priklad: Nad abecedou ¥ = {1,2,3} uvazujeme bézné usporadani

1 <2< 3. Potom plati e <; 1 <; 3 < 31 <; 33 <, 111 <; 321.
Priklad: Nad abecedou ¥ = {0,1,2} uvazujeme bézné usporadani
0<1<2 Potomplatie <; 1 <;2<;01<;03<; 111 <, 0021.
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Normovany tvar automatu

Definice
Méjme deterministicky koneény automat A = (Q, X, d, qo, F) bez
nedosazitelnych stavi a usporadani prvki abecedy X (které indukuje
usporadani <; na I*).
Oznaéme pro kazdy stav i € {1,2,...,n} symbolem u; nejmensi slovo
podle usporadani <; takové, ze pro néj plati 6(1, u;) = i.
Potom fekneme, ze A je v normovaném tvaru, pokud

o @=1{1,2,3,...,n} pro néjaké n > 1

@ 1 je pocatecni stav

@ Pro kazdou dvojici stavd 7,j € {1,2,...,n} takovou, ze i < j, plati

up < uj.
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Normovany tvar automatu

@ Do stavu 4 se dostaneme slovy ab, bb, aab, bab tedy us = ab
@ Do stavu 5 se dostaneme slovy ba, aaa tedy us = ba
@ ab < ba proto jsou stavy 4,5 oznaceny v tomto poradi
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Normovany tvar automatu

Do stavu 4 se dostaneme slovy ab, bb, aab, bab tedy us = ab

°
@ Do stavu 5 se dostaneme slovy ba, aaa tedy us = ba
@ ab < ba proto jsou stavy 4,5 oznaceny v tomto poradi
0

Pro ostatni stavy jsou nejmensi slova nasledujici:

U= us = ba
up = a ug = aba
uz=>b uy; = abb
Ug = ab ug = abbb
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Neregularni jazyky
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Neregularni jazyky

Ne vSechny jazyky jsou regularni.

Existuji jazyky, pro které neexistuje zadny konecny automat, ktery by je
rozpoznaval.
Priklady neregularnich jazyki:
o [y ={a"b" | n>0}
o Lr={ww |we{ab}*}
o L3={wwf|we{ab}}
Poznamka: Existence nereguldrnich jazyk( vyplyva jiz z faktu, ze

automat( pracujicich nad néjakou abecedou X je jen spocetné mnoho,
zatimco jazyk( nad abecedou X je nespocetné mnoho.
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\ ularni jazyky

Jak dokazat o néjakém jazyce L, Ze neni regularni?

Jazyk neni reguldrni, jestlize neexistuje (tj. neni mozné sestrojit) koneény
automat, ktery by ho rozpoznaval.

Jak ale dokazat, Ze néco neexistuje?
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Neregularni jazyky

Jak dokazat o néjakém jazyce L, Ze neni regularni?

Jazyk neni reguldrni, jestlize neexistuje (tj. neni mozné sestrojit) koneény
automat, ktery by ho rozpoznaval.

Jak ale dokazat, Ze néco neexistuje?

Odpovéd: Stadi ukdzat, Ze jazyk L nema né&jakou vlastnost, kterou ma
kazdy jazyk rozpozndvany néjakym kone¢nym automatem.
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Neregularni jazyky

Jak dokazat o néjakém jazyce L, Ze neni regularni?

Jazyk neni reguldrni, jestlize neexistuje (tj. neni mozné sestrojit) koneény
automat, ktery by ho rozpoznaval.

Jak ale dokazat, Ze néco neexistuje?

Odpovéd: Stadi ukdzat, Ze jazyk L nema né&jakou vlastnost, kterou ma
kazdy jazyk rozpozndvany néjakym kone¢nym automatem.

Dva zdkladni postupy dokazovani neregularity jazyki:
9 vyuziti tzv. pumping lemmatu

@ vyuziti Myhillovy-Nerodovy véty (nebudeme se ji déle zabyvat)
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Neregularni jazyky

Kazdy konecny jazyk je regularni.

Duikaz: Konecny jazyk s n slovy mizeme popsat regularnim vyrazem
wi + wo + ... + wy,. Jazyk je tedy reguldrni.
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Neregularni jazyky
Kazdy konecny jazyk je regularni.

Duikaz: Konecny jazyk s n slovy mizeme popsat regularnim vyrazem
wi + wo + ... + wy,. Jazyk je tedy reguldrni.

Je-li jazyk nekonecny, obsahuje pro kazdou konstantu k € N néjaké slovo

w takové, ze |w| > k

Dukaz: Uvazujeme jen konecnou abecedu. Pro kazdou konstantu je tedy
jen kone¢né mnoho slov kratsich nez tato konstanta. Pokud ma byt jazyk
nekonecny, musi byt i slovo delSi, nez jakdkoliv konstanta. Ve skutecnosti
je slov delsich nez jakakoliv konstanta nekone¢né mnoho.

15. dubna 2008 36 / 46
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Pumping Lemma

Predpokladejme, ze jazyk L je rozpoznavan néjakym konkrétnim
deterministickym automatem A, tj. L = L(A).

Vezméme nyni néjaké libovolné slovo z € L, kde z = ajay - - - ag.

Protoze automat A slovo z pfijima, musi tomuto slovu odpovidat urdity
prijimajici vypocet automatu, tj. posloupnost stavi:

do, 41, 2, - .., k-1, Gk

délky k + 1, kde
@ qp je pocatecni stav
@ 6(gi_1,a)=gqjproVie€ {1,2,... k}
@ gy je prijimajici stav
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Pumping Lemma

Predpoklddejme, Ze A ma n stavi a Ze |z| > n.

Pak mame posloupnost délky minimalné n+ 1, ve které se mize
vyskytovat maximalné n rlznych stavd.

Z toho plyne, Ze musi existovat alespon jeden stav g, ktery se v této
posloupnosti vyskytuje alespon dvakrat.

Jde o aplikaci tzv. holubnikového principu (pigeonhole principle).

Holubnikovy princip

Jestlize mam n + 1 holubd rozmisténych do n kleci, pak jsou alespon
v jedné kleci minimalné dva holubi.
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Pumping Lemma

Reknéme, e opakujici stav se vyskytuje na pozicich i, j, tj. gj = qj, kde
i <.
qo, 5 4qi, 54, , gk
Poznamka: Zjevné mlzeme najit takova i,j, ze i < j < n
Slovo z miZzeme rozdélit na t¥i ¢asti:
al.-.ai ai+1...aj aj+1...ak
—_——— ——

——

u v w

@ 0%(qo,u) = qi
° 0"(gi,v) =qj=gq;
° 0*(qj, w) = qk
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Pumping Lemma

Vezméme nyni slova:
al--.ai aJJrl-..ak
— ~——

u w

ai---aj ajy1---aj i1 aj Q41 ak
. , J J J

u v v w
ai---aj ajy1 - aj aiy1---aj iyl aj ajy1---ak
. , J J J J

u v v v w

Je zfejmé, ze A prijme kazdé z nich, vzhledem k tomu, ze
o 0*(qo, u) = qi
0 §(gi,v) =qj = qi
® 0*(qj,w)=qk, gk € F
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Pumping Lemma

Pumping Lemma

Jestlize jazyk L je regularni, pak existuje n takové, ze kazdé slovo z € L
takové, ze |z| > n, je mozné rozdélit na podslova u, v, w takova, zZe
uv| <n, |v| > 1 a pro vSechna i > 0 plati uv'w € L.

Z = uvww,

Formalné zapsano:

Jestlize L je reguldrni, pak

(3n)(Vz tz. z € L,|z| > n)(3u, v, w tz. z = uvw, |uv| < n,|v| > 1)
(Vi>0):w'wel
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Pumping Lemma

Tvrzeni je mozné obratit. (A = B je totéz, co =B = —A.)

Jestlize

(Vn)(3z tz. z € L, |z| > n)(Vu,v,w tz. z = uvw, |uv| < n,|v| > 1)
(3i>0): wiwdlL,

pak L neni reguldrni.

Pokud tedy chceme ukazat, ze jazyk L neni reguldrni, staci ukdzat, ze
spliuje vyse uvedenou podminku.
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Pumping Lemma

Priklad: Uvazujme jazyk L = {a’b’ | i > 0}.

)

)

Predpokladame, Ze L je rozpoznavan néjakym automatem s n stavy.
Zvolme slovo z = a"b".

Uvazujme vSechny moznosti, jak mlze byt z rozdéleno na podslova
u, v, w spliujici podminky |uv| < na |v| > 1.
Zjevné slova u a v obsahuji pouze symboly a. Pro kazdé konkrétni
rozdéleni existuji néjakd j a k takovd, ze j+ k< n, k>1a

@ U= 3]

o v=2ak

o w=a"Uthpn

Pokud nyni zvolime i = 0, dostadvame uviw = uw = a"kb". ProtoZe
n— k < n, zjevné plati uv'w ¢ L.
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Pumping Lemma

Poznamka: Dokazovani platnosti ¢i neplatnosti formule prvého radu, kde
se stfidaji universalni a existenéni kvantifikatory, si mizeme predstavovat
jako hru dvou hraca, hrace A a hrace B, kde se hrac A snazi dokazat, ze
formule plati, a hra¢ B, Ze formule neplati.

Hrac A vzdy voli hodnotu proménné vazané existenénim kvantifikatorem a
naopak hra¢ B vzdy voli hodnotu proménné vdzané universalnim
kvantifikatorem.

Pokud napfriklad chceme platnost formule vyvratit, stac¢i nam najit
vitéznou strategii hrace B.
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Pumping Lemma

(3n)(Vz tz. z € L,|z| > n)(3u, v,w tz. z = uvw, |uv| < n,|v| > 1)
(Vi>0):uvwel

Konkrétné pro Pumping Lemma vypada hra nasledovné:
O A zvolin> 0.
© B zvoli slovo z takové, ze z € L a |z| > n.
© A zvoli slova u, v, w takova, ze z = uvw, |uv| < n,|v| > 1.
Q B zvolii > 0.
Q Je-li uv'w € L, vyhrava hra¢ A. Je-li uv'w ¢ L, vyhrava hraé B.
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Pumping Lemma

Priklad: L = {a'b’ | i > 0}

Q A zvoli n> 0.

Q B zvoli z = a"b"

O A zvolislova u,v,w tz. z = uvw, |uv| < n,|v| > 1
Q@ Bzvolii=0

© Vyhral hraé B, protoze bez ohledu na to, co volil hrd¢ A, vzdy plati
uviw ¢ L, protoze neprazdné slovo v se nachazi v &asti slova z
tvorené pouze symboly a, a jeho vypusténim dostaneme slovo tvaru
akb", kde k < n, a tedy nepatfici do L.
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