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Usudky

» Usudek je platny, jestlize nutné, za véech
okolnosti, tj. pri vSech interpretacich,
ve kterych jsou pravdive predpoklady, je
pravdivy i zaver: P,,....P, |=Z

P,,...,P, |= Z prave tehdy, kdyz

» Tvrzeni tvaru (formule tvaru) P, a ... a P,

implikuje Z je vzdy pravdive (tautologie):
I=(P,A...AP)DZ
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Usudky

P,,...,P,|=Z prave tehdy, kdyz
I=(P,A...AP,)DZ

« POZORI!!
 To neznamena, ze je Ci musi byt zaver Ci
néktera premisa pravdiva. Jde o platne

usudkove schema, nutny vztah mezi
predpoklady a zaverem.
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Usudky

Zadné prvodislo neni délitelné 3
9 je délitelné 3

= 9 neni prvocislo
« Je platny usudek, i kdyz prvni premisa je
nepravdiva. Jina interpretace:

Vsichni lide jsou rozumni
Kamen neni rozumny

— Kamen neni ¢clovek
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Usudky

* Nebo, dosazenim:
Je-li 12 prvocislo, pak neni delitelné 3
12 je délitelné 3
= 12 neni prvocislo

 Nebo:

12 neni prvocislo nebo neni délitelné 3
12 je delitelné 3
= 12 neni prvocislo
Platna usudkova schéemata (logicke formy), napr..

- A>B,A|=B modus ponens

« Ao —B, B |=-A, modus ponens + transpozice
- AoB,-B|=-A modus ponens + transpozice
« -Av-B,B |=-A eliminace disjunkce
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Usudky

Tedy, dokazeme-li, ze zaver logicky vyplyva z
predpokladu, nedokazeme tim, ze zavér je pravdivy
Je pravdivy za predpokladu pravdivosti premis
Usudek, jehoZ premisy jsou pravdivé se anglicky nazyva
sound. (Tézko prelozit, snad spolehlivy, presvedcivy).
Ale: pravdivost Ci nepravdivost premis muze byt
nahodna zalezitost, kdezto vztah vyplyvani mezi
premisami a zavérem je nutny vztah (,,za vsech
okolnosti ... ).

Stejne jako je tautologie logicky, tedy nutné pravdiva
formule.

Ma-li tvar implikace, zustava (dle definice implikace)
pravdiva, | kdyz antecedent implikace je nepravdivy.
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Logicke vyplyvani

Formule A logicky vyplyva z mnoziny formuli M, znaCime

M |= A, jestlize A je pravdiva v kazdém modelu mnoziny M.
Poznamka: Okolnosti (definice 1) jsou zde mapovany jako
modely, tj. interpretace jednotlivych (mimologickych) symbolt
Co je to model?

A) Vyrokova logika: ohodnoceni (Pravda - 1, Nepravda - 0)
elementarnich vyroku p, q, ..., pfi kterém nabyva cela
formule hodnoty Pravda (1).

B) Predikatova logika: interpretace predikatovych (P, Q, ...) a
funkcnich symbolu (f, g, ...), ve které nabyva cela formule

hodnoty Pravda;
P - relaci R nad universem U (tj. Rc U x ... x U),
f 2 funkci F nad universem U (fj. F: U x ... x U — U).

Uvod do teoretické informatiky



Logicke vyplyvani

Jak tedy ovérime, zda usudek je platny?
Sémantické metody
Syntaktické metody

Ad 1: Snazime se overit, ze pravdivost premis zarucuje
pravdivost zaveru

Ad 2: Pomoci pravidel manipulujeme s formulemi
JjakoZzto s posloupnostmi symboli (abstrahujeme
pritom od jejich vyznamu). Pravidla vSak musi byt
korektni, . zachovavat pravdivost.

V obou pripadech muzeme pouzit pfimy dukaz, nebo
neprimy dukaz sporem.

Nyni se budeme venovat sémantickym metodam.
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Logicke vyplyvani ve vyrokove logice

Je doma (d) nebo Sel na pivo (p)
Je-li doma (d), pak nas ocCekava (0)

= Jestlize nas neocCekava, pak sel na pivo p.

d, p,0

— 1

_)
_)

OO O A =
OO0 = == O 0O -~

0

Usudek je plati

1

—_ O = O = O =

0

dvp,doo|=—-0>2p
1 1 1
1 0 1
1 1 1
1 0 0
1 1 1
1 1 1
0 1 1
0 1 0

ny.
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Priklady: Logicke vyplyvani ve VL

Je doma (d) nebo Sel na pivo (p)
Je-li doma (d), pak nas oCekava (0)
= Jestlize nas neocCekava, pak sel na pivo p.
dvp,doo|=-0>p
Tabulka ma 2"fadku! Proto dukaz sporem:
Predpokladejme, ze usudek neni spravny. Pak tedy
mohou byt vSechny predpoklady pravdive a zaver
nepravdivy: dvp,doo|= —-0>p
1 1 0

j1oo
1 0 1) 0 \

I 0
spor
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(Vyrokove) logicke vyplyvani

Vsechny usudky se stejnou logickou formou
jako platny usudek jsou platne:
dvp,doo|=—-0>2p
Za proménné d, p, o muzeme dosadit kterykoli
elementarni vyrok:
Hraje na housle nebo se uci.
Jestlize hraje na housle, pak hraje jako Kubelik.
Tedy = Jestlize nehraje jako Kubelik, pak se uci.

Platny usudek — stejna logicka forma
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(Vyrokove) logicke vyplyvani

Jestlize plati, ze je spravny usudek:
P,...P, |=Z,

pak plati, ze je tautologie formule tvaru implikace:
= (P4 A...AP) D Z.

Dukaz, ze formule je tautologie, nebo zZe zavér Z
logicky vyplyva z predpokladu :
Primy dukaz — napf. pravdivostni tabulkou
Neprimy dukaz, sporem: k dukazu P,,...,P,, |= Z pak
staCi ukazat, ze nemuze nastat pfipad, kdy vSechny
P,,...,P, jsou pravdivé a Z je nepravdivy: tedy ze
P, An..A P, A =Z je kontradikce, Cili mnozina
{P,, ..., P, =Z} je sporna (nekonzistentni, nema
model).

Uvod do teoretické informatiky
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Dukaz tautologie ve VL

I=((p>9g)A—qg)>—p
Sporem:
((p >9) A —=q) A p negovana f. musi byt kontradikce

1 1 pokus, zda muze byt 1
1 1
1 1 0
spor

Pri zadném ohodnoceni neni negovana formule pravdiva,
tedy puvodni formule je tautologie

Uvod do teoretické informatiky
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AVl | AV AN I Y ANV 4

Tautologie s 1 vyrokovym symbolem:

p=p
pv—p
—(p A —p)
p=——p

zakon vylouceneho tretiho
zakon sporu
zakon dvoji negace

Uvod do teoretické informatiky
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Algebraickeé zakony pro konjunkci,
disjunkci a ekvivalenci

= (pva)=(qvp) komutativni zakon pro v

= (pAd)=(qAPp) komutativni zakon pro A

= (p=q)=(qg=p) komutativni zakon pro =

= [(pvqg)vrl=lpv(qvr) asociativni zakon pro v
=[(prq)ar]l=[pA(qAar) asociativni zakon pro A

= [(p=q)=r]=[p=(q=r)] asociativni zakon pro =

= [(pvag)arl=[(par)v(qgar)] distributivni zakon pro A, v
= [parqg)vrl=[(pvr)a(qvr)] distributivni zakon pro v, A

Uvod do teoretické informatiky



Zakony pro implikaci

= p>(Q>p) zakon simplifikace
= (pA—pP)DQ zakon Dunse Scota
= (p>q)=(—g>-p) zakon kontrapozice
= (po(g>r))=((prq) o) spojovani predpokladu
= (po>(g>r) =(>(p>r)) naporadi pfedpokladu nezalezi
= (p2q)2{(gor)>o>(p>r)) hypoteticky sylogismus
= ((pog)a(gor)o(p>r) tranzitivita implikace
= (po2(@onN)={(p>29)>(p>r)) Freguv zakon
= (—-pop)op reductio ad absurdum
= ((pog)Ar(p2>—Qq)) >—p reductio ad absurdum

(

pArd)op, |F(PAQg)DQ
po(Pva), Fg>o(pva)

Uvod do teoretické informatiky 16



Zakony pro prevody

= (p=qg)=(P>9)A(@>p)
(P=q)=(PAq)Vv(—qA-p)
(P=q)=(=pVvQa)A(=qvVvp)
(P>q)=(=pVaq)

—(p>qg)=(pA—-q) Negace implikace
—(p A g) =(—p v —q) De Morgan zakony
—(p v q) = (—p A ~q) De Morgan zakony

Tyto zakony jsou také navodem jak negovat
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Negace implikace

Neni pravda, ze budu-li hodny, dostanu lyze.

—(p>q)
Byl jsem hodny a (stejné€) jsem lyze nedostal.
(nesplneny slib) P A—q

Statni zastupce:

Pokud je obzalovany vinen, pak mel spoleCnika
Obhajce:

To neni pravda !
Pomohl obhajce obzalovanému, co viastne rekl?

(Je vinen a udélal to sam!)

Uvod do teoretické informatiky
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Negace implikace

Vety v budoucnosti:
Jestlize to ukradnes, tak té zabiju! (p o q)
To neni pravda: Ukradnu to a (stejné€) mé nezabijeS. p A —q

Ale:

Bude-li zitra 3. svétova valka, pak zahyne vice jak 5 miliard lidi.

To neni pravda: Bude zitra 3.sv. valka a zahyne méne
nez 5 miliard lidi 277

To jsme asi nechtéli fict, ze urcCite bude valka:

Zamlcena modalita: Nutné, Bude-li zitra 3. svétova valka,
pak zahyne vice jak 5 miliard lidi.

To neni pravda: Mozna, ze Bude zitra 3.sv. valka, ale
zahynulo by ménée nez 5 miliard lidi

Modalni logiky — nejsou naplni tohoto kursu.
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Jeste usudky

* Prevod z prirozeneho jazyka nemusi byt
jednoznacny:

Jestlize ma clovek vysoky tlak a spatne se mu
dycha nebo ma zvysenou teplotu, pak je
nemocen.

p — "X ma vysoky tlak”

g — "X se spatne dycha”

r— "X ma zvysenou teplotu”

s — "X je nemocen”
1. mozna analyza: [(pAQ)vI]Ds
2. mozna analyza: [pAa(gvr)]os
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Jeste usudky

Jestlize ma Karel vysoky tlak a spatne se
mu dycha nebo ma zvysenou teplotu, pak
Jje nemocen.

Karel nheni nemocen, ale spatne se mu
dycha
— Co z toho plyne?

Musime rozlisit 1. Cteni a 2. Cteni, protoze
nejsou ekvivalentni, zavéry budou ruzné.
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1.

Analyza 1. cteni

analyza: [(pAqQ)vr]>os,—s,q= 7?77
a) Uvahou a Upravami:
(pAq)VvI]Ds,—s=—=[(pAQ)VvrI]< (de

transpozice Morgan)

(=p v —=Q) A —=r = (—=p v —q), —r, ale plati q =
—p, —r (dusledky)

Tedy = Karel nema vysoky tlak a nema
vysokou teplotu.

Uvod do teoretické informatiky
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Analyza 2. cteni

2. analyza:[pAa(qvr)]os, —s,q= 77?
a) Uvahou a ekvivalentnimi Upravami:
PAr(@vinlos,—s=>—=[pa(qvr)]<

transpozice de Morgan:
—p v (—q A —r) = ale plati g = druhy disjunkt
nemuze byt pravdivy = je pravdivy prvni:
—p (dusledek)
Tedy = Karel nema vysoky tlak
(0 jeho teploté r nemuzeme nic usoudit)

Uvod do teoretické informatiky
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Dukaz obou pripadu

1.analyza: [([pAqQ)vr]>os,—=s, ql|=—p,—r

2.analyza: [pAa(qvr)]os,—=s,ql=-p D.u.

a) 1. pripad - tabulkou D.u.

b) Sporem: k pfedpokladum pfidame negovany zavér
—(—=p A—=r) < (p v r) a predpokladame, ze vse 1
[(PAQ)VvIIDS, —s,q,pVvr

11101 1

\ 0 o//
0 0
N

pvr=0 > Spor
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Shrnuti

« Typické ulohy:
— Ovéreni platnosti usudku
— Co vyplyva z danych predpokladu?
— Doplnte chybejici predpoklady
— Je dana formule tautologie, kontradikce, splnitelna?

— Najdete modely formule, najdéte model mnoziny
formuli

« Umime zatim resit;
— Tabulkovou metodou

— Uvahou a ekvivalentnimi tpravami
— Sporem, nepfimym dukazem

Uvod do teoretické informatiky
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" B
Sémantickeé overeni platnosti usudku
v predikatove logice 1. radu

m Usudek je platny, pokud je zavér pravdivy ve
vsech modelech predpokladu.

m Ale, formule PL1 ma nekonecnhe mnoho
modelu!

m Pfesto muzeme na zakladé ,logického tvaru®
modelu predpokladu (tedy mnoZzinovych
uvah) overit, zda zarucuji pravdivost zaveru.
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" B
Splnitelnost a pravdivost v interpretaci

Formule A(x) s volnou promennou X

m Je-li A(x) v | pravdiva, pak je |= Vx A(x)

m Je-li A(x) v | splnéna, pak je |=, 3x A(x).

Formule P(x) A Q(x), P(x) v Q(x)
s volnou proménnou x definuji prunik a sjednoceni
obort pravdivosti PY, QU. Pro libovolné P, Q, PY, QU
a interpretaci | tedy plati:

= Vx[P(x) oQ(x)] iff PYUcQU

= Ix[P(x)AQ(x)] iff PYNnQUzd

= Vx[P(x)vQ(x)] iff PYuQY=U

= dx[P(x)vQ(x)] iff PYuQUzd

Uvod do teoretické informatiky 27



Sémantické ovéereni platnosti usudku

* Priklad:
= V§echny opice (P) maiji rady banany (Q)
= Judy (a) je opice
= = Judy ma rada banany

Vx [P(x) o Q(x)]
P(a)

Uvod do teoretické informatiky 28



Relace a vztahy

* Vyroky s jedno-argumentovym predikatem
(charakterizujicim néjakou vlastnost)
zkoumal jiz ve staroveku Aristoteles.

* Teprve Gottlob Frege (zakladatel moderni
logiky) vsak zaved| formalni predikatovou
logiku (s ponekud jinym jazykem, nez
pouzivame dnes) s vice-argumentovymi
predikaty (charakterizujicimi vztahy) a
kvantifikatory.

Uvod do teoretické informatiky
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1848 — 1925

Nemecky
matematik,
logik a filosof,
pusobil na

universite v
Jene.

Zakladatel
moderni logiky

Gottlob Frege
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" B
Sémantické ovéereni platnosti usudku

m Marie ma rada pouze viteze
m Karel je vitez
B e ——————————— neplatny
m = Marie ma rada Karla
Vx [R(m,x) o V(x)], V(k) = R(m,k) ?

m RVc UxU:{.. <Marie, i,;>, <Marie, i,>, ..., <Marie, i.> ...}
m VY cU: {...iy, Iy, ..., Karel,...,i_...}

Dvojice <Marie, Karel> nemusi byt prvkem RY, pravdivost
predpokladu to nezarucCuje.

Byt vitezem je zde pouze nutna podminka pro to, aby
(vybirava) Marie méla nékoho rada, ale neni dostatecna.
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" B
Sémantické ovéereni platnosti usudku

m Marie ma rada pouze vitéze
m Karel neni vitez
B e ————— platny

m — Marie nema rada Karla

vx [R(m,x) o V(x)], =V(k) = -R(m,k) ?

m RVc U x U:
{...<Marie, i,>, <Marie, i,>, <Marie, Karel>, ..., <Marie, i > ...}

n WU {i i, ..., Karek Karél,....i ..)

Kdyby byla dvojice <Marie, Karel> prvkem RY, pak by musel byt
(dle prvni premisy) Karel prvkem VY,

ale to neni mozneé dle druhé premisy.
Pravdivost pfedpokladu zarucuje pravdivost zavéru.
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Sémantické overeni 33
spravnosti usudku

Kdo zna Marii a Karla, ten Mairii lituje.
Vx [(Z(x,m) A Z(x,k)) D L(x,m)]
Nekteri nelituji Marii, ackoliv ji znaji. Ix [-L(x,m) A Z(x,m)]

|= Nékdo zna Marii, ale ne Karla. Ix [Z(x,m) A =Z(X,k)]

e Znazornime, jaké budou obory pravdivosti predikatu Z a L, .
relace ZY a LY, aby byly pravdivé premisy:

o ZU={, (ij,m>, ( i1,lf), (iz,m), (i2,kl),...,(oc,m),... }

1.premisa/ / / 2. premisa

o LY={.. d,m) ....; {i,m),............ Ao .. )

Uvod do teoretické informatiky 33



Sémantické overeni
spravnosti usudku

Kdo zna Marii a Karla, ten Marii lituje.
Vx [(Z(x,m) A Z(x,k)) o L(x,m)]

Nekteri nelituji Marii, ackoliv ji znaji.
dx [-L(x,m) A Z(x,m)]
|= Nékdo zna Marii, ale ne Karla. ax [Z(x,m) A —=Z(X,K)]

Nyni dokazeme platnost sporem: predpokladejme, ze vSichni, kdo jsou ve
vztahu Z k m (tedy i prvek a), jsou také v Z ke k (negace zaveéru).

20 ={..., (iy,m), (i), ('2’m> (iz.K....{c,M), {ak), ... }

v ze] NI

LY ={..., {i;,m), ..., (io,M),.ceiinee , fem), (a,m), ... }
spor
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" S
Nektere dulezité tautologie PL1

|= VXA(X) o A(x/t) term t je substituovatelny za x v A
|= A(x/t) o IxA(X)
m De Morgan
|I= =V X A(X) = dx -A(X)
|I= —3x A(X) = VX =A(X)

m Zakony distribuce kvantifikatoru:

= Vx [A(x) D B(X)] o [Vx A(x) D Vx B(x)]
= Vx [A(X) 2 B(x)] o [3x A(x) o Ix B(x)]
= Vx [A(X) A B(x)] =[VXx A(x) A VX B(x)]
= 3x [A(x) A B(x)] = [Tx A(x) A Ix B(x)]

= [VxA(X) v VxB(x)] © VX [A(x) v B(x)]

= dx [A(x) v B(x)] = [3x A(x) v Ix B(x)]
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" A
Sémantické zduvodnéni:
Necht AY, BY jsou obory pravdivosti A, B

VX[A(X) A B(x)] © [VXA(X) A VXB(x)]

Je-li prinik (AY n BY) = U, pak musi byt jak AY, tak BY rovny celému
universu U a naopak

dx[A(x) v B(x)] < [IxA(x) v IxB(x)]

Je-li %}ednocenl (AY U BY) # @, pak musi byt AY nebo BY neprazdné
# ® nebo BY # @) a naopak.

|= ‘v’x[A(x) > B(x)] o [VXA(Xx) o VXxB(x)]
Je-li AY < BY, pak je-li AY = U, je také BY = U.
|= VX[A(x) o B(x)] o [3xA(x) o IxB(x)]

Je-li AY < BY, pak je-li AY = @, je také BY = @.
|= Ax[A(x) A B(x)] o [IxA(x) A IxB(x)]

Je-li prinik (AY N BY) # @, pak musi byt jak AY, tak BY neprazdné
(AU # ® a BY # ©).

|= [VXA(X) v VXB(x)] o VX[A(x) v B(x)]
Je-li AY = U nebo BY = U, pak je také sjednoceni (AY U BY)=U 36



" S
Nektere dulezité tautologie PL1

m  Formule A neobsahuje volné promennou x:
= VX[A 2 B(x)] = [A o VxB(x)]

= Ix[A o B(x)] = [A o IxB(x)]
= Vx[B(x) o Al =[3xB(x) o A
= IAx[B(x) o A] =[VxB(x) o A
= VX[A A B(X)] =[A A VXB(X)
= IAX[A A B(X)] =[A A IxB(X)]
= VX[A v B(xX)] =[A v VxB(x)]

= 3x[A v B(x)] = [A v IxB(x)]

O Zakony komutace kvantifikatoru:.

= VXVYA(X,y) = VYVXA(X,Y)

= AxAYA(X,y) = JyaxA(x,y)

= AxVyA(x,y) o VyaxA(x,y) ale ne naopak!

Uvod do teoretické informatiky
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"

Sémantické zdiuvodnéni: Necht' AY, BY jsou
obory pravdivosti A, B, x neni volna v A

VXx[A o B(x)] & [A o VxB(x)] — zfrejme

dx[A o B(x)] < [A o AxB(x)] — zrejmée

Vx [B(x) o Al & [Ix B(x) o A]

Vx [B(x) o A] & Vx [-B(x) v A]: doplnék BY je
celé universum nebo A: Vx —-B(x) v A &
—dx B(x) vA < dxB(x) o A

dx[B(x) o A] < [VxB(x) o A]

dx [B(x) o A] < 3x [-B(x) v A]: doplnék BY je
neprazdny nebo A: I3x -B(x) v A &
—VxXB(X) VA VxB(x) o A
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Sémanticka tabla
v predikatove logice
Dukazy logické pravdivosti a

platnosti usudku v predikatove
logice 1. radu
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"
Typicke ulohy

m Dokazat logickou pravdivost formule PL1:

= formule F je pravdiva ve vsech interpretacich, tj. kazda
Interpretace je jejim modelem

- |= F
m Dokazat platnost usudku v PL1:
u P1, nauy Pn I= Q
= pro uzaviené formule iff |= (P, A...A P, > Q)

= formule Q je pravdiva ve vsech modelech mnoziny
pfedpokladu P, ..., P,

m Co vyplyva z danych predpokladu?
- Py, P |E?
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"
Typicke ulohy

m Jejich reseni rozborem (nekoneCne) mnoziny
modelu je obtizné, sémantické dukazy jsou
pracneé

m Proto hledame jiné metody
m Jednou z nich je metoda seémantickych tabel

m Obdoba, zobecnéni stejné metody ve
vyrokove logice

m Tedy prevod na disjunktivni / konjunktivni
normalni formy
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Sémanticka tabla v PL1

m VL — dukaz logické pravdivosti.

m Primy dukaz — pouzijeme konjunktivni normalni
formu

m Neprimy dukaz — disjunktivni normalni formu

m Aplikaci metod VL brani to, ze formule muze byt
uzavrena kvantifikatory. Jak se jich zbavit?

m Pouzijeme pravidla:

m Vx A(x) [- A(x/t), kde t je term substituovatelny za x
ve formuli A, nejCastéji t = x

m 1(x)A(x) |- A(a), kde a je vhodna konstanta (dosud v
dukazovém postupu nepouzita)
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" A
Pravidla pro odstranéni kvantifikatoru

m Vx A(x) |- A(x/ t), term t substituovatelny za x
= Je-li obor pravdivosti AY = U, pak prvek e*(t) lezi v AY
= Zachovava pravdivost, OK

m J(x)A(x) |- A(a), kde a je vhodna konstanta

« Je-li obor pravdivosti AY = @,
pak prvek e*(a) nemusi lezet v AY

= Nezachovava pravdivost !!

m Vx 3(y) B(x,y) |- B(a, b), kde a, b jsou vhodné konstanty
« Jestlize ke kazdému x existuje y takové, ze dvojice <x,y>

lezi v BY, nemusi tam lezet pravé dvojice <a, b>

= Nezachovava pravdivost !!

m Odstranéni existen¢niho kvantifikatoru vsak zachovava
splnitelnost: je mozno interpretovat konstanty a, b tak, aby
byla formule na prave strané pravdiva, pokud je pravdiva

formule vlevo, proto musime pouzit ditkaz sporem, tj.
disjunktivni tabla
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Sémantickad tabla v PL1 — disjunktivni

Priklad. DUukaz logické pravdivosti formule:

|I= Vx [P(x) o Q(x)] o [Vx P(x) o VXx Q(x)]

Dukaz sporem (nesplnitelnosti formule).

Vx [P(x) o Q(X)] A VX P(x) A Ix =Q(x) poradl')

\\ e

VX [P(x) o Q(x)], =P(a ), P(a), =Q(a

/\

Vx [P(x) o Q(x)], =P(a), P(a), —Q(a) Vx [P(x) o Q(x)], Q(a), P(a), =Q(a)
+ +

Obé vétve se uzavrely, jsou nesplnitelné, puvodni f. je Tautologie
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Metoda disjunktivniho tabla
|=? Vx [P(x) v Q(x)] o [Vx P(x) v VX Q(x)]

Znegujeme:

VX [P(X) v Q(x)] A 3x =P (x) A 3x =Q(x)

vx [P(x) v Q(x)], =P(a), —-Q(b) 1.odstranéni 3 - rdzné konst. !
P(a) v Q(a), P(b) v Q(b), —P(a), —=Q(b) 2. odstranéni V

T

P(a), P(b) v Q(b), —-P(a), —-Q(b) Q(a), P(b) v Q(b), —P(a), =Q(b)

P(a). P<m>, Q(b). ﬁ% \

Q(a), P(b), -P(a), -Q(b)  Q(a), Q(b), -P(a), -Q(b)

Formule neni logicky pravdiva, 3. vétev neni uzavrena
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Tablo mtize byt nekonecné

F: Vx3y P(x,y) A VX -P(x,x) A
Vx Vy vz ([P(x,y) A P(y,z)] > P(x,2))

Proménna x je kvantifikovana vSeobecnym
kvantifikatorem

Musime tedy ,zkouset vsechna x": a,, a,, a,, ...
Pro y musime volit vzdy jinou konstantu:

P(a,, a,), —=P(a;, a,)

P(a, ag), ~P(a,, a,), —P(ay, a,)
P(a, a,), ~P(a;, a;), —P(a;, a,)
P(a, as), —P(ay, a,), —P(a,, a,)

Probléem logickeé pravdivosti neni v PL1 rozhodnutelny
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Tablo mtize byt nekonecné

F: Vx3y P(x,y) A VX —P(x,x) A

Vx Vy vz ([P(x,y) A P(y,z)] o P(x,2))
Jaka je formule F? Je to spinitelna, kontradikce, Ci logicky pravdiva?
Zkusme najit model:

1. U=N
2.  PY=relace < (ostife menS$i)
z g 2 ;Il f Je splnitelna

Mize mit formule F koneény model?

U={a,, a,as, .."7}

K a, musi existovat prvek a, takovy, ze P(a,, a,), a, #a,

K a, musi existovat prvek a, takovy, ze P(a,, a;), a; #a,, ale také a; =a,
jinak by bylo P(a,, a,) A P(a,, a,), tedy P(a,, a,).

K a; musi existovat prvek a, takovy, ze P(a,, a,), a, #a,, ale také a, #a,
Jjinak by bylo P(a,, a3) A P(a3, a,), tedy P(a,, a,).
Atd. do nekonecna
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Platnost usudku - sporem

VX [P(x) 2 =Q(x)] A Ix Q(x) |= Ix =P (x)

Vx [P(x) o =Q(x)], 3x Q(x), Vx P(x) — sporna?
) D
) D

vx [P(x) o =Q(x)], Q(a), Vx P(x)
VX [P(x) o =Q(x)], Vx P(x), [P(a) > =Q(a)], Q(a),
P(a)
—P(a), Q(a), P(a) —-Q(a), Q(a), P(a)

+ +

Obé vétve se uzavrely, mnozina prfedpokladu a
negovany zaver je sporna, tedy usudek je platny
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Platnost usudku (sporem)

VX [P(x) o =Q(x)] A Ix Q(x) |= Ix =P(x)
Zadné velryba neni ryba.
Ryby existuji.
Nektera individua nejsou velryby.

MnozZina tvrzeni: {Zadna velryba neni ryba,
ale ryby existuji, vsechno jsou velryby} je
sporna.
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Overeni nesplnitelnostt

Jisty holi¢ holi prave ty, kdo se neholi sami

Holi tento holic sam sebe?

Ix Vy [-H(y,y) =Hxy)] [= 7
A(y,y) v H(a,y), =H(y,y) v —=H(a,y) — odstraneni 3
H(a,a) v H(a,a), —H(a,a) v —H(a,a) — odstraneni V
H(a,a), —H(a,a) v —H(a,a), H(a,a), —H(a,a) v —H(a,a)
H(a,a), —H(a,a) H(a,a), —H(a,a) ...

+

Prvni veta je sporna, plyne z ni cokoliv. Tedy, takovy
holiC proste neexistuje.
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Shrnuti — sémanticka tabla v PIL.1

Sémanticka tabla pouzivame pro nepfimy dukaz sporem prevodem
do disjunktivni normalni formy

(tj. vétveni znamena disjunkci, carka konjunkci)

Problémem jsou uzaviené formule s kvantifikatory, musime se
kvantifikatort néjak zbavit

Nejprve odstranime existencCni kvantifikatory tak, ze proménnou
(ktera neni v rozsahu vseobecného kvantifikatoru) nahradime
novou konstantou, ktera se jesSte v jazyce nevyskytovala

Pak odstrafiujeme vSeobecné kvantifikatory tak, ze proménnou
nahrazujeme postupne vsemi konstantami

Pokud je existenCné vazana proménna x v rozsahu kvantifikatoru
vSeobecného (pres y), musime za y postupné zkouSet dosazovat
vsechny konstanty a za promennou x dosazovat vzdy novou
konstantu

Pokud se tablo uzavre, je formule ¢i mnozina formuli sporna
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Priklady na sémanticka tabla

|= AxVy P(x,y) o Vyax P(x,y)
negace: AxVy P(x,y) A AyVx =P(x,y)
VyP(a,y), Vx—=P(x,b)
x/a, y/b (pro vsechna, tedy i pro a, b)
P(a,b), —=P(a,b)

-+
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Priklady na sémanticka tabla

= [Vx P(x) v VX Q(x)] o Vx [P(x) v Q(x)]
negace: [Vx P(x) v Vx Q(x)] A Ix [P (x) A =Q(X)]

s

vx P(x), =P(a), =Q(a) Vx Q(x), =P(a), =Q(a)
Vv xP(x),P(a),=P(a),—Q(a) VxQ(x),Q(a),=P(a),—Q(a)

+ +
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Dekuji Vam za pozornost

Nashledanou za tyden
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