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Dva zakladni logicke systemy: Vyrokova
logika a predikatova logika 1. radu

. Vyrokova logika analyzuje zpusoby skladani jednoduchych vyroku
do vyroku slozenych pomoci logickych spojek:

,Petr se uci (p) a Karel Sel do kina (q9).“ 2 (p A q)

,Petr se uci (p) nebo Karel Sel do kina (q).“2 (p v q)

.Jestlize se Petr uci (p), pak Sel Karel do kina (q).“=2> (p 2 q)

Co je to vyrok? Vyrok je tvrzeni, o nemz ma smysl prohlasit, zda je
pravdive Ci nepravdivé

Princip dvouhodnotovosti — tercium non datur — dvouhodnotova
logika (existuji vSak vicehodnotové logiky, logiky parcialnich funkci,
fuzzy logiky, ...)

Trivialni definice? Jsou vSechna (oznamovaci) tvrzeni vyroky?

Ne, neni pravda, ze vSechna tvrzeni jsou vyroky:

— Francouzsky kral je holohlavy

— Prestal jste bit svou zenu?

(zkuste odpovédét ano nebo ne, pokud jste nikdy nebyl Zzenaty nebo nikdy
svou zenu nebil)
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Dva zakladni logicke systemy: Vyrokova
logika a predikatova logika 1. radu

2. Predikatova logika 1. radu navic umoznuje
analyzovat strukturu elementarnich vyroku, a to
az do urovné vlastnosti a vztahu mezi individui

“VSechny opice maji rady banany” -

Vx [O(x) o B(x)]
Pro vSechna individua x (Vx) plati, zZe jestlize x je
O(pice - O(x)), pak x ma rado B(anany - B(x))
“Néekteri studenti jsou pilni”
dx [S(x) A P(x)]
Existuji individua x (dx) takova, ze x je S(tudent - S(x))
a x je P(ilny - P(x))
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Vyrokova logika: jazyk

* Formalni jazyk je zadan abecedou (mnozina
vychozich symbolu) a gramatikou (mnozina
pravidel, ktera udavaji, jak vytvaret ,Dobre
utvorené formule” - DUF)

« Jazyk vyrokoveé logiky

» abeceda:.
— Vyrokove symboly: p, q,r, ... (pfipadne s indexy)
— Symboly logickych spojek (funktoru): —, v, A, D, =
— Pomocne symboly (zavorky): (, ), [, 1, {, }

* Vyrokoveé symboly zastupuji elementarni vyroky

e Symboly —, v, A, D, = nazyvame po radé

negace (—), disjunkce (v), konjunkce (©), implikace (o),
ekvivalence (=).
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Vyrokova logika: jazyk

Gramatika
(definuje rekurzivné dobre utvorené formule DUF)

Induktivni definice nhekone¢né mnoziny DUF

1. Vyrokové symboly p, q, r, ... jsou (dobre utvorene) formule
(baze definice).

2. Jsou-li vyrazy A, B formule, pak jsou (DU) formulemi i vyrazy
(-A), (A A B), (A v B), (A > B), (A=B)
(induk¢ni krok definice).

3. Jinych formuli vyrokové logiky, nez podle bodu (1), (2) neni.
(uzavér definice).

Jazyk vyrokové logiky je mnozina vsech dobre utvorenych

formuli vyrokove logiky.

Pozn.: Formule dle bodu (1) jsou atomickeé formule

Formule dle bodu (2) jsou slozené formule

Uvod do teoretické informatiky )
(logika)



Vyrokova logika:
Dobre utvorene formule

Poznamky:

Symboly A, B jsou metasymboly. MiZzeme za né dosadit kteroukoli
DUF jiz vytvorenou dle definice.

Vnéjsi zavorky muzeme vynechavat.
Pro spojky se nekdy uzivaji jiné symboly:

Symbol alternativné
- =, >
= o, ©
A &
Priklad:

(p > q) A p je DUF (vnéjsi zavorky vynechany)
(p v) ==q neni DUF
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Sémantika (vyznam) formuli

Pravdivostni ohodnoceni (valuace) vyrokovych symbolu je zobrazeni
v, které ke kazdému vyrokovemu symbolu p prirazuje pravdivostni
hodnotu, tj. hodnotu z mnoziny {1,0}, ktera kdduje mnozinu {Pravda,
Nepravda}: {p.} — {1,0}

Pravdivostni funkce formule vyrokove logiky je funkce w, ktera pro
kazdé pravdivostni ohodnoceni v vyrokovych symbolu p pfifazuje
formuli jeji pravdivostni hodnotu. Tato hodnota je urCena induktivné
takto:

« Pravdivostni hodnota elementarni formule: w(p), = v(p) pro vSechny
vyrokove promenné p.

« Jsou-li dany pravdivostni funkce formuli A, B, pak pravdivostni funkce

formuli
—A, AAB,Av B, A>B, A=B jsoudany nasledujici
tabulkou 2.1:
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Tabulka 2.1. pravdivostni funkce

AlB|-AAvB AAB|A>B|A=B
11 1 0 1 1 1
110 O 0 0 0
0| 1 1 0 1 0
00 1 0 0 1 1
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Prevod z prirozené¢ho jazyka do jazyka
vyrokove logiky, spojky

Elementarni vyroky: prekladame symboly p, q, r, ...
Spojky pfirozeného jazyka: prekladame pomoci symbolu pro spojky:

Negace:
,2neni pravda, ze“: — (unarni spojka)

Konjunkce:
,a A (binarni, komutativni) spojka;
Praha je velkomésto a 2+2=4: PACQ

ne vzdy, ne kazdeé ,a“ je logicka konjunkce.
Napf¥. ,Jablka a hrusky se pomichaly”.

Disjunkce:
,nebo”: v (binarni, komutativni) spojka;
Praha nebo Brno je velkomésto. (,nevylucujici se®): pV(Q

V pfirozeném jazyce Casto ve smyslu vylucujicim se ,bud, anebo”
(Pujdu do Skoly (a)nebo zustanu doma.)
VylucCujici se ,nebo” je non-ekvivalence
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Spojka implikace

Implikace
Jestlize, pak”, ,kdyz, tak”, ,je-li, pak*. o (binarni, nekomutativni) spojka;
Prvni Clen implikace antecedent, druhy konsekvent.
Implikace (ani Zadna jina spojka) nepfedpoklada zadnou obsahovou
souvislost mezi antecendentem a konsekventem, proto byva neékdy
nazyvana materialova implikace (stfedovék "suppositio materialis™).
Implikace tedy (na rozdil od ¢astych pfipadu v pfirozeném jazyce)
nezachycuje ani pri¢éinnou ani casovou vazbu.
"Jestlize 1+1=2, pak zelezo je kov” (pravdivy vyrok): P>Oq
"Jestlize existuji ufoni, tak jsem papez”: pOr
(co tim chce dotyCny rict? Nejsem papez, tedy neexistuji ufoni)
Pozn.: Spojce “protoze” neodpovida logicka spojka implikace!
— “Hokejisté prohrali semifinalovy zapas, proto se vratili z olympiady
predCasné”.
,ProtozZe jsem nemocen, zustal jsem doma®“. ,nemocen” > ,doma“?
Ale to by muselo byt pravda, i kdyz nejsem nemocen (slide 24)

— Mohli bychom to analyzovat pomoci modus ponens: [pA(p>q)]>q
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Spojka ekvivalence

Ekvivalence:
"pravé tehdy, kdyZz”, "tehdy a jen tehdy, kdyZz”, apod. , ale ne "tehdy,
kdyz” — to je implikace!
"Recka vojska vyhravala boje tehdy (a jen tehdy), kdyz o jejich
vysledku rozhodovala fyzicka zdatnost”: p=q

Pouziva se nejCasteji v matematice
(v definicich), v pfirozeném jazyce fidCeji

Priklad.
"Dam ti facku, kdyz mé oklamesS” okl o facka
"Dam ti facku tehdy a jen tehdy, kdyz mé oklames okl = facka

Situace: Neoklamal jsem. Kdy mohu dostat facku?
Ad a) — mUZzu dostat facku, ad b) — nemuUzu dostat facku.

Uvod do teoretické informatiky (logika)
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Jazyk predikatove logiky

Atomické vyroky tvofime aplikaci predikatu
(P, Q, R, ...) na termy (oznacCuiji prvky
universa, tj. individua).

Napr.: P(x), Q(a,b), R(a,f(x)), ...

Slozené vyroky tvorime aplikaci vyrokovych
spojek, napr. P(x) v Q(a,b), a navic pomoci
kvantifikatoru (v, 3).

Napr.: Vx [P(x) v Q(a,b)]
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Prevod z prirozené¢ho jazyka do jazyka
PLI1

,wvsichni®, ,zadny”®, ,nikdo", ...

prekladame pomoci vSeobecného kvantifikatoru V
,nekdo”, ,neco”, ,nekteri’, ,existuje’, ...

prekladame pomoci existencniho kvantifikatoru 3

Vétu musime Casto ekvivalentné preformulovat
Pozor: v Cestine dvoji zapor !
Zadny student neni dichodce:
Vx [S(x) o =D(x)]

Ale, ,VSichni studenti nejsou duchodci® ¢teme jako
,Ne vSichni studenti jsou duchodci":

—Vx [S(x) o D(x)] < Ix [S(x) A =D(x)]

Uvod do teoretické informatiky (logika)
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Prevod z prirozené¢ho jazyka do jazyka
PLI1

Pomocné pravidlo: V +>5, 3+ A (vetsinou)
—Vx [P(x) o Q(x)] & Ix [P(x) A —Q(x)]

Neni pravda, Zze vSechna P jsou Q <
Néktera P nejsou Q

—3dx [P(x) A Q(x)] & Vx [P(x) o —-Q(x)]
Neni pravda, Ze nektera P jsou Q <
Zadné P neni Q
de Morganovy zakony v PL1
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Prevod z prirozené¢ho jazyka do jazyka
PLI1

,Pouze zamestnanci (Z) pouzivaji vytah (V)"
VX [V(x) o Z(x)]

,VSichni zaméstnanci pouzivaji vytah”

VX [Z(x) 2 V(X)]

,Marie (m) ma rada (R) pouze vitéze (V)"
Tedy pro vsechny plati: ,Pokud ma Marie nekoho
rada, pak je to vitez":

vx [R(m, x) o V(x)]
,mit rad” je binarni vztah, ne vlastnost
,Kazdy ma nékoho nekdy rad“: Vx 3y At R(x, y, t)
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Vyznam (semantika) formuli PL1

P(x) o Vy Q(x, y)
— je tato formule pravdiva?

Nesmyslna otazka, vzdyt nevime, co znamenaji
symboly P, Q. Jsou to jen symboly, za které
muzeme dosadit jakykoli predikat.

P(x) o P(x)

— je tato formule pravdiva?

ANQO, je, a to vzdy, za vsech okolnosti.

(Je to tautologie, logicky pravdiva formule.)
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Vyznam (semantika) formuli PL1

Je dan interpretaci (predikatovych a funkcnich)
symbolu:

Priklad. Formule: P(a)

Interpretace: P - podmnozinu universa, a - prvek
universa (individuum)

Interpretace1: universum N(aturals. tj. Cisla 0,1,2,3, ...);
P = suda Cisla, a 2 Cislo 5 (individuum);
vyhodnoceni pravdlvostl Je 5 € mnoziny sudych
Cisel? Ne, formule je v této interpretaci nepravdiva

Interpretace2: P - licha Cisla, a = Cislo 5; vyhodnoceni
pravdivosti: Je 5 e mnoZiny lichych (“:l'sevl? Ano,
formule je v této interpretaci pravdiva. Rikame take,
Ze tato interpretace <N, licha, 5> je modelem
formule
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Vyznam (semantika) formuli PL1

Formule

Vx P(x, f(x)) musime se dohodnout, jak

dx P(x, f(x)) budeme tyto formule chapat

1) O ¢em mluvi, prfes co ,ranguji“ promenne:
zvolime universum diskursu, jakakoli neprazdna
mnozina U # ©

2) Co oznacuje symbol P; je binarni, ma dva
argumenty, tedy musi oznacovat nejakou
binarni relaci Rc U x U

3) Co oznacuje symbol f; je unarni, ma jeden
argument, tedy musi oznacovat nejakou funkci F
UxU, znaCime F: U > U

Uvod do teoretické informatiky (logika) 18



Vyznam (semantika) formuli PL1

A: Vx P(x, f(x)) musime se dohodnout, jak

B: dx P(x, f(x)) budeme tyto formule chapat

1) Necht U = N (mnozina prirozenych Cisel)

2) Necht P oznacuje relaci <
(t}. mnozinu dvojic takovych, ze prvni Clen je ostre
mensi nez druhy: {(0,1), (0,2), ...,{1,2), ...})

3) Necht foznaduje funkci druha mocnina x?, tedy
mnozinu dvojic, kde druhy Clen je druha mnozina
prvniho: {{0,0), (1,1), (2,4), ...,(5,25), ...}

Nyni muzeme teprve vyhodnotit pravdivostni hodnotu
formuli A, B
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Vyznam (sémantika) formuli PL1

A: Vx P(x, f(x))

B: dx P(x, f(x)) Vyhodnocujeme ,zevnitr:

Nejprve vyhodnotime term f(x). Kazdy term oznacuje
prvek universa. Ktery? Zalezi na valuaci e
proménné x. Necht e(x) = 0, pak f(x) = x2=0.
e(x) =1, pak f(x) = x¢ =1,

e(x) = 2, pak f(x) = x4 =4, atd.

Nyni vyhodnocenim P(x, f(x)) musime dostat
pravdivostni hodnotu: e(x) = 0, 0 neni < 0 Nepravda
e(x) =1, 1 neni <1 Nepravda, e(x) =2,2je <4
Pravda

Uvod do teoretické informatiky (logika) 20



Vyznam (sémantika) formuli PL1

A: Vx P(x, f(x))

B: 3x P(x, f(x))

Formule P(x, f(x)) je pro nekteré valuace e proménné x
v dane interpretaci Pravdiva, pro jiné nepravdiva

Vyznam Vx (3x): formule musi byt pravdiva pro
vsechny (nékteré) valuace x

Formule A: Nepravdiva v nasi interpretaci I: |# A
(interpretace | neni jejim modelem)

Formule B: Pravdiva v nasi interpretaci |: |=, B
(interpretace | je jejim modelem)
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Model formule

PL1: Interpretace, ve které je formule pravdiva
dx P(x, f(x)),
Modely: <N, P:<, f:x2>, <N, P:<, fix+1>,
<Individua, P:byt-mladsi, f.matka(x)>
VL: ohodnoceni e vyrokovych proménnych, pro které je formule
pravdiva. Napr.:
Formule p A
ma model (jediny): e(p)=1, e(q)=1
Formule p o q
ma modely:
e(p)=0, e(q)=1, e(p)=0, e(q)=0; e(p)=1, e(q)=1
Formule: Vx P(x, f(x)) A =P(a,b)
Ma napr. tyto modely:
<N; P:<; f:x2,a:5,b:3>, <N; P:<; f:x+1,a:5,b:3>
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Splnitelnost formuli,
tautologie, kontradikce, model

Formule je splnitelna, ma-li alespon jeden
model

Formule je nesplnitelna (kontradikce),
nema-li zadny model

Formule je tautologie (logicky pravdiva),
je-li kazda interpretace / kazdé ohodnoceni
jejim modelem.

— Mnozina formuli {A,,...,A} je splnitelna,
existuje-li ohodnoceni v, které je modelem
kazdé formule A, i =1,...,n.
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Splnitelnost formuli,
tautologie, kontradikce, model

Piklad. A: —(p > q) = (p A —q)

Formule A je tautologie, —A kontradikce, formule
(p 2 9q), (p A —Qq) jsou splnitelné.

P a|pP>2g|PpA—q(=(P2q)|(P2d)=(PA—q)|-A
111 1 0 0 1 0
110 O 1 1 1 0
01| 1 0 0 1 0
0[0| 1 0 0 1 0

Uvod do teoretické informatiky (logika)
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Ekvivalentni vyjadieni, negace a
de Morganovy zakony

,Prsi“ < ,Neni pravda, ze neprsi”

,Prsi nebo snéezi“ < ,Neni pravda, ze ani neprsi ani nesnéezi”
(P Vv Q)< =(=p A—Q)

,Prsi a snézi“ < ,Neni pravda, ze neprsi nebo nesnézi*
(P A Q)< =(=pVv—Q)

,Neni pravda, ze prsi a snézi“ < ,NeprSi nebo nesnézi”
—(pA Q)< (=pVv-—Qq)

,Neni pravda, ze prSi nebo snéezi“ < ,Neprsi a nesnézi”
—(p Vv )< (=p A—Q)

»Neni pravda, ze jestlize prsi pak snézi“ < ,,Prsi a nesnezi“
—(Pp>q) < (P A—q)

»Jestlize prsi, pak snézi“ < ,,Neprsi nebo snézi“
(P>q) <= (-pVvQ)

Pozor na implikaci!
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Ekvivalentni vyjadieni a
de Morganovy zakony

,Neni pravda, ze vSechna A jsou B* < ,Néktera A nejsou B
—VXx [A(x) o B(x)] & 3Ix —[A(X) D B(x)] < Ix [A(x) A =B(x)]
,Neni pravda, ze néktera A jsou B“ < ,Zadné A neni B*
—3Ix [A(X) A B(x)] & Vx —[A(x) A B(x)] © VX [-A(X) v =B(x)]
< VX [A(x) o —=B(x)]
,Neni pravda, ze zadné A neni B* < ,Néktera A jsou B*
—Vx [A(x) © =B(x)] < Ix —[A(x) o =B(x)] < Ix [A(x) A B(x)]
,Neni pravda, ze néktera A nejsou B* < ,VSechna A jsou B*
—3ax [A(x) A =B(x)] & Vx[-A(X) v B(x)] & Vx [A(x) D B(x)]
Zakony obecné:
—Vx A(x) < Ix —A(x); =3x A(x) < Vx =A(x)
—(A AB) < (-A v =B); =(A v B) & (-A A =B);
—(A o B) < (A A =B);
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Ekvivalentni vyjadieni a
de Morganovy zakony — mnoZinov¢e

»Neni pravda, ze vSechna A jsou B“ < ,Néktera A nejsou B*
—Vx [A(x) © B(x)] & 3Ix —[A(x) o B(x)] < Ix [A(x) A =B(x)]

Neni pravda, ze A je podmnozinou B < Prinik A a komplementu B je
neprazdny (Nakreslete si to!)

»,Neni pravda, ze néktera A jsou B“ < ,Zadné A neni B*

—3x [A(x) A B(x)] & Vx —[A(x) A B(x)] & VX [-A(x) v =B(x)]
Vx [A(x) o =B(x)] & Vx [B(x) o =A(x)]

Pranik A a B je prazdny (Cili A, B jsou disjunktni) < A je podmnozinou
ko;nplementu B < B je podmnozinou komplementu A (Nakreslete si
to!

»,Neni pravda, ze zadné A neni B* < ,Néktera A jsou B*
—Vx [A(x) D =B(x)]  Ix —[A(x) D =B(x)] < Ix [A(X) A B(x)]

A neni podmnoZzinou komplementu B < Pranik A a B je neprazdny
(Nakreslete si to!)

,Neni pravda, ze néktera A nejsou B* < ,VSechna A jsou B*
—3x [A(x) A =B(x)] & Vx [-A(x) v B(x)] < Vx [A(x) o B(x)]

Pranik A a komplementu B je prazdny < A je podmnozinou B
(Nakreslete si to!)

Uvod do teoretické informatiky (logika)
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Dekuji Vam za pozornost

Nashledanou za tyden

Uvod do teoretické informatiky
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