NP-uplnost
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Rozhodovaci problémy

Rozhodovaci problém je takovy, kde je mnoZina moznych vystupt
dvouprvkovd {ANO, NE}.

@ V této a nasledujici prednasce se budeme zabyvat vyhradné
rozhodovacimi problémy

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 23. kvétna 2007 2/32



Nedeterministicky Turingliv stroj

Podobny princip jako byl pouZit pro nedeterministické kone¢né (resp.
zasobnikové) automaty mizeme pouzit i na Turingovy stroje.

Definice

Nedeterministicky Turingtiv stroj je definovan jako Sestice

M= (Q,%,T,6,qo, gano, ne) kde:

Q@ je kone¢nd mnozina stavi

I" je konecna mnozina paskovych symbolii

Y CTI,X # () je kone¢nd mnoZina vstupnich symbola
§:(Q—F)xT'—>P(Q xT x{-1,0,+1}) je prechodova funkce
go € @ je pocatecni stav

e & © 6 ¢ ¢

dAnos gne € Q jsou koncové stavy (prijimajici a nepfijimajici)
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Nedeterministicky Turingliv stroj

@ PoZadujeme, aby kazdy vypocet skonéil bud ve stavu gayo nebo ve
stavu gng.-

@ Odpovéd nedeterministického TS na vstup w je ANO, jestlize alespori
jeden z moznych vypoctl skonci v gano.

@ Slozitost takového nedeterministického stroje mizeme definovat jako
pocet krokid nejdelsiho mozného vypoctu stroje nad danym vstupem
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Nedeterministicky stroj RAM

@ Je definovan stejné jako deterministicky RAM

@ Navic je jen jedna instrukce CHOOSE GOTO x OR GOTO vy, ktera
umoznuje stroji vybrat si jedno z moznych pokracovani

@ Pokud by ze vSech moznych vypoctl takového stroje nad zadanym
vstupem alespori jeden skonéil s odpovédi ANO, je odpovéd ANO
(bez ohledu na dalsi mozné vypocty)

@ Pokud vdechny mozné vypocty konéi odpovédi NE, je odpovéd NE

@ Slozitost nedeterministického stroje RAM definujeme jako délku
nejdelSiho mozného vypoctu nad zadanym vstupem

@ Podobné mizeme definovat nedeterministické verze jinych
vypocetnich modell
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Nedeterminismus

Na nedeterminismus miZeme nahlizet dvéma zpusoby:

© Ve chvili, kdy dochazi k nejednoznacnému pokracovani, se stroj
rozhodne pro tu nejlepsi vedouci nejrychleji k odpovédi ANO (pokud
takova moznost existuje). Odpovéd je ANO, pravé kdyz tento jediny
vypocet skonéi odpovédi ANO.

@ Ve chvili, kdy dochézi k nejednoznadnosti se stroj rozdvoji (pfipadné
rozdéli na vice identickych kopii) a kazda kopie pokraduje jednim
moznym pokracovanim. Odpovéd je ANO pravé tehdy, kdyz alespon
jedna z kopii stroje odpovi ANO.

@ Oba pristupy jsou ekvivalentni.

@ Moznost 1. uhadne to nejlepsi pokracovani zatimco moznost 2. jej
najde mezi véemi moznymi. Pokud je odpovéd ne, tak ani pf¥i vybéru
nejlepsi varianty ani prozkoumani véech moznych variant nikdy
nedostaneme odpovéd ANO.
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Vyznam nedeterminismu

@ Z hlediska rozhodnutelnosti nemd nedeterminismus vyznam. Pokud
néjaky problém fesi nedeterministicky RAM nebo TS, tak ho dokaze
resSit i deterministicky, ktery postupné vyzkousi vSechny mozné
vypocty.

@ Vyznam je pfi rozdélovani problémi do slozitostnich tfid, kdy ndm
diky nedeterminismu vznikaji tfidy mezi témi deterministickymi.
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Nedeterministické tridy slozitosti

Definice

Pro funkci f : N — N rozumime tfidou &asové slozitosti N7 (f) mnoZinu
téch problémd, které jsou reseny nedeterministickymi RAMy s casovou
slozitosti v O(f(n)).

Definice

| N\

Pro funkci f : N — N rozumime t¥idou prostorové slozitosti N S(f)
mnozinu téch problémi, které jsou feseny nedeterminictickymi RAMy s
prostorovou slozitosti v O(f(n)).

.
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Trida NPTIME

NPTIME = U2 (N7 (n*)

@ Existuji rozhodovaci problémy, pro které zndme exponencialni
algoritmus (s polynomidlni prostorovou sloZitosti), ale nevime, jestli
existuje polynomialni algoritmus.

@ Mnoho takovych problémii patfi pravé do tridy NPTIME

o Kazdy problém patfici do PTIME patfi i do NPTIME- algoritmus
fesici problém z PTIME mizeme prohldsit za nedeterministicky (ktery
ma 0 instrukci CHOOSE) a sloZitost takového nedeterministického
algoritmu je stejnd jako plivodniho deterministického, protoZze nejdelsSi
vétev vypocltu je ta jedind mozna, kterd urcovala i slozitost
deterministického.
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Trida NPTIME

Problém ,,Barveni grafu k barvami*
Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k

Vystup: ANO, pokud lze vrcholy grafu obarvit k barvami tak, aby
zadné dva vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu. NE
pokud to takto obarvit nelze.

@ RAM prochazi postupné vsechny vrcholy a u kazdého ma volbu z k
barev. Po pfifazeni barvy zkontroluje sousedni vrcholy, jestli jiz
néktery nema prirazenu stejnou barvu.

@ Pokud ma byt odpovéd ANO, tak existuje spravné obarveni. Jestlize
se pfi kazdé volbé mezi vice barvami stroj rozdéli na nékolik kopii, tak
ta kopie, kde se priradily barvy odpovidajici sprdvnému reseni odpovi
ANO a tedy i cely nedeterministicky RAM.

@ Pokud ma byt odpovéd NE, tak zddné mozné pfifazeni nespliiuje
pozadavky na barveni a vSechny kopie RAMu musi odpovédét NE,
tedy i nedeterministicky RAM odpovi NE.
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Trida NPTIME

Problém ,,Barveni grafu k barvami*

Vstup: Neorientovany graf G a pfirozené Cislo k

Vystup: ANO, pokud lze vrcholy grafu obarvit k barvami tak, aby
z3dné dva vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu. NE
pokud to takto obarvit nelze.

@ Pocet krokl kterékoliv kopie algoritmu odpovida poctu vrcholil a hran
v grafu. SloZitost tohoto algoritmu je tedy polynomialni.

@ Problém barveni grafu tedy patfi do tfidy NPTIME.
@ Nejlepsi znamy deterministicky algoritmus pracuje v exponencialnim
case a polynomialnim prostoru.
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Tridy slozitosti

@ Podobné muzeme definovat tfidu NPSPACE.

@ Obdobné jako v deterministickém pripadé zfejmé plati
NPTIME C NPSPACE.

@ Jiz dfive jsme zdivodnili PTIME C NPTIME.

@ Nedeterministicky RAM miizeme simulovat deterministickym, ktery
zkusi véechny mozné vypoclty. Kazdy z moznych vypoctl pouzije
maximalné polynomidlné mnoho paméti a jednotlivé vypoclty si nic
nepredavaji, takze mlzeme pouzivat pro vsechny stejnou oblast
paméti. Plati tedy NPTIME C PSPACE.

@ Savitch ukazal, ze pokud je problém rozhodovan nedeterministickym
Turingovym strojem s prostorovou slozitosti f(n), tak je rozhodovén i

néjakym deterministickym Turingovym strojem s prostorovou
slozitosti f2(n). Z toho plyne NPSPACE C PSPACE.

PTIME C NPTIME C PSPACE = NPSPACE
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Trida NPTIME

Vv

nedeterminismu, protoZe obsahuje mnoho praktickych problémi. Tuto
tfidu mizeme alternativné definovat nasledujicim zpisobem.

Definice

NPTIME je tfidou vSech rozhodovacich problémi P se vstupem x
takovych, ze existuje algoritmus A splnujici:

@ Slozitost A je v O(p(|x])).
@ Vstupem A je (x,y), kde |y| € O(p(|x|)).

@ Odpovéd P na x je ANO pravé tehdy, kdyZ existuje y takové, Zze A
vraci ANO pro vstup (x, y).

@ y je jakdsi “ndpovéda”, kterd se Casto nazyvad svédek.

@ Neni dllezité, jak je t€zké svédka najit. Jen kdyz je zndm, musi bézet
algoritmus v polynomialnim case.
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Trida NPTIME

Problém , Isomorfismus grafi”
Vstup: Neorientované grafy G; = (V4, 1), Go = (Vo E)
Vystup: ANO, jestlize jsou grafy isomorfni, tedy existuje-li zobrazeni
p: Vi — Vo takové, Ze (x,y) € E1 < (p(x), p(y)) € E». NE
pokud takové zobrazeni neexistuje.

Svédkem je v tomto pFipadé zobrazeni p. Algoritmus pouze ovéri, jestli
hrany mezi vrcholy v G; odpovidaji pfislusnym hranam v Go.
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Trida NPTIME

Problém ,,loupeznika*

Vstup: Mnozina pfirozenych Cisel A= {a1,a2,...,an}
Vystup: ANO, jestlize je mozné najit mnozinu X tak, ze X C A,
Daex di = ZajeA—x 2=

Svédkem je v tomto pfipadé mnozina X a algoritmus kontroluje, Ze je
podmnozinou A a soulty se rovnaji.
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Trida NPTIME

@ Obé defnice tfidy NPTIME (deterministicky algoritmus s vyuzitim
svédkid a nedeterministicky algoritmus) jsou ekvivalentni
@ Prevod z nedeterministického algoritmu na deterministicky se svédky
@ Pokud mame nedeterministicky algoritmus, tak se mize rozhodovat
mezi vice variantami a vybere vzdy tu vedouci nejrychleji k feseni.
@ Rozhoduje se maximalné polynomidlné &asto (vic kroki ani neudéld) a
tak mlzeme jako svédka zvolit posloupnost voleb algoritmu.
@ Potom nam jiz staci deterministicky algoritmus, ktery diky svédkovi
vzdy vi, jak pokracovat.
@ Prevod z deterministického algoritmu se svédky na nedeterministicky
@ Nedeterministicky algoritmus si na za¢atku mize nedeterministicky
nagenerovat svédka (v polynomidlnim &ase)
@ Dale jiz nedeterministicky algoritmus pracuje s vygenerovanym svédkem
stejné, jako deterministicky

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 23. kvétna 2007 15 / 32




Polynomidlni prevoditelnost

Problém P; je polynomialné preveditelny na problém P,, jestlize existuje
algoritmus s polynomidlni ¢asovou slozitosti, ktery pro libovolny vstup w
problému P; sestroji vstup w’ problému P,, pfi¢emz plati, Ze odpovéd na
otazku problému P; pro vstup w je stejnd jako odpovéd na otdzku
problému P, pro vstup w’.

@ Pokud pfevedeme polynomialnim algoritmem w na w’, kde |w| = n a
\w'| = m, tak m € O(n¥). Pokud je P, € PTIME, tak jeho sloZitost
je v O(m'). Pokud pfevedeme w na w’ a na to spustime algoritmus
pro Py vyfesime v O((n*)) = O(n¥') = O(n") problém P;. Tedy
P; € PTIME.

@ Podobnég, prevedeme-li P; na P, a P, € NPTIME, tak i
P1 € NPTIME
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Polynomidlni prevoditelnost

S nékolika priklady prevodu jste se setkali v pfedmétu Diskrétni
matematika.

Tok v siti

Vstup: Orientovany ohodnoceny graf s vyznacenou dvojici vrcholi
zdroj a stok a konstanta /

Vystup: ANO, pokud existuje v grafu tok o velikosti /, NE jinak

| \

Parovani v bipartitnim grafu
Vstup: Neorientovany bipartitni graf a konstanta k

Vystup: ANO, pokud existuje parovani o velikosti k (k hran takovych,
Ze zadné dvé z nich nemaji stejny koncovy vrchol)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 23. kvétna 2007 17 / 32



Polynomidlni prevoditelnost

@ Je znam polynomialni algoritmus feSici problém toku v siti

@ Problém parovani dokazeme prevést na problém toku v siti v
polynomidlnim Case (dokonce linedrnim) a tedy sloZzenim dvou
algoritmi (pfevodu a feSeni problému toku) dostaneme algoritmus
resSici problém pdrovani v polynomidlnim case.

@ P¥i prevodu si oznalime partity grafu, ktery je vstupem pro parovani,
jako Vi a V5. Priddme nové dva vrcholy z a s. Pfidame orientované
hrany ze z do kazdého vrcholu z V4. Hrany mezi vrcholy z V; a V)
budou mit orientaci ve sméru z V; do V,. Z kazdého vrcholu z V5,
priddme orientovanou hranu do s.
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NP-Gplnost

Problém Q je NP-tézky, pokud kazdy problém ve t¥idé NP (neboli
NPTIME) Ize na Q prevést polynomidlnim prevodem.

Definice

| A\

Problém @ nazveme NP-tplnym, pokud je NP-tézky a soucasné patti do
tridy NP.

@ Pokud bychom znali polynomialni algoritmus pro kterykoliv NP-Gplny
problém P, tak dokdzeme polynomidlné resit viechny.

o Kazdy NP-GplIny problém P’ totiz miZeme pFevést na P a sloZzenim
dvou polynomialnich algoritmil (pfevodu a feSeni P) dostaneme zase
polynomidlni algoritmus Fesici P’.
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NP-Gplnost

Necht problém @ je NP-tézky. Pokud existuje polynomidlni prevod
problému Q na néjaky problém P, pak také P je NP-tézky.

Duakaz: Protoze je @ NP-tézky, je mozné na néj prevést vsechny problémy
z tfidy NP. Spojeni algoritmi prevodu na @ a z @ na P dostaneme pro
jakykoliv problém z NP algoritmus prevodu na P. Protoze tedy jakykoliv
problém z NP umime prevést na P, je P NP-tézky.
@ Dokazovat NP-tézkost hledanim prevodl vsech problém(i z NP neni
mozné
@ Na zakladé této véty nam staci ukazat prevod z jednoho problému,
o kterém jiz dfive bylo dokdzano, ze je NP-tézky.
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NP-Gplnost

@ Navrzeni polynomidlniho algoritmu pro jeden NP-aplny problém
znamena, ze znadme polynomialni algoritmus pro kazdy problém v NP

@ Navrzeni polynomialniho algoritmu pro problém z NP, ktery neni
NP-tézky, neznamend nic pro slozitost NP-tézkych problémii

o Otazka jestli P = NP je jednou z nejzndméjsich dlouhodobé
otevrenych otazek teoretické informatiky

o Predpoklada se P # NP, tedy ze NP-Gplné problémy nepatfi mezi
efektivné resitelné

@ Otdazka ale zni, jestli viibec néjaky NP-(plny problém existuje. Jak
ukdzat, ze vSechny problémy z NP jdou na néj prevést, kdyz jich je
nekonecné mnoho?
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NP-Gplnost

SAT - Splnitelnost logickych formuli

Vstup: Logicka formule @ v konjunktivni normalni formé

Vystup: ANO, pokud existuje ohodnoceni p proménnych takové, aby
pravdivostni hodnota formule p(®) =1

Priklad: Mé&jme formuli

® = (a1 V-axVag) A(—apVas)A(—ar V-az Vv —ag)

Reseni: Pokud ohodnotime napt. ju(a1) = p(a3) = 1, p(az) = p(as) =0
dostaneme u(®) = 1, tedy odpovéd je, Ze formule je splnitelna.

@ ai, ap, as, a4 nazyvame atomické promeénné.
@ Proménné i jejich negace jsou literaly.

@ Disjunkce, napf. (a1 V —ay V a4), nazyvame klauzule.

@ Aby byla formule splnéna, musi ohodnoceni pfifazovat 1 alespon
jednomu literdlu v kazdé klauzuli.
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Cookova véta

Véta (Cook)
Existuje NP-Gplny problém.

@ V dikazu se ukdze, ze SAT je NP-aplny

@ Prislusnost SATu do NP je zfejma. Nedeterministicky algoritmus hada
ohodnoceni proménnych a jen ové¥fi pravdivostni hodnotu formule
(popf. vyuzijeme svédka v podobé ohodnoceni proménnych a
algortimus jen kontroluje, jesli je ohodnoceni spravné).

@ Presny diikaz NP-obtiznosti neni Gplné snadny, musi se oSetfit mnoho
drobnosti
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Cookova véta

o Kazdy problém z NP m3a byt prevoditelny na SAT

@ Pro jeden konkrétni problém, pro ktery chceme prevoditelnost zrovna
ukdzat, existuje néjaky nedeterministicky Turinglv stroj, ktery jej
rozhoduje

@ UkaZzeme konstrukci, kterd pro tento Turingiv stroj M a vstupni
slovo w sestroji formuli ¢,

@ Formule ¢, bude spinitelnd pravé tehdy, kdyz TS pfijme slovo w

@ Naisledujici konstrukce funguje pro vsechny Turingovy stroje, tedy
bychom mohli postupné ukazat prevod vsech problémi z NP na SAT
(coz nemiizeme udélat explicitné, protoze jich je nekone¢né mnoho)
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Cookova véta

Vypocet Turingova stroje M na vstupnim slové w (|w| = n) mizZeme
reprezentovat tabulkou

0 1 2 nk
0|# | (qo,wp) W2 Wo | # - # 4t
i # al az R an an+1- .. #
nk| # 51 B2 On ﬁn+1... #
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Cookova véta

@ Zavedeme proménné x; ;s pro kazdé 0 </ < nk, 0 <j< nk, seTl.
Hodnota 1 takové proménné znamend, ze v i-tém Fadku a j-tém
sloupci se nachazi symbol s, tedy stroj ma v i-té konfiguraci na j-té
pozici pasky symbol s.

@ Zavedeme proménné Xi j.(q.s) Pro kazdé 0 < j < nk, 0 <j< nk,sel
a g € Q. Hodnota 1 takové proménné znamena, ze v j-tém Fadku a
J-tém sloupci se nachdzi symbol (g, s), tedy stroj ma v i-té
konfiguraci na j-té pozici pasky symbol s, na tento symbol ukazuje
hlava a stroj se nachazi ve stavu q.

o Formuli ¢q,w vytvofime jako

Qb/\/l,w = ¢cell A ¢start A ¢move A d)accept
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Cookova véta

Ocen je formule, kterd musi zajistit, ze v kazdé bunce tabulky je pravé
jeden symbol.

bt = )\ \V o xis | A AN g Vi)

0<i,j<nk selU(QxT) r£teTU(QxT)

\/SGFU(QXI‘) Xi j.s zajisti, Ze kazdd bunika obsahuje alespon jeden symbol.

Nrzeeru(oxry(TXij,r V 7Xij,e) zajisti, Ze Zadna bufika neobsahuje vice
riznych symboli.
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Cookova véta

Ostart Musi zajistit, ze prvni radek odpovida pocateéni konfiguraci. Tedy na
pasce je slovo w, hlava ukazuje na prvni symbol tohoto slova a stav je qp.

¢start = XO,O,# A X071’(q0’W1) A X(_')72,W2 AN XO,n,wn A X07n+]_’# AN XO,nk,#
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Cookova véta

®accept Musi zajistit, Ze na poslednim Fadku tabulky se vyskytuje stav
gano- Predpokladame, ze pokud Turinglv stroj skonci vypocet driv nez po
n¥ krocich, véechny nasledujici konfigurace (¥adky tabulky) jsou stejné.

¢accept = \/ Xnk j(Ganow)

1<j<nk,werl
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Cookova véta

®move Musi zajistit, ze kazda nasledujici konfigurace vznikne z predchozi
spravnym zpusobem.

@ Musime prozkoumat vsechna “okna” o dvou fadcich a tfech sloupcich.

@ Pokud horni fadek neobsahuje stav, muze v dolnim pribyt na kraji
stav, ale symboly musi z(stat stejné.

@ Pokud horni radek obsahuje stav, miZe na spodnim byt stav posunuty
a symbol na pozici, kde stav byl, mize byt jiny.

@ Konkrétni spravna okna zalezi jen na prechodové funkci stroje M.
Vibec nezdlezi na délce vstupu w, takze pocet spravnych oken je
konstantni vzhledem k velikosti vstupu.

@ Oznac¢me SO mnozinu spravnych oken, tedy Sestic symboli z
I'U (Q x I') takovych, Ze tvofi spravné okno

Smove = [\ Vo (ietjeia A XijiLas)

1<i,j<nk (a1,...,a6) €SO
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Cookova véta

@ Formule (Z)M,W = ¢cell A (bstart A ¢move A ¢accept je polynomiélni
vzhledem k n.

@ Jestlize je splnitelna tato formule, dokaZzeme vyplnit tabulku tak, ze
reprezentuje pfijimajici vypolet Turingova stroje M na slové w.

@ Jestlize je formule nesplnitelna, tak neexistuje pfijimajici vypocet
Turingova stroje M na slové w, protoZe se ndm nepodafi vyplnit
tabulku reprezentujici takovy vypocet.

@ Ukazali jsme tedy polynomidlni prevod libovolného problému z NP na
problém SAT
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