Rekurentni vztahy

Nékdy je vhodné vyjadfovat hodnotu funkce pomoci rekurentnich vztahu.

Rekurentni vztah je rovnice nebo nerovnice, kde je hodnota funkce pro
vétsi argumenty vyjadfena pomoci hodnot, kterych funkce nabyva pro
mensi argumenty.

Priklad: Kolik vrcholi ma dplny binarni strom vysky n?

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 23. kvétna 2007 1/51



Rekurentni vztahy

T (n) — pocet vrcholi Gplného binadrniho stromu vysky n

_J1 pron=20
7-('1)_{2‘T(n—1)+1 pron >0

T(n—1) T(n—1)
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Rekurentni vztahy

] 1 pron=20
7_('1)_{2‘T(n—1)+1 pron >0

T(0) =1
T(1)=2-TO)+1=2-1+1=3
T2)=2-T(1)+1=2-34+1=7
T)=2-TQ)+1=2-7+1=15
T(4)=2-T3)+1=2-15+1=31
T(5)=2-T(4)+1=2-31+1=63
T(6)=2-T(5)+1=2-63+1=127
T(7)=2-T(6)+1=2-127+1 =255
T(8)=2-T(7)+1=2-255+1=511
T(9)=2-T(8)+1=2-511+1=1023
T(10) =2-T(9)+1=2-1023+ 1 = 2047
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Rekurentni vztahy

Pokud chceme vyjadfit hodnotu T (n) nerekurentné, jednou z moznosti je
pouzit tzv. substitu¢ni metodu:

© Uhodnout spravné feseni.

© Ovéfit jeho spravnost pomoci matematické indukce.
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Rekurentni vztahy

Ptiklad:

)1 pron=20
T(n)_{2-T(n—1)—|—1 pron >0

Uhodneme, 7e T(n) = 2"+1 — 1.
Indukci ovéfime, Ze tomu tak skuteéné je:
@ Baze (i=0): T(0)=20"1-1=1
@ Indukéni krok (i > 0):
T(i)=2-T(i—-1)+1
= 2. (0-DF 1y 41

=2.2-2+1
:2f+1_1
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Rekurentni vztahy

Poznamka: Alternativni moznosti je spocitat pocty vrcholi v jednotlivych
wvrstvach® stromu.
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Rekurentni vztahy

Rekurentni vztahy se Casto pouzivaji pfi zkoumani ¢asové slozitosti
rekurzivnich algoritm.

Priklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setridéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.
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Rekurentni vztahy
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Rekurentni vztahy
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Rekurentni vztahy

Rekurentni vztahy se Casto pouzivaji pfi zkoumani ¢asové slozitosti
rekurzivnich algoritm.

Priklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setridéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

58] 61]
= 10[11]34]42]
153]67]
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Rekurentni vztahy

Rekurentni vztahy se Casto pouzivaji pfi zkoumani ¢asové slozitosti
rekurzivnich algoritm.

Priklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setridéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

—  [10]11]34]42]53]
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Rekurentni vztahy
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Rekurentni vztahy

Rekurentni vztahy se Casto pouzivaji pfi zkoumani ¢asové slozitosti
rekurzivnich algoritm.

Priklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setridéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

—  [10]11]34]42]53[58]61]67]
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Rekurentni vztahy

MERGE-SORT(A, p, r)
1 ifr—p>1

2 then g — |(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, q, r)

5 MERGE(A, p, q, r)

Pro setfidéni pole A, které obsahuje prvky A[0], A[1],--- , A[n —1],

zavoldame MERGE-SORT(A, 0, n).

Poznamka: Procedura MERGE(A, p, g, r) spoji setfidéné posloupnosti
ulozené v Alp..q — 1] a Alg..r — 1] do jedné posloupnosti ulozené
vAp..r—1].
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Rekurentni vztahy

Vstup: 58, 42, 34, 61, 67, 10, 53, 11

(10 11 34 42 53 58 61 67|

— T~

|34 42 58 61| 10 11 53 67|
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Rekurentni vztahy

Dobu vypoétu T(n) algoritmu MERGE-SORT pro vstup velikosti n
muzeme vyjadrit jako:

[ eq) pron=1
T(n) = { 2T(n/2) 4+ O(n) pron>1

Poznamka: ©(1) oznaduje mnozinu vSech funkci jejichz hodnota je
omezena konstantou.

Poznamka: Presnéji mizeme T (n) vyjadfit jako

_ @(1) pron=1
T(n) = { T([n/2) + T(ln/2]) + ©(n)  pron>1
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Rekurentni vztahy

Pokud bychom znali hodnoty vSech konstant a presné hodnoty funkci,
mohli bychom spoéitat presnou hodnotu T (n) pro libovolné n.

Ptiklad:

_ 4 pron=1
{ T([n/2])+ T(|n/2]) +5n+11 pron>1

T(1)=4

T(2)=T([2/2])+ T(|2/2])+5-2+11=T(1)+ T(1)+21=29
T(3)=T([3/2])+ T(|3/2])+5-3+11=T(2)+ T(1)+26 =59
T(4)=T([4/2])+ T(|4/2])+5-4+11=T(2)+ T(2)+31=289
T(5)=T([5/2])+ T(|5/2])+5-5+11=T(3)+ T(2)+36=124
T(6)=T([6/2])+ T([6/2])+5-6+11=T(3)+ T(3)+41 =159
TT)=T(7/2])+ T(|7/2])+5-7+11=T(4)+ T(3) +46 =194
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Rekurentni vztahy

@ Presné hodnoty funkci vétSinou nezndme, misto nich zndme jen
asymptotické odhady.

@ V tom pripadé bude vysledkem také jen asymptoticky odhad.

@ | kdyz vSechny presné hodnoty zndme, miiZze nam stacit jen
asymptoticky odhad, pokud by pfesné odvozeni bylo prilis
komplikované.
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Rekurentni vztahy

O(1) pron=1

Priklad: T(n) = { 2T(Ln/2J) +n pro n > 1

Uhodneme, ze feSenim je T(n) = O(nlogn), a dokazeme, ze
T(n) < cnlgn pro néjakou vhodné zvolenou konstantu c:

T(n) <2(c|n/2]lg(|n/2])) +n
< cnlg(n/2) +n
=cnlgn—cnlg2+n
=cnlgn—cn+n

<cnlgn

kde posledni nerovnost plati pro libovolné ¢ > 1.

Poznamka: Ig n oznacuje log, n.
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Rekurentni vztahy

Zbyva ovéfit, Ze plati baze indukce.
Predpoklddejme na chvili pro jednoduchost, ze T(1) = 1.

Vsimnéte si, ze vztah T(n) < cnlg n neplati pro n =1, at uz zvolime
jakoukoliv hodnotu ¢ > 1 (protoze Ig1 = 0), a baze indukce tedy neplati!

Reseni: Pokud chceme odvodit pouze asymptoticky odhad, staci ukazat,
ze T(n) < cnlgn plati pro n > ng, kde ng je néjakd vhodné zvolena
konstanta.
Zvolime-li napriklad ng = 2, staci ukazat, ze pro n€jaké c plati pro
libovolné n > 2 vztah T(n) < cnlgn:

o Baze: T(2) < c2lg2, T(3) < c3lg3

Plati pro ¢ =2, nebot T(2) =4a T(3) =5
@ Indukéni krok: pro n > 4 hodnota T (n) nezévisi (pfimo) na T(1).
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Rekurentni vztahy

P¥i pouzivani asymptotické notace je tfeba davat pozor, protoze snadno
muzeme udélat chybu pri zanedbavani konstant.

Ptiklad:

[ e pron=1
T(n)—{ 2T(|n/2])+n pron>1

Uhodneme, Ze T(n) = O(n) a tedy T(n) < cn pro néjakou konstantu c.

T(n) <2(c|n/2])+n
<cn-+n
= 0(n) <= Chybal

Vyse uvedené odvozeni je Spatné, protoze jsme nedokazali, ze T(n) < cn
plati pro tutéz konstantu c, ktera byla pouzita v indukénim predpokladu.
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Rekurentni vztahy

Poznamka:
Nadale budeme predpokladat, Ze pro ,,malé" hodnoty n je funkce T (n)
omezena néjakou konstantou, tj. Ze existuji néjaké konstanty c, d takové,
Ze

n<d = T(n<c

Tento predpoklad nebudeme nadale explicitné uvadét.

Pokud se napfiklad hodnota T (1) zméni, vyslednd hodnota T (n) se
vétSinou zméni nanejvys o konstantu, ale asymptoticky rast funkce T(n)
se nezméni.
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Rekurentni vztahy

Lemma

Necht ay, ..., ak, c jsou kladné konstanty takové, Ze a; + ... +ax <1 a
pro funkci T : N — N plati

T(n) < T([ain])+ T([azn])+ ...+ T([axn]) + cn.

Pak T(n) = O(n).

Dukaz: Zvolme € > 0 takové, ze a; + ...+ ax < 1 — 2¢. Pak pro néjaké
dostatecné velké ng plati pro vSechna n > ng

[ain] + ...+ [akn] < (1 —¢€)n

Chceme ukazat, ze pro néjaké vhodné zvolené d plati pro vSechna n >1

T(n) <dn
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Rekurentni vztahy

@ Baze: Pro n < ng staci, aby pro d platilo

d>max{T(n)/n|1<n<ngp}

@ Indukéni krok:
T([ain])+ ...+ T([akn]) +cn
d-[ain|+...+d-[akn] +cn
d-([ain] + ...+ [akn]|) +cn
d-(1—¢)n+cn
=dn—den+cn
=dn— (de —¢c)n
< dn
Posledni nerovnost plati, pokud d zvolime tak, ze de > c.
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Rekurentni vztahy

Lemma

Necht k > 2 a a1, ..., ax, ¢ jsou kladné konstanty takové, ze
a1+...+ax=1apro funkci T : N — N plati

T(n) < T([ain])+ T([azn])+ ...+ T([axn]) + cn.

Pak T(n) = O(nlogn).

Dukaz by byl podobny jako v pfedchozim pfipadé (o néco komplikovanéjsi).
Ideu budeme ilustrovat na prikladé

T(n)=T(n/3)+ T(2n/3) + cn

Ukazeme, ze T(n) = O(nlogn). Pro jednoduchost zanedbdme
zaokrouhlovani.
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Rekurentni vztahy

Celkem: O(nlogn)
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Rekurentni vztahy

Véta (Master theorem)

Necht a > 1 a b > 1 jsou konstanty, f : N — N je funkce a funkce
T : N — N je definovana vztahem

T(n)=aT(n/b) + f(n)
Pak plati:
@ Je-li f(n) = O(n°), kde ¢ < log, a, pak T(n) = ©(n'°8s2),

o Je-li f(n) = ©(n'°8:3), pak T(n) = O(n'°&>7log n).
o Je-li f(n) = O(n°), kde ¢ > log, a, pak T(n) = O(n°).

Poznamka: Zapis n/b ve vySe uvedené vété, mize znamenat jak [n/b|,
tak [n/b].
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Slozitost problému
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Slozitost problémil

Ukazuje se, ze rizné (algoritmické) problémy jsou riizné tézké.

(]

(4

Obtiznéjsi jsou ty problémy, k jejichz FeSeni potfebujeme vice Casu a
paméti.

©

Obtiznost problémi chceme néjak posuzovat, a to jak
@ absolutné — kolik ¢asu a kolik paméti potfebujeme k jejich feseni, tak

sV vy

@ relativné — o kolik je jejich feSeni obtiznéjSi nebo naopak jednodussi
oproti jinym problémdm.

©

Pro¢ se u nékterych problému nedafi nalézt efektivni algoritmy?
Miuize vibec néjaky efektivni algoritmus pro dany problém existovat?

o

Kde presné jsou limity toho, co mizZeme prakticky zvladnout?
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Slozitost problémil

Je potfeba odlisovat slozitost algoritmu a slozitost problému.

Pokud napriklad zkoumdme ¢asovou slozitost v nejhorSim pripad€, mohli
bychom neformalné Fict:

@ slozitost algoritmu — funkce, ktera vyjadfuje, kolik kroki maximalné
udéla dany algoritmus pro vstup velikosti n

@ slozitost problému — jaka je casova slozitost ,,nejoptimalnéjsiho*
algoritmu, ktery resSi dany problém

Zavedeni pojmu ,sloZitost problému* ve vyse uvedeném smyslu narazi na
znacné technické obtize. Pojem ,slozitost problému” se tedy jako takovy
nedefinuje, ale obchazi se zavedenim tzv. t¥id slozitosti.

Pokud pak hovorime o slozitosti problému, mame tim na mysli to, do
kterych t¥id sloZitosti dany problém patfi resp. nepatfi.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 23. kvétna 2007 25 /51



Tridy slozitosti

Tridy slozitosti jsou podmnoziny mnoziny vSech (algoritmickych)
problému.

Dana konkrétni trida slozitosti je vzdy charakterizovana néjakou vlastnosti,
kterou maji problémy do ni patfici.

Typickym prikladem takové vlastnosti je vlastnost, Zze pro dany problém
existuje néjaky algoritmus s urcitym omezenim (napf. ¢asové nebo
prostorové slozitosti):

@ Do dané tfidy pak patfi vsechny problémy, pro které takovyto
algoritmus existuje.

@ Naopak do ni nepatfi problémy, pro které zadny takovy algoritmus
neexistuje.
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Tridy slozitosti

Pro libovolnou funkci f : N — N definujeme tfidu 7 (f(n)) jako tfidu
obsahujici pravé ty problémy, pro néz existuje algoritmus s ¢asovou
sloZitosti O(f(n)).

Priklad:
@ 7 (n) — tfida vSech problému pro néz existuje algoritmus s ¢asovou
slozitosti O(n)

@ 7 (n?) - t¥ida viech problém(i pro nez existuje algoritmus s ¢asovou
slozitosti O(n?)

@ 7T (nlog n) — tfida vSech problém0 pro nezZ existuje algoritmus
s Casovou slozitosti O(nlog n)
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Tridy slozitosti

Pro libovolnou funkci f : N — N definujeme tfidu S(f(n)) jako tfidu
obsahujici pravé ty problémy, pro néz existuje algoritmus s prostorovou
sloZitosti O(f(n)).

Priklad:
@ S(n) — tfida v8ech problémi pro néz existuje algoritmus s prostorovou
slozitosti O(n)
@ S(n?) - t¥ida viech problém(i pro nez existuje algoritmus
s prostorovou slozitosti O(n?)

@ S(nlog n) — t¥ida viech problém0 pro nez existuje algoritmus
s prostorovou sloZitosti O(nlog n)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 23. kvétna 2007 28 / 51



Tridy slozitosti

Poznamka:

Vsimnéte si, ze u tfid 7 (f) a S(f) mize to, které problémy do dané tfidy
pat¥i, zaviset na pouzitém vypocetnim modelu (zda je to stroj RAM,
jednopéskovy Turingiv stroj, vicepaskovy Turingtiv stroj, ... ).
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Tridy slozitosti

Pomoci tfid 7 (f(n)) a S(f(n)) mizeme definovat tfidy PTIME a PSPACE
jako
PTIME = | 7(n*) PSPACE = [  S(n¥)
k>0 k>0

@ PTIME je trida vSech problémi, pro které existuje algoritmus
s polynomialni ¢asovou slozitosti, tj. s ¢asovou slozitosti O(nk), kde k
je néjaka konstanta.

o PSPACE je tfida vSech problém, pro které existuje algoritmus
s polynomialni prostorovou sloZitosti, tj. s prostorovou slozitosti
O(n*), kde k je n&jaka konstanta.
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Tridy slozitosti

Poznamka: Vzhledem k tomu, Ze vSechny (rozumné) vypocetni modely
jsou schopné se navzdjem simulovat tak, ze pti dané simulaci nevzroste
pocet krokd ani mnozstvi pouzité paméti vic nez polynomialné, neni
definice tfid PTIME a PSPACE zavisla na pouzitém vypocetnim modelu.
Pro jejich zadefinovani mizeme pouzit kterykoliv vypocetni model.

Rikame, Ze tyto t¥idy jsou robustni — jejich definice nezavisi na pouZitém
vypocetnim modelu.
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Tridy slozitosti

Analogicky miiZeme zavést dalsi tridy:

EXPTIME — mnozina vSech problémd, pro které existuje algoritmus
v . K C e s
s ¢asovou slozitosti 29(") kde k je n&jaka konstanta

EXPSPACE — mnozina vSech problémi, pro které existuje algoritmus
. k C s
s prostorovou slozitosti 29("), kde k je n&jaka konstanta

LOGSPACE — mnozina vSech problémi, pro které existuje algoritmus
s prostorovou sloZitosti O(log n)

Poznamka: Misto 20() bychom mohli psat také O(c”k), kde c a k jsou
néjaké konstanty.
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Tridy slozitosti

Pti definici tfidy LOGSPACE musime presnéji specifikovat, co povazujeme
za prostorovou slozitost algoritmu.
Uvazujeme napriklad Turinglv stroj, ktery pracuje se tfemi paskami:

@ Vstupni paskou, na které je na zacatku vypoctu zapsan vstup.
Z této pasky je mozno pouze Cist.

@ Pracovni paskou, kterd je na zaCatku vypoltu prazdna. Z této pasky
je mozno dist i na ni zapisovat.

@ Vystupni paskou, ktera je také na zacatku vypoctu prazdna a na
kterou je mozZno pouze zapisovat.

Mnozstvi pouzité paméti je pak definovdno, jako pocet pouzitych poli¢ek
na pracovni pdsce.
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Tridy slozitosti

Dalsi priklady tfid slozitosti:

2-EXPTIME — mnozina vSech problémd, pro které existuje algoritmus

. . , ~00(n¥ C e
s &asovou slozitosti 22°"" ), kde k je né€jakad konstanta

2-EXPSPACE — mnozZina vSech problémd, pro které existuje algoritmus

v , o] nk . v ,
s prostorovou sloZitosti 22 ( ), kde k je né€jaka konstanta

ELEMENTARY — mnozina vsech problémd, pro které existuje algoritmus
s Casovou (¢i prostorovou) slozitosti

,20(1)
22"

kde k je konstanta a poclet exponentl je omezen konstantou.
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Pokud Turingliv stroj provede m krokl, tak pouzije maximalné m policek
na pasce.

Pokud tedy existuje pro néjaky problém algoritmus s ¢asovou slozitosti
O(f(n)), ma tento algoritmus pamétovou sloZitost (nejvyse) O(f(n)).

Je tedy zrejmé, ze plati nasledujici vztah.

Pozorovani
Pro libovolnou funkci f : N — N plati 7(f(n)) C S(f(n)).

Poznamka: Analogicky bychom mohli argumentovat napfriklad pro
stroj RAM.
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Z predchoziho okamzité plyne:

PTIME C PSPACE
EXPTIME C EXPSPACE
2-EXPTIME C 2-EXPSPACE

Vzhledem k tomu, ze polynomialni funkce rostou pomaleji nez
exponencialni, zjevné plati:

PTIME C EXPTIME C 2-EXPTIME C - --

LOGSPACE C PSPACE C EXPSPACE C 2-EXPSPACE C - --
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Pro libovolnou prostorové zkonstruovatelnou funkci f : N — N existuje
problém, ktery je mozné fesit algoritmem s prostorovou slozitosti O(f(n)),
ale neni mozné fesit zadnym algoritmem s prostorovou slozitosti o(f(n)).

Dikaz tohoto tvrzeni je netrividlni a znacné presahuje rozsah tohoto
predmétu.

Poznamka: Funkce f : N — N, kde f(n) > log n, se nazyva prostorové
zkonstruovatelnd, jestlize existuje algoritmus s prostorovou

sloZitosti O(f(n)), ktery pro vstup w, kde |w| = n, vytvofi binarni
reprezentaci hodnoty f(n).

Prakticky vSechny ,rozumné" funkce maji tuto vlastnost.
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Dusledek

Pro libovolné dvé funkce fi, > : N — N takové, ze fi(n) je v o(fa(n)) a
f(n) je prostorové zkonstruovatelnd, plati, ze S(fi(n)) C S(f2(n)).

Z tohoto tvrzeni okamzité plynou ndsledujici dasledky:

@ Pro libovolna dvé redlna Cisla 0 < €1 < €5 plati

5(n%) € §(n)

o LOGSPACE C PSPACE
o PSPACE C EXPSPACE
o EXPSPACE C 2-EXPSPACE
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Pro libovolnou ¢asové zkonstruovatelnou funkci t : N — N existuje
problém, ktery je mozné fesit algoritmem s ¢asovou slozitosti O(t(n)), ale
neni mozné fesit zadnym algoritmem s ¢asovou slozitosti o(t(n)/ log t(n)).

Poznamka: Funkce t : N — N, kde t(n) > log n, se nazyva ¢asové
zkonstruovatelnd, jestlize existuje algoritmus s ¢asovou slozitosti O(t(n)),
ktery pro vstup w, kde |w| = n, vytvofi binarni reprezentaci hodnoty t(n).

Dusledek

Pro libovolné dvé funkce t;, tp : N — N takové, ze t1(n) je
v o(t2(n)/ log ta(n)) a ta(n) je Casové zkonstruovatelnd, plati, ze
7 (fi(n)) & T(f2(n)).
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Z predchoziho plynou nasledujici dasledky:

@ Pro libovolna dvé redlna cisla 0 < ¢; < €3 plati

T(n) ¢ T(n?)

e PTIME C EXPTIME
o EXPTIME C 2-EXPTIME
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

P¥i zkoumani vztah(i mezi tfidami slozitosti se ukazuje jako uzitecny pojem
konfigurace.

Konfiguraci budeme rozumét celkovy stav, ve kterém se béhem jednoho
kroku nachazi stroj, provadéjici néjaky dany algoritmus.

@ U Turingova stroje je konfigurace dana stavem jeho fidici jednotky,
obsahem pasky (resp. pasek) a pozici hlavy (resp. hlav).

@ U stroje RAM je konfigurace ddna obsahem paméti, obsahem vsech
registri (véetné IP) a pozicemi Cteci a zapisovaci hlavy.
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Mélo by byt jasné, ze konfigurace (resp. jejich popisy) mizeme zapisovat
jako slova v néjaké abecedé.

Navic miZeme konfigurace zapisovat tak, ze délka téchto slov bude zhruba
stejnd jako mnozstvi paméti pouzité algoritmem (tj. poclet poli¢ek na

pasce pouzitych Turingovym stojem, pocet bitl paméti pouzitych strojem
RAM apod.).

Poznamka: Pokud mame abecedu ¥, kde |X| = ¢ tak:
@ Pocet slov délky n je ¢, tj. 29(".

@ Pocet slov délky nejvyse n je

-1
ZC c—1

tj. také 29(n),
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Je jasné, ze béhem vypoctu korektniho algoritmu se zadna konfigurace
nemuiZe zopakovat, protoze jinak by se algoritmus zacyklil a bézel by
donekonecna.

Pokud tedy vime, Zze pamétova slozitost néjakého algoritmu je O(f(n)),
znamena to, ze pocet riznych konfiguraci dosazitelnych béhem vypoctu
je 20(F(m)

ProtozZe se konfigurace béhem zadného vypoctu neopakuji, je i Casova
sloZitost daného algoritmu maximaln& 20(f(m)

Pozorovani

Pro libovolnou funkci f : N — N plati, ze S(f(n)) C 7 (2f(").
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Z predchoziho plynou nasledujici dasledky:

LOGSPACE C PTIME
PSPACE C EXPTIME
EXPSPACE C 2-EXPTIME
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Shrnuti:

LOGSPACE C PTIME C PSPACE C EXPTIME C EXPSPACE C
C 2-EXPTIME C 2-EXPSPACE C --- C ELEMENTARY

Navic je znamo, Ze:

o PTIME C EXPTIME C 2-EXPTIME C ---
o LOGSPACE C PSPACE C EXPSPACE C 2-EXPSPACE C - --
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Horni a dolni odhady slozitosti problémii

Hornim odhadem slozitosti problému rozumime to, Ze slozitost problému
neni vyssi nez néjakad uvedenad.
Vétsinou je to formulovano tak, ze dany problém patfi do néjaké urcité
tridy sloZzitosti.
Priklady tvrzeni, které se tykaji hornich odhadi slozitosti:

@ Problém nalezeni nejkratsi cesty v grafu je v PTIME.

@ Problém ekvivalence dvou regularnich vyrazl je v EXPSPACE.

Pokud chceme zjistit néjaky horni odhad slozitosti problému, staci ukazat,
Ze existuje algoritmus s danou slozitosti.
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Horni a dolni odhady slozitosti problémii

Dolnim odhadem slozitosti problému rozumime to, ze slozitost problému
je alespon takova jako néjaka uvedena.

VétsSinou je to formulovdno tak, ze dany problém nepatfi do néjaké urcité
tridy slozitosti.

Obecné je zjistovani (netrivialnich) dolnich odhadi slozZitosti problém
mnohem obtizné;jsi neZ zjistovani hornich odhadd.

Pro odvozeni dolniho odhadu musime totiz ukazat, ze neexistuje zadny
algoritmus, ktery by Fesil dany problém a pfitom mél danou slozitost.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 23. kvétna 2007 47 / 51



Ve

Dolni odhad pro problém tridéni

Problém , Tridéni*
Vstup: Posloupnost prvki ag, as, ..., an.
Vystup: Prvky a1, ap, ..., a, setfidéné od nejmensiho po nejvétsi.

Ukazeme, Ze kazdy algoritmus, ktery resi problém t¥idéni a na prvcich
tfidéné posloupnosti pouZivd pouze operaci porovnavani (tj. nezkouma
obsah téchto prvki), ma slozitost Q(nlog n).
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Ve

Dolni odhad pro problém tridéni

Jestlize algoritmus nezkouma obsah jednotlivych prvki jinak nez jejich
porovnavanim, je zfejmé, Ze pro cinnost algoritmu je dilezité pouze
relativni poradi prvkl na vstupu a nikoliv jejich konkrétni hodnoty.
MiZeme se tedy omezit na pfipad, kdy vstupem jsou pouze permutace
mnoziny {1,2,...,n}.

Budeme sledovat béhem vypoctu hodnotu registru IP stroje RAM, tj. ktera
instrukce se v kterém kroku provadi.

Pokud predlozime stroji RAM dvé riizné permutace, je jasné, Ze od
néjakého okamziku se budou hodnoty registru IP lisit (v dasledku
porovnani dvou prvkid a nasledného provedeni nebo naopak neprovedeni
podminéného skoku), protoze pokud by se v obou vypoétech provadély
presné stejné operace, v jednom z nich bychom dostali chybny vystup.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 23. kvétna 2007 49 / 51



e

Dolni odhad pro problém tridéni

Vsechny mozné vypoclty nad vstupy velikosti n si mzeme predstavit jako
strom, kde jednotlivé vétve odpovidaji jednotlivym vypoctim.

@ Tento strom musi mit nejméné n! listll, protoze existuje n! riiznych
permutaci n prvkd.

@ Vyska tohoto stromu t (tj. délka jeho nejdelsi vétve) odpovida Casové
slozitosti algoritmu.

@ Predpokladame-li, ze kazdy vrchol ma nanejvys ¢ potomki, pak pocet
listli stromu je nanejvy$ ct.

Z toho plyne, ze

neboli
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e

Dolni odhad pro problém tridéni

Vzhledem k tomu, ze log. n! = ©(nlog n), dostdvdme pozadovany
vysledek.

Poznamka: K dokazani toho, ze log. n! = ©(nlog n), stadi vyuzit faktu,
ze n! < n" < (n!)?, z &eho? plyne

log n! < log n" < log(n!)?

log n! < nlogn < 2logn!

%nlogng log n! < nlogn
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