Rozhodnutelné a nerozhodnutelné
problémy
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Co je to algoritmus?

Algoritmus

Algoritmus je mechanicky postup sklddajici se z néjakych jednoduchych

elementarnich krokd, ktery pro né€jaky zadany vstup vyprodukuje néjaky
vystup.

Algoritmus mize byt zadan:
@ slovnim popisem v prirozeném jazyce
@ pseudokédem
@ jako pocitaCovy program v néjakém programovacim jazyce
@ jako hardwarovy obvod
° ...

Algoritmy slouzi k reSeni rtiznych problémii.

J
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Problémy

Problém

V zaddni problému musi byt uréeno:
@ co je mnozinou moznych vstupl
@ co je mnozinou moznych vystupt

@ jaky je vztah mezi vstupy a vystupy

vstupy vystupy
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Priklady problémd

Problém , Tridéni*

Vstup: Sekvence prvki ai, ap, ..., an.
Vystup: Prvky sekvence aj, ay, . .., a, serazené od nejmensiho po
nejvetsi.
Priklad:

@ Vstup: 8,13,3,10,1,4
o Vystup: 1,3,4,8,10,13

Poznamka: Konkrétni vstup néjakého problému se nazyva instance
problému.
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Priklady problému

Problém ,,Hledani nejkratsi cesty v (neorientovaném) grafu*

Vstup: Neorientovany graf G = (V, E) s ohodnocenim hran, a
dvojice vrchold u,v € V.

Vystup: Nejkratsi cesta z vrcholu u do vrcholu v.

Priklad:
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Dalsi priklady problémii

Problém ,,Prvodiselnost"

Vstup: Prirozené Cislo n.
Vystup: ANO pokud je n prvocislo, NE v opa¢ném pfipadé.

Poznamka: Prirozené Cislo n je prvocislo, pokud je vétSi nez 1 a je
délitelné beze zbytku pouze Cisly 1 a n.

Prvnich nékolik prvodisel: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ...
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Rozhodovaci problémy

Situace, kdy mnozina vystupt je {ANO, NE} je pomérné &astd. Takovym
problémim se fikd rozhodovaci problémy.

Rozhodovaci problémy vétsinou specifikujeme tak, ze misto popisu toho,
co je vystupem, uvedeme otdzku.

Ptiklad:

Problém ,,Prvociselnost"

Vstup: Ptirozené Cislo n.

Otazka: Je n prvocislo?
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Optimalizacni problémy

Dals$im specidlnim pfipadem jsou tzv. optimalizacni problémy.

Optimalizacni problém je problém, kde je Gkolem vybrat z néjaké
mnoziny pripustnych feseni takové feseni, které je v néjakém ohledu

optimalni.
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Optimalizacni problémy

Dals$im specidlnim pfipadem jsou tzv. optimalizacni problémy.
Optimalizacni problém je problém, kde je Gkolem vybrat z néjaké
mnoziny pripustnych feseni takové feseni, které je v néjakém ohledu
optimalni.

Priklad: V problémy ,,Hledani nejkratsi cesty v grafu® je mnozina vsech
pripustnych FeSeni tvorena vSemi cestami z vrcholu u do vrcholu v.
Kritériem, podle kterého cesty hodnotime, je délka cesty.
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Reseni problémi

Reseni problému
Algoritmus korektné resi dany problém, kdyz:

© Se pro libovolny vstup daného problému (libovolnou vstupni instanci)
po kone¢ném poctu kroki zastavi.

© Vyprodukuje vystup z mnoziny moznych vystupd, ktery vyhovuje
podminkdm uvedenym v zadani problému.

Pro jeden problém miZe existovat celd fada algoritm, které jej korektné
resi.

Poznamka: MnoZina vstupnich instanci byva typicky nekonecna.
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Kdédovani vstupu a vystupu

Vétsinou predpokladame, Ze vstupy i vystupy jsou kédovany jako slova
v né€jaké abecedé 3.

Priklad: Napriklad u problému , TFidéni* bychom mohli zvolit jako
abecedu ¥ ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,, }.
Vstupem by pak mohlo byt napriklad slovo

826,13,3901,101,128,562

a vystupem slovo

13,101,128,562,826,3901
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Kdédovani vstupu a vystupu

Poznamka: Ne kazdé slovo ze X* musi reprezentovat néjaky vstup.

Kédovani bychom ale méli zvolit tak, abychom byli schopni snadno poznat
ta slova, ktera néjaky vstup reprezentuji.
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Kdédovani vstupu a vystupu

Priklad: Pokud je vstupem néjakého problému napriklad graf, mazeme ho
reprezentovat jako seznam vrcholid a hran:

Napfriklad nasledujici graf

3

muzeme reprezentovat jako slovo

(1,2,3,4,5),((1,2),(2,4),(4,3),(3,1),(1,1),(2,5),(4,5),(4,1))

v abecedé ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,,, (,) }.
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Kdédovani vstupu a vystupu

MiiZeme se omezit na pripad, kdy jsou vstupy i vystupy kédovany jako
slova v abecedé {0, 1} (tj. jako sekvence bit).

Symboly jakékoli jiné abecedy Ize reprezentovat jako sekvence bitd.

Priklad: Abeceda {a,b,c,d,e, f, g}

a « 001
b <« 010
c < 011
d < 100
e « 101
f < 110
g < 111

Slovo ‘defb’ mizeme reprezentovat jako ‘100101110010'.
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Funkce realizovand algoritmem

Miizeme tedy fict, ze kazdy algoritmus realizuje vypocet hodnot néjaké
funkce
f:3 =X

kde & = {0,1}.

Alternativné se také na algoritmy mizeme divat tak, Ze realizuji vypocet
néjaké funkce
f:N—>N

kde N = {0,1,2,3,...} je mnoZina pfirozenych Cisel, nebot na kazdou
sekvenci bitd se mizeme divat jako na zapis ¢isla v bindrni soustavé.
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Funkce realizovand algoritmem

Funkce
f:3 =X resp. f:N—N

realizovand néjakym algoritmem nemusi byt nutné totdIni, mlze byt
¢asteénd. Hodnota f(x) neni definovana napfiklad v pfipadé, ze se dany
algoritmus pro vstup x nikdy nezastavi.

Poznamka: Funkce f : A — B je totalni, jestlize hodnota f(x) je
definovana pro libovolné x € A, a ¢astecna, jestlize pro nékterd x € A
nemusi byt hodnota f(x) definovana.
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Algoritmy a problémy

Stejné jako na algoritmy i na problémy se miizeme divat jako na funkce
typu:
3 =X resp. f:N—N

Jestlize algoritmus realizuje néjakou funkci f’, Fekneme, Ze tento
algoritmus ¥esi problém popsany funkci f, jestlize se pro libovolny vstup x
zastavi s tim, ze

f(x) = f(x)
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Rozhodovaci problémy a jazyky

Na rozhodovaci problémy miizeme pohlizet jako na jazyky.
Jazyk odpovidajici danému rozhodovacimu problému je mnozina téch slov

ze X, kterd reprezentuji ty vstupy, pro néz je odpovéd ANO.

Priklad: Jazyk L tvofeny témi slovy ze {0,1}*, kterd jsou binarnim
zapisem néjakého prvocisla.

Napriklad 101 € L, ale 110 ¢ L.
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Rozhodovaci problémy

Casto se pfi zkoumani algoritmi a problému omezujeme jen na
rozhodovaci problémy.

Neni to vsak na tkor obecnosti, nebot libovolny obecny problém mozné
vhodnym zplsobem preformulovat jako rozhodovaci problém, s tim, ze
kdyZz najdeme algoritmus, ktery by resil tento rozhodovaci problém, tak
bychom snadno sestrojili algoritmus, ktery by fesil pavodni problém, a
naopak.
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Rozhodovaci problémy

Pokud napfiklad mame problém P, kde:
@ vstupy jsou prvky z né€jaké mnoziny X
@ vystupy jsou slova z {0,1}*

muzeme tento problém preformulovat jako ndsledujici rozhodovaci
problém:

Problém

Vstup: Prvek x € X a dislo k.

Otazka: Kdyz z je vystup, ktery odpovida vstupu x problému P, ma
k-ty bit slova z hodnotu 17
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Algoritmicky resitelné problémy

Ptredpokladejme, ze mame dan néjaky problém P.

Jestlize existuje néjaky algoritmus, ktery resi problém P, pak fikdme, ze
problém P je algoritmicky resitelny.

Jestlize P je rozhodovaci problém a jestlize existuje néjaky algoritmus,
ktery problém P tesi, pak fikime, ze problém P je rozhodnutelny.

Kdyz chceme ukazat, Ze problém P je algoritmicky resitelny, staci ukazat
néjaky algoritmus, ktery ho fesi (a pfipadné ukézat, ze dany algoritmus
problém P skute¢né Fesi).
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Algoritmicky resitelné problémy

U mnohych problémi je na prvni pohled zfejmé, Ze jsou algoritmicky
resSitelné, jako treba:

@ Tridéni

@ Hledani nejkratsi cesty v grafu

@ Prvodiselnost

kde staci probrat vSechny moznosti (kterych je ve vSech téchto pfipadech
kone¢né mnoho), i kdyz takovy trividlni algoritmus zaloZeny na Feseni
hrubou silou nemusi byt zrovna efektivni.

Na druhou stranu existuje celd fada problémd, u kterych to tak jasné neni.
@ Najit algoritmus a dokazat, ze fesi dany problém, mize byt velmi
netrivialni Gkol.

@ Algoritmus, ktery by FesSil dany problém, nemusi viibec existovat.
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Nutnost upresnéni pojmu ,algoritmus”

Dosavadni definice pojmu algoritmus byla ponékud vagni.

Pokud bychom pro néjaky problém chtéli ukazat, ze neexistuje algoritmus,
ktery by dany problém fesil, tak by to s takovouto neurcitou definici pojmu
algoritmus asi neslo.

Intuitivné chapeme, co by mél mit algoritmus za vlastnosti:

@ Mél by se skladat z jednoduchych kroki, které je mozno vykonavat
»mechanicky", bez porozuméni problému.

@ Objekty, se kterymi algoritmus pracuje, i provddéné operace by mély
byt konecné.
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Algoritmus realizovany pocitacem

Napriklad program v libovolném programovacim jazyce dané vlastnosti
zcela jisté ma.

At uz je program napsan v jakémkoliv programovacim jazyce, jsou jeho
instrukce nakonec provadény na hardwaru néjakého konkrétniho pocitace
na Grovni instrukci procesoru.

Je tedy jasné, Ze kazdy program v kazdém programovacim jazyce bychom
mohli zapsat jako program tvoreny pouze instrukcemi strojového kédu
néjakého procesoru.
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Cinnost pocitace

Typicka architektura naprosté vétsiny pocitacli vypada nasledovné:

MEM
I [ 1] flags
- s
Iz B rs | CPU
Nz R
Er: HEE rs

@ Pocdita¢ ma pamét skladajici se z velkého mnozstvi pamétovych
bunék.

@ Kazda bunka muze obsahovat Cislo urcité velikosti, typicky 1 byte
(8 bitd), tj. Cislo v rozsahu 0. . 255.

@ Bunky jsou ocislovany. Cislo buriky se nazyva jeji adresa.
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Cinnost pocitace

Typicka architektura naprosté vétsiny pocitacli vypada nasledovné:

MEM
e,  BER fags
- Bl -
I r: B R | CPU
Hr:
N r: B s

@ Instrukce jsou ulozeny v paméti (kazda instrukce ma svij Ciselny kod)
a jsou sekvencné vykonavany procesorem.

@ Procesor udrzuje tzv. citac instrukci IP, ktery obsahuje adresu
aktualné provadéné instrukce.

@ Procesor nacte instrukci z adresy urcené IP, zvétsi IP o délku nactené
instrukce a provede danou instrukci.
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Cinnost pocitace

Typicka architektura naprosté vétsiny pocitacli vypada nasledovné:

MEM
I [ 1] flags
- s
Iz B rs | CPU
Nz R
Er: HEE rs

@ Procesor obsahuje nékolik registrii pevné délky (napf. 32 nebo
64 bitd).
@ Vétsina operaci je provadéna na registrech.

@ Procesor obsahuje pfiznaky (flags), které umoziuji testovat vysledek
posledni operace (napf. preteceni, jestli je vysledek nula apod.)
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Cinnost pocitace

Typické instrukce:

@ Nacteni obsahu pamétové buriky (resp. nékolika po sobé jdoucich
bunék) do nékterého registru (LOAD).

@ UloZeni obsahu registru do nékteré pamétové buriky (resp. nékolika po
sobé jdoucich bunék) (STORE).
Poznamka: Adresa buiky je bud pfima (tj. je pfimo soudasti
instrukce) nebo nepfimd (ulozend v nékterém registru, pfipadné
spocitana z obsahu jednoho nebo nékolika registri).

@ Nacteni obsahu jednoho registru do jiného registru (MOV).

o Aritmetické instrukce (ADD, SUB, MUL, DIV, NEG, CMP, INC,
DEC, ...).

o Logické instrukce (AND, OR, XOR, NOT, ...).
@ Bitové posuny a rotace (SHL, SHR, ...)
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Cinnost pocitace

Typické instrukce (pokracovani):
@ Nepodminény skok (JMP).
Poznamka: Adresa skoku mize byt pfima nebo neprima.
@ Podminéné skoky (JZERO, JGTZ, ...).
@ Volani podprogrami (CALL, RET).

@ R0zné specidlni instrukce — prace se vstupem a vystupem, obsluha
preruseni, mody cinnosti procesoru, fizeni pfistupu do paméti
(strankovani) apod.
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Cinnost pocitace

Priklad: Instrukce zapsana ve vysSim programovacim jazyce jako
X=y+2

muZe byt realizovana nasledujici sekvenci instrukci urcitého
(hypotetického) procesoru:

LOAD  0x001b7c42,R5
ADD $2,R5
STORE R5,0x001b7c38

Poznamka: Predpokladdme, ze proménnd x je ulozena na adrese
0x001b7c38 a proménna y na adrese 0x001b7c42.
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Stroj RAM

Stroj RAM (Random Access Machine) je idealizovany model pocitace.

Rozdily oproti skute¢nému pocitaci:

@ Velikost paméti neni omezena (adresa mize byt libovolné prirozené
dislo).

@ Velikost obsahu jednotlivych bunék neni omezena (burika mize
obsahovat libovolné celé &islo).

o Cte data sekvenéné ze vstupu, ktery je tvoren sekvenci celych Cisel. Ze
vstupu lze pouze Cist.

@ Zapisuje data sekvencné na vystup, ktery je tvoren sekvenci celych
Cisel. Na vystup je mozné pouze zapisovat.
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Stroj RAM a Turinglyv stroj

Kazdy program v kazdém jazyce by mohl byt realizovan jako program
stroje RAM.

Neni slozité (i kdyz je to trochu pracné) si rozmyslet, Ze libovolny
algoritmus provaddény strojem RAM je mozné realizovat také Turingovym
strojem.

Turingliv stroj je schopen realizovat libovolny algoritmus, ktery by bylo
mozné zapsat jako program v né€jakém programovacim jazyce.

Poznamka: Turinglv stroj pracuje se slovy nad néjakou abecedou,
zatimco stroj RAM s Cisly. Cisla ale mizeme zapisovat jako sekvence
symbol( a naopak symboly néjaké abecedy miizeme zapisovat jako Cisla.
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Churchova-Turingova teze

Churchova-Turingova teze

Kazdy algoritmus je mozné realizovat néjakym Turingovym strojem.

Neni to véta, kterou by bylo mozno dokazat v matematickém smyslu —
neni formalné definovano, co je to algoritmus.

Tezi formulovali nezavisle na sobé v poloviné 30. let 20. stoleti Alan Turing
a Alonzo Church.
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Churchova-Turingova teze

Ve stejné dobé bylo navrzeno nékolik riiznych formalismd zachycujicich
pojem algoritmus:

@ Turingovy stroje (Alan Turing)

@ lambda kalkulus (Alonzo Church)
@ rekurzivni funkce (Stephan Kleene)
°
°

produkéni systémy (Emil Post)

Dale mizeme uvést:

@ Libovolny (obecny) programovaci jazyk.

Vsechny tyto modely jsou ekvivalentni z hlediska algoritm, které jsou
schopny realizovat. J
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Algoritmicky neresitelné problémy

Problém, ktery neni algoritmicky reSitelny je algoritmicky neresitelny.

Rozhodovaci problém, ktery neni rozhodnutelny je nerozhodnutelny.

Pfiklad: N&sledujici problém zvany Problém zastaveni (Halting
problem) je nerozhodnutelny:

Halting problem

Vstup: Popis Turingova stroje M a slovo w.

Otdzka: Zastavi se stroj M po néjakém koneéném poctu krokil,
pokud dostane jako svilj vstup slovo w?
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Halting problem

Alternativné bychom ho mohli formulovat tfeba takto:

Halting problem

Vstup: Zdrojovy kéd programu P v jazyce C, vstupni data x.

Otazka: Zastavi se program P po néjakém konecném poctu krokd,
pokud dostane jako vstup data x?
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Halting problem

Predpokladejme, ze by existoval néjaky program, ktery by rozhodoval
Halting problem.

Mohli bychom tedy vytvorit podprogram H, deklarovany jako
boolean H(String kod, String vstup)

kde H(P, x) vrati:
@ true pokud se program P zastavi pro vstup x,

o false pokud se program P nezastavi pro vstup x.

Poznamka: Reknéme, e podprogram H(P, x) by vracel false v pfipadé, Ze
P neni syntakticky spravny kéd programu.
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Halting problem

S pouzitim podprogramu H bychom vytvofili program D, ktery bude
provadét nasledujici kroky:

@ Nacte svij vstup do proménné x typu String.
@ Zavola podprogram H(x, x).

@ Pokud podprogram H vratil true, skoci do nekonecné smycky
loop: goto loop

V pfipadé, ze H vratil false, program D se ukondi.

Co udéla program D, pokud mu predlozime jako vstup jeho vlastni kéd? J
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Halting problem

Pokud D dostane jako vstup sviij vlastni kéd, tak se bud zastavi nebo
nezastavi.

@ Pokud se D zastavi, tak H(D, D) vrati true a D sko¢i do nekonecné
smycky. Spor!

@ Pokud se D nezastavi, tak H(D, D) vréti false a D se zastavi. Spor!

V obou pfipadech dospéjeme ke sporu a dalSi moznost neni. Nemize tedy
platit predpoklad, ze H fesi Halting problem.
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Bonusovy priklad

V predchozim prikladé jsme méli pripad, kdy program zpracovaval svij
vlastni kéd. To neni nic neobvyklého, napriklad preklada¢ muze prekladat
svij vlastni kdd.

Uvazujme ale opacny pripad: Chceme vytvofit program, ktery naopak svij
vlastni kéd vyda jako vystup.

Ukol: Napiste program ve vagem oblibeném programovacim jazyce, ktery
vypise (napfiklad na standardni vystup) svij vlastni zdrojovy kéd, pfi¢emz
ale:

@ Nesmi Cist data ze zadného externiho zdroje (disku, klavesnice apod.).

@ Nesmi byt prazdny.
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Bonusovy priklad

Idea feSeni:
Vypis ndsledujici text dvakrdt za sebou, podruhé ho uzavri do

tvozovek:
"Vypis nasledujici text dvakrdt za sebou, podruhé ho uzavri do

tvozovek:”
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Bonusovy priklad

Tuto konstrukci je mozné pouzit k alternativnimu dlikazu
nerozhodnutelnosti Halting problému:

Predpokldadame, ze H(p, x) resici HP existuje.

Vytvofime program, ktery:
@ Do proménné p si nageneruje sviij vlastni kéd.

@ Zavold H(p, x), kde x je jeho vlastni vstup.

@ Pokud H(p, x) vrati true, skoi do nekone¢né smycky, v opacném
pripadé se zastavi.
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DalSi nerozhodnutelné problémy

S jednim prikladem nerozhodnutelného problému uz jsme se setkali:

Problém

Vstup: Bezkontextové gramatiky G a Gp.
Otédzka: Je L(G1) = L(G2)?

pripadné

Problém

Vstup: Bezkontextova gramatika G generujici jazyk nad
abecedou X.

Otazka: Je L(G) = £*?
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Redukce mezi problémy

Pokud mame o néjakém (rozhodovacim) problému dokazano, ze je
nerozhodnutelny, mizeme ukazat nerozhodnutelnost dalSich problém{
pomoci tzv. redukci.

Reknéme, Ze A a B jsou rozhodovaci problémy.
Redukce problému A na problém B je algoritmus P, ktery:

@ Dostane jako vstup instanci problému A (oznaéme ji x).
@ Jako sviij vystup (oznaéme jej P(x)) vyprodukuje instanci
problému B.

o Plati
xeA & P(x) e B

tj. pro vstup x je v problému A odpovéd ANO pravé tehdy, kdyz pro
vstup P(x) je v problému B odpovéd ANO.
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Redukce mezi problémy

Reknéme, Ze existuje redukce P problému A na problém B.

Pokud by problém B byl rozhodnutelny, pak i problém A je rozhodnutelny.
Regeni problému A pro vstup x:
@ Zavolame P se vstupem x, vrati ndm hodnotu P(x).

@ Zavolame algoritmus fesici problém B se vstupem P(x).
Hodnotu, kterou ndm vrati vypiSeme jako vysledek.

Je zfejmé, Ze pokud A je nerozhodnutelny, tak B nemflize byt
rozhodnutelny.
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DalSi nerozhodnutelné problémy

Redukci z Halting problému se da ukazat nerozhodnutelnost celé rady
problémd, které se tykaji ovérovani chovani programii:

@ Vyd4 dany program pro néjaky vstup odpovéd ANO?

@ Zastavi se dany program pro libovolny vstup?

@ Davaji dva dané programy pro stejné vstupy stejny vystup?

o ...

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 24. dubna 2007 43 / 49



DalSi nerozhodnutelné problémy

Vstupem je mnozina typud kachli¢ek, jako treba:

L X

Otazka je, zda je mozné pouzitim danych typt kachli¢ek pokryt kazdou
libovolné velkou konecnou plochu tak, aby vSechny kachli¢ky spolu
sousedily stejnymi barvami.

Poznamka: Miizeme predpokladat, Ze mame v zdsobé neomezené
mnozstvi kachlicek vSech typd.

Kachli¢ky neni dovoleno otacet.
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DalSi nerozhodnutelné problémy
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DalSi nerozhodnutelné problémy

Vstupem je mnozina typu karticek, jako treba:

abb a bab baba aba

bbab aa ab aa a

Otazka je, zda je mozné z téchto typ( karticek vytvorit neprazdnou
konec¢nou posloupnost, kde zfetézenim slov nahore i dole vznikne totéz
slovo. Kazdy typ karticky je mozné pouzivat opakované.

a abb abb baba abb aba

aa bbab bbab aa bbab a

Nahore i dole vznikne slovo aabbabbbabaabbaba.
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DalSi nerozhodnutelné problémy

Redukci z predchoziho problému se da snadno ukazat nerozhodnutelnost
nékterych dalSich problémi z oblasti bezkontextovych gramatik:

Problém

Vstup: Bezkontextové gramatiky G; a Gp.
Otézka: Je L(G1) N L(Gy) = 07

Problém

Vstup: Bezkontextova gramatika G.

Otédzka: Je G nejednoznaénd?
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DalSi nerozhodnutelné problémy

Vstup: Uzavrena aritmeticka formule vytvorena ze symboll +, X,
= A, V, VY, 3, (,), proménnych a celodiselnych konstant.

Otazka: Je tato formule pravdiva v oboru prirozenych Cisel?

Priklad vstupu:

Vx3yVz((x x y =z) A(y +5 = x))

Poznamka: Uzce souvisi s Godelovou vétou o neliplnosti.
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Rozhodnutelny problém

Nasledujici na prvni pohled velice podobny problém je rozhodnutelny:

Problém

Vstup: Uzavrena aritmeticka formule vytvorena ze symboll +, =, A,
V, =, V, 3, (, ), proménnych a celoCiselnych konstant.

Otazka: Je tato formule pravdiva v oboru prirozenych Cisel?

Priklad vstupu:

Vx3yVz((x+y =2z) A(y +5 = x))
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