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Bezkontextové gramatiky

Ptiklad:

(sT™MT)

(IF-STMT)
(WHILE-STMT)
(BEGIN-STMT)

(STMT-LIST)
(ASSG-STMT)
(BOOL-EXPR)

(COMPARE-OP)
(ARITH-EXPR)

(ARITH-OP)
(CONST)
(VAR)
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Bezkontextové gramatiky

Symboliim, které maji v pfedchozim prikladé tvar (XXX), se fika
neterminalni symboly (neterminaly).

Pravidla popisuji, jaké fetézce mize dany neterminal reprezentovat.
Z neterminalu (STMT) mizeme napriklad dostat text

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

Poznamka: Vyse pouZité notaci se fikd Backus-Naurova forma (BNF).
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while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end
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while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end
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while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end
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while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

(sT™MT)
(WHILE-STMT)
while (BOOL-EXPR) do (STMT)
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while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

(sT™MT)

(WHILE-STMT)

while (BOOL-EXPR) do (STMT)
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Formalné je bezkontextova gramatika definovana jako Ctvefice
G = (H7 E? 5’ P)

kde:

©

IT je koneénd mnozina neterminalnich symboli (neterminali)

Y je kone¢nd mnozina terminalnich symbolu (terminala),
pficemz IINX = ()

(]

S € II je pocatecni neterminal

)

P CII x (ITUX)* je koneénd mnozina prepisovacich pravidel
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Poznamky:

@ Pro oznaceni netermindlnich symboli budeme pouzivat velkd pismena
A B, C, ...

@ Pro oznaceni termindlnich symbold budeme pouzivat mala pismena a,
b, ¢, ... nebo Cislice 0, 1, 2, ...

@ Pro oznaceni fetézcl z (ITU X)* budeme pouzivat mald pismena
fecké abecedy «, 3, v, ...

@ Misto zapisu (A, ) budeme pro pravidla pouZivat zapis

A— o

A — leva strana pravidla
« — prava strana pravidla
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Priklad: Gramatika G = (II, X, S, P), kde
o II={A B, C}
o ¥ ={a, b}
e S=A

@ P obsahuje pravidla

A — aBBb
A — AaA
B — ¢
B — bCA
C —- AB
C—a
C—b
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Poznamka: Pokud mame vice pravidel se stejnou levou stranou, jako tfeba
A — o A — o A — a3
muzeme je strucnéji zapsat jako

A— ar|az]as

Napriklad pravidla dfive uvedené gramatiky miizeme zapsat jako

A — aBBb | AaA
B — e | bCA
C—ABlal|b
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Gramatiky slouzi ke generovani slov.

Priklad: G = (II, X, A, P), kde Il = {A, B, C}, ¥ = {a, b} a P obsahuje
pravidla

A — aBBb | AaA

B — ¢ | bCA

C — AB ‘ a | b

Naptiklad slovo abbabb je mozné v gramatice G vygenerovat nasledujicim
zpusobem:
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zpusobem:

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb =- abbabb
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Bezkontextové gramatiky

Retézce z (ITU X)* nazyvame vétné formy.

Na vétnych formach definujeme relaci =C (ITU X)* x (IIU X)* takovou,
Ze
a=d

pravé kdyz a = $1AB2 a o = 1y pro néjaka (1, B2,y € (TUX)* a
A€l kde (A — 7) € P.

Priklad: Jestlize (B — bCA) € P, pak

aCBbA = aCbCAbA

Poznamka: Neformdlné feceno zapis o = o’ znamend, Ze z vétné formy a
je mozné jednim krokem odvodit vétnou formu «, a to tak, ze vyskyt
néjakého netermindlu A v o nahradime pravou stranou néjakého pravidla
A — «, kde se A vyskytuje na levé strané.
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Bezkontextové gramatiky

Derivace délky n vétné formy o’ z vétné formy a je posloupnost vétnych
forem

Bo, B1, B2, =+ 5 Bn
takovych, ze
e a=/[o
@ (i1 = [ pro véechna i € {1,2,...,n}
° o =,

coz mlzeme strucnéji zapsat jako

a=f=>=>h=>...=01=>F=d
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Bezkontextové gramatiky

Skute&nost, Ze pro dané n existuje néjaka derivace délky n vétné formy o’
z vétné formy «, oznacujeme zapisem

/
a="q«

Skuteénost, ze existuje néjakd derivace (néjaké délky n, kde n > 0) vétné
formy o/ z vétné formy «, oznalujeme zapisem

/
a=%q

Poznamka: Relace =* je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace =
(tj. nejmensi reflexivni a tranzitivni relaci obsahujici relaci =).
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Bezkontextové gramatiky

Jazyk L(G) generovany gramatikou G = (II, X, S, P) je mnozina vSech
slov v abecedé 3., kterd Ize odvodit néjakou derivaci z pocatecniho
neterminalu S pomoci pravidel z P, tj.

LG)={wes"|S="w}
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk

L={a"b" | n> 0}
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk
L={a"b" | n> 0}

Gramatika G = (IL, X, S, P), kde II = {S}, ¥ = {a, b} a P obsahuje

S—aSb|e
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk
L={a"b" | n> 0}
Gramatika G = (IL, X, S, P), kde II = {S}, ¥ = {a, b} a P obsahuje

S—aSb|e

S=¢

S=aSb= ab

S = aSb = aaSbb = aabb

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaabbb

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaaaSbbbb = aaaabbbb
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk tvoreny vsemi
palindromy nad abecedou {a, b}, tj.

L={we{ab} |w=wr}

R

Poznamka: w™ oznacuje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w

zapsané pozpatku.
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk tvoreny vsemi
palindromy nad abecedou {a, b}, tj.

L={we{ab} |w=wr}

Poznamka: wf oznaluje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w

zapsané pozpatku.

Reseni:

S —aSa|bSb|a|b]|e
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk tvoreny vsemi
palindromy nad abecedou {a, b}, tj.

L={we{ab} |w=wr}

Poznamka: wf oznaluje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w

zapsané pozpatku.

Reseni:

S —aSa|bSb|a|b]|e

S = aSa = abSba = abaSaba = abaaaba
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzdvorkovanymi sekvencemi symboll ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O0)(O) € L, ale ))) ¢ L.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzdvorkovanymi sekvencemi symboll ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O0)(O) € L, ale ))) ¢ L.

Reseni:

S—c|(S) ]SS
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzdvorkovanymi sekvencemi symboll ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O0)(O) € L, ale ))) ¢ L.

Reseni:

S—c|(S) ]SS

$=585=(5)S= (55 = (85 (5) = ((5)5)(S) =
(0SS = (OGNS = (VOIS = (ODO)WUS)) =
OO)O)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operatory mizZeme pouzivat symboly + a *.

Napriklad (a+a) xa+ (axa) € L.
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operatory mizZeme pouzivat symboly + a *.

Napriklad (a+a) xa+ (axa) € L.

Reseni:

E—a|E+E|ExE]|(E)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operatory mizZeme pouzivat symboly + a *.

Napriklad (a+a) xa+ (axa) € L.

Reseni:
E—a|E+E|ExE]|(E)

E= E+E= E+«E+E = (E)xE+E = (at+a)xE+E = (a+a)xa+E =
(ata)*a+(E) = (at+a)xa+(E+E) = (a+a)*a+(axE) = (a+a)xa+(axa)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 28. brezna 2007 17 / 40



Derivacni strom

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|a|b
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|a|b
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Derivacni strom

A

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|a|b

>
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A
a/ﬁ \E\b

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|a|b

A= aBBb
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//A\\
a B B b

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|a|b

A= aBBb
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//A\\
a B B b

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|al|b

A= aBBb

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 28. bfezna 2007 18 / 40



Derivacni strom

a /B/A\B\ b
A — aBBb | AaA Q/Q/_\A

B — ¢ | bCA
C—AB|al|b

A= aBBb = abCABb
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Derivacni strom
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Derivacni strom
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
C Bl ZAN

b

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
Bl bch N

a B B b

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
YA /AN

a B B »b

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/C/ \A

§—>§|bCA
C—AB|al|b a/B/\E\b
\

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava)
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Derivacni strom

A
7 N
a B B b
A — aBBb | AaA b/C/ \A
B — ¢ | bCA
C—>ZB|a\b a/B/\B\b

\

3

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 28. bfezna 2007 18 / 40



Derivacni strom

A
A—>afTBbC|AaA b/C/ \A
B — ¢ | bCA o
C—AB|a|b a/B/\B\b
\

3

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 28. bfezna 2007 18 / 40



Derivacni strom

A — aBBb | AaA // \
C B s / // W\,
\

3

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA // \
C A e SN

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb =- abbaBbBb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA //\ :
¢ aplalb SN

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb =- abbaBbBb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA //\ _\
¢ aBlalb SN

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb
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Derivacni strom

A
A—>aBBbC|AaA b/C/\A \6
B — ¢ | bCA
EHZ\Jme b/a/ﬁ/\s\b
\

Hl

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb = abbabb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/\A \6
AN VAN

b a B B b
|
e €

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb = abbabb
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Derivacni strom

Kazdé derivaci odpovida néjaky derivacni strom:

(]

Vrcholy stromu jsou ohodnoceny termindly a neterminaly.

©

Koren stromu je ohodnocen pocate¢nim neterminalem.

©

Listy stromu jsou ohodnoceny termindly nebo symboly €.

©

Ostatni vrcholy stromu jsou ohodnoceny netermindly.

©

Pokud je vrchol ohodnocen netermindlem A, pak jeho potomci jsou
ohodnoceni symboly pravé strany néjakého prepisovaciho pravidla
A — a.
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Levd a prava derivace

E—-E+E|ExE|(E)|a

Leva derivace je derivace, ve které v kazdém kroku nahrazujeme vzdy
nejlevéjsi neterminal.

E=E+E=E+«xE+E=axE+E=axa+E=axa+a

Prava derivace je derivace, ve které v kazdém kroku nahrazujeme vzdy
nejpravéjsi neterminal.

EE+E=E+a=ExE4+a=Exata=axa+a

Derivace vsak nemusi byt ani leva ani prava:

E=E+E=E+«xE+E=Exa+E=Exat+a=axa+a
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Levd a prava derivace

@ Jednomu derivacnimu stromu miize odpovidat vice riznych derivaci.

o Kazdému derivacnimu stromu odpovidd pravé jedna leva a pravé
jedna prava derivace.
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Nejednoznacné gramatiky

Gramatika G je nejednoznacna, jestlize existuje néjaké slovo w € L(G),
kterému prislusi dva riizné derivacni stromy, resp. dvé riizné levé Ci dvé
rizné pravé derivace.

Priklad:
E=E+E=ExE+E=axE+E=axat+E=axa+t+a
E=ExE=E+xE+E=a+xE+E=a*xat+E=axa+t+a

E/-IE-\E E/E\E
AT TN
| | |

a
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Nejednoznacné gramatiky

Nékdy je mozné nejednoznacnou gramatiku nahradit gramatikou, ktera
generuje tentyz jazyk, ale neni nejednoznacna.

Priklad: Gramatiku

E—-E+E|ExE|(E)|a

muzeme nahradit ekvivalentni gramatikou

E—-T|T+E
T—>F|F*T
F—al(E)

Poznamka: Pokud se nejednoznacna gramatika Zadnou ekvivalentni

jednoznacénou gramatikou nahradit ned3, fikdime, Ze je podstatné
nejednoznacna.
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Ekvivalence gramatik

Gramatiky G; a Gy jsou ekvivalentni, jestlize generuji tentyz jazyk, tj.
jestlize L(G1) = L(Gp).

Poznamka: Problém ekvivalence bezkontextovych gramatik je
algoritmicky nerozhodnutelny. D4 se dokazat, Ze neni mozné vytvorit
algoritmus, ktery by pro libovolné dvé bezkontextové gramatiky rozhodl,
zda jsou ekvivalentni ¢i ne.

Dokonce je algoritmicky nerozhodnutelny i problém, zda gramatika
generuje jazyk >*.
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Bezkontextové jazyky

Jazyk L je bezkontextovy, jestlize existuje bezkontextovd gramatika G
takovd, ze L = L(G).

Trida bezkontextovych jazykil je uzaviena vidi:
@ zietézeni
@ sjednoceni

@ iteraci

Trida bezkontextovych jazyki vSak neni uzavfena vidi:

@ doplnku

@ priniku
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Bezkontextové jazyky

Mdme dany gramatiky G; = (I3, 3, 51, P1) a Gy = (I, X, S, Po),
pricemz miZeme predpokladat, ze II; N1l =0 a S & II; U TI,.

o Gramatika G takova, ze L(G) = L(G1)L(Gp):

G = (Hl ull, U {5}, »,5 PLUPU {5 — 5152})

o Gramatika G takova, ze L(G) = L(G1) U L(Gy):

G:(H1UH2U{5}, %, S, P1UP2U{S — 5,5 — 52})

o Gramatika G takova, ze L(G) = L(Gy)™:

G = (H1U{5}, 3, S, P1U{5 —e,5 — 515})
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Redukované gramatiky

Definice
Bezkontextova gramatika G = (IL, X, S, P) je redukovana, jestlize:

@ KaZzdy neterminal X € II je mozné prepsat na sekvenci terminal(,
tj. existuje w € X* takové, ze X =* w.

@ Kazdy netermindl X € II je dosazitelny z pocateéniho neterminalu S,
tj. existuji o, § € (ILU X)* takové, ze S =* aXf.

Ke kazdé bezkontextové gramatice je mozné sestrojit ekvivalentni
redukovanou gramatiku.
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Redukované gramatiky

Algoritmus, ktery zkonstruuje mnozinu

T={Xell|Iwel : X="w}

T 0

change «— TRUE

while change

do change <« FALSE
for each (X — a) e P
doif X7 and o € (TUX)*
then 7 — 7 U {X}
change <+ TRUE

© O ~NOOT P~ WDN +—

return 7

Z gramatiky G pak vytvofime gramatiku G’ tak, ze z G odstranime
vSechny netermindly nepatfici do 7 a pravidla, kde se vyskytuji.
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a,b},S, P)

S—A|B
A— aB | bS|b
B — AB | Ba
C—AS|b
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Redukované gramatiky
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a,b},S, P)

S—A|B
A— aB | bS|b
B — AB | Ba
C—AS|b

T ={AC,S}

Gramatika G’ = ({S,A,C},{a, b}, S, P')

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava)

S— A
A—bS|b
C—AS|b
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Redukované gramatiky

Algoritmus, ktery zkonstruuje mnozinu
D={Xell'|Jo,p e (IUD)" : S =* aX}

1 D—{S}
2 change < TRUE
3 while change
4 do change <+ FALSE
5 for each (X — «) € P’ where X € D
6 do for /i — 1 to ||
7 do if «fi] € II" and «[i] ¢ D
8 then D — DU {a[i]}
9 change < TRUE
10 return D

Z gramatiky G’ pak vytvofime gramatiku G” tak, ze z G’ odstranime
vsechny netermindly nepatfici do D a pravidla, kde se vyskytuji.
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G’ = ({S, A, C},{a, b}, S, P)

S— A
A—bS|b
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Redukované gramatiky
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Redukované gramatiky
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G’ = ({S, A, C},{a, b}, S, P)
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Redukované gramatiky
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G’ = ({S, A, C},{a, b}, S, P)

S— A

A—bS|b
C—AS|b
D ={S,A}

Gramatika G” = ({S, A}, {a, b}, S, P")

S— A
A= bS|b
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Redukované gramatiky

Poradi obou krok( je tfeba dodrzet. Pokud bychom je provedli v opa¢ném
poradi, miZeme dostat gramatiku, kterd neni redukovana.

Priklad:
S—alA
A — AB
B—b

Pokud provedeme oba kroky algoritmu ve spravném poradi, dostaneme

S —a

Pokud provedeme kroky algoritmu v opacném poradi, dostaneme

S—a
B — b
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Redukované gramatiky

PFedchozi algoritmus lze pouZit ke zjidténi, zda L(G) # 0.

Stadi ovéfit, zda S € T
@ Pokud ano, je L(G) # 0.

@ Pokud ne, je L(G) = 0.
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Nevypoustéjici gramatiky

Gramatika G je nevypoustéjici, jestlize neobsahuje Zadna e-pravidla,
tj. pravidla tvaru X — ¢, kde X € II.

Ke kazdé bezkontextové gramatice je mozné sestrojit nevypoustéjici
gramatiku G’ takovou, ze L(G') = L(G) — {¢}.
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Nevypoustéjici gramatiky

Algoritmus, ktery zkonstruuje mnozinu

E={XeIl|X="¢}

E—10
change <+ TRUE
while change
do change <+ FALSE
for each (X — a) e P
doif Xg&and a €™
then £ — EU{X}
change < TRUE

1
2
3
4
5
6
7
8
9

return £
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Nevypoustéjici gramatiky

Nevypoustéjici gramatiku G’ pak z G vytvofime tak, ze pro kazdé pravidlo
X — oz G pfiddme do G’ v8echna mozna pravidla

X — o

kde o/ vznikne z o vypu$ténim libovolného pocétu symbolil z £, pfi¢emz ale

o #e.

Pfiklad: Pokud napfiklad £ = {A, C, D}, pak misto pravidla
A — aASChA

pridame pravidla

A — aASCbA | aSCbA | aASbA | aASCb | aSbA | aSCb | aASb | aSh
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Nevypoustéjici gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a, b},S, P)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava)

5—>AB|€

A — aAAb | BS | CA
B — BbA| CaC | ¢
C — aBB | bS
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Nevypoustéjici gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a, b},S, P)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava)

5—>AB|€

A — aAAb | BS | CA
B — BbA| CaC | ¢
C — aBB | bS

£={
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Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a, b},S, P)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava)

5—>AB|€

A — aAAb | BS | CA
B — BbA| CaC | ¢
C — aBB | bS

£=1{S,B,A

Uvod do teoretické informatiky

28. brezna 2007 37 / 40



Nevypoustéjici gramatiky
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Nevypoustéjici gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a, b},S, P)

5—>AB|€

A — aAAb | BS | CA
B — BbA| CaC | ¢
C — aBB | bS

£=1{S,B,A}

Gramatika G’ = ({S,A, B, C},{a, b}, S, P)

S—AB|A|B

A — aAAb| aAb|ab | BS|B|S|CA|C
B — BbA | bA|Bb|b| CaC
C—aBB|aB|a|bS|b
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Chomského normalni forma

Gramatika G je v Chomského normalni formé, jestlize vsechna jeji
pravidla jsou pouze ndsledujiciho tvaru:

o X — YZ, kde X,Y,Z €1l, nebo

@ X — a kdeXellaacX.

Ke kazdé bezkontextové gramatice je mozné sestrojit gramatiku G’
v Chomského normalni formé takovou, ze L(G') = L(G) — {&}.
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Greibachové normalni forma

Gramatika G je v Greibachové normalni formé, jestlize vSechna jeji
pravidla jsou pouze nasledujiciho tvaru:

@ X — aa, kdeae ¥, X ell aa e Il*.

Ke kazdé bezkontextové gramatice je mozné sestrojit gramatiku G’
v Greibachové normilni formé takovou, e L(G') = L(G) — {e}.
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Regularni gramatiky

Gramatika G je regularni, jestlize vsechna jeji pravidla jsou tvaru:
@ X — wY, kde X,Y €1II, w € ¥*, nebo

@ X — w,kde X €I, w € ¥*.

Regularni gramatiky generuji pravé tfidu regularnich jazykd, tj.:
@ Jazyk generovany regularni gramatikou je vzdy regularni.

@ Kazdy regularni jazyk je generovan néjakou regularni gramatikou.
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