Minimalizace automatu
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Ekvivalence automatu

@ Vsechny 3 automaty prijimaji jazyk vSech slov se sudym poctem a-cek
@ Nejvyhodnéjsi je pro nas posledni z nich - ma nejméné stavil
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Ekvivalence automatu

O kone¢nych automatech A;, A, fekneme, ze jsou ekvivalentni, jestlize
L(A1) = L(Az).

@ Existuje néjaky vhodny algoritmus zjistujici, jestli jsou dva automaty
ekvivalentni?

o Mulzeme zjistit, jestli k danému automatu neexistuje néjaky
ekvivalentni mensi (s mensim poc¢tem stavi)?

o KdyZ o néjakém automatu vime, Ze mensi ekvivalentni uz neexistuje,
miZe existovat jiny stejné velky ekvivalentni automat?
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Nedosazitelné stavy automatu

@ Automat pfijima jazyk L = {w € a, b* | w obsahuje podslovo ab}

@ Pro Zadnou posloupnost vstupnich symbolil se automat nedostane do
stavl 3, 4, nebo 5
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Nedosazitelné stavy automatu

@ Automat pfijima jazyk L = {w € a, b* | w obsahuje podslovo ab}

@ Pro Zadnou posloupnost vstupnich symbolil se automat nedostane do
stavl 3, 4, nebo 5

@ Pokud tyto stavy odstranime, pordd automat prijima stejny jazyk
L ={w € a, b* | w obsahuje podslovo ab}
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Nedosazitelné stavy automatu

Stav g deterministického kone¢ného automatu A je dosazitelny slovem
w, pokud se vypocet A po precteni celého slova w zastavi ve stavu g.

Stav g deterministického kone¢ného automatu A je dosazitelny pokud
existuje néjaké slovo, kterym je stav dosazitelny. V opacném pripadé stav
nazyvame nedosazitelny.

@ Do nedosazitelnych stav(i nevede v grafu automatu zadna orientovana
cesta z pocatecniho stavu

@ Nedosazitelné stavy mizeme z automatu odstranit (spolu se viemi
prechody vedoucimi z nich). Jazyk pfijimany automatem se nezméni.
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Normovany tvar automatu
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Normovany tvar automatu

.Az a b
—1]12 5
215 3
314 7
414 4
—516 3
67 3
7|7 8
—8|8 8
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Normovany tvar automatu

.Az a b
—1]12 5
215 3
314 7
414 4
—516 3
67 3
7|7 8
—8|8 8

@ Jak pozndme, Ze jsou automaty ekvivalentni, kdyz se lisi prechodova
funkce?

@ Automaty na obrazku muzu Cisly 1 — 8 pojmenovat 8! zplsoby
@ Chtéli bychom jednoznacné vybrat jedno z moznych pojmenovani
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Normovany tvar automatu
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Normovany tvar automatu
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Normovany tvar automatu
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@ Nyni uz je pfechodova funkce stejnd pro oba automaty, stejné jsou i
koncové a pocatelni stav

9 Automaty jsou tedy nejen ekvivalentni, ale dokonce stejné

o Rikdme, Ze automaty jsou v normovaném tvaru
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Normovany tvar automatu

Definice

Méjme abecedu ¥ spolu s tplny ostrym usporaddnim < nad znaky
abecedy. Pro slova nad abecedou ¥ definujeme Gplné ostré usporadani <;
nasledovné (pro viechna moznd slova u,v € ¥*):

@ Pokud |u| < |v|, potom u < v

@ Pokud |u| = |v| a u je lexikograficky mensi nez v, potom u <; v
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Normovany tvar automatu

Definice

Méjme abecedu ¥ spolu s tplny ostrym usporaddnim < nad znaky
abecedy. Pro slova nad abecedou ¥ definujeme Gplné ostré usporadani <;
nasledovné (pro viechna moznd slova u,v € ¥*):

@ Pokud |u| < |v|, potom u < v

@ Pokud |u| = |v| a u je lexikograficky mensi nez v, potom u <; v

Pfiklad: Nad abecedou ¥ = {a, b} uvazujeme bézné usporadani a < b.
Potom plati ¢ <; a <; b < aa < bb <, aba <; baa < aaaa <; bbbbb.
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Normovany tvar automatu

Definice

Méjme abecedu ¥ spolu s tplny ostrym usporaddnim < nad znaky
abecedy. Pro slova nad abecedou ¥ definujeme Gplné ostré usporadani <;
nasledovné (pro viechna moznd slova u,v € ¥*):

@ Pokud |u| < |v|, potom u < v

@ Pokud |u| = |v| a u je lexikograficky mensi nez v, potom u <; v

Pfiklad: Nad abecedou ¥ = {a, b} uvazujeme bézné usporadani a < b.
Potom plati ¢ <; a <; b < aa < bb <, aba <; baa < aaaa <; bbbbb.
Priklad: Nad abecedou ¥ = {1,2,3} uvazujeme bézné usporadani

1 <2< 3. Potom plati e <; 1 <; 3 <; 31 <; 33 <, 111 <, 321.
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Normovany tvar automatu

Definice

Méjme abecedu ¥ spolu s tplny ostrym usporaddnim < nad znaky
abecedy. Pro slova nad abecedou 3 definujeme (plné ostré usporadani <;
nasledovné (pro viechna moznd slova u,v € ¥*):

@ Pokud |u| < |v|, potom u < v

@ Pokud |u| = |v| a u je lexikograficky mensi nez v, potom u <; v

Priklad: Nad abecedou ¥ = {a, b} uvazujeme bézné usporadani a < b.
Potom plati ¢ <; a <; b < aa < bb <, aba <; baa < aaaa <; bbbbb.
Priklad: Nad abecedou ¥ = {1,2,3} uvazujeme bézné usporadani

1 <2< 3. Potom plati e <; 1 <; 3 <; 31 <; 33 <, 111 <, 321.
Priklad: Nad abecedou ¥ = {0, 1,2} uvazujeme bézné usporadani
0<1<2 Potomplatie <; 1 <;2<;01<;03<; 111 <, 0021.
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Normovany tvar automatu

Definice
Mé&jme deterministicky kone¢ny automat A = (Q, X, d, qo, F) bez
nedosazitelnych stavii a uspofadani prvki abecedy ¥ (které indukuje
usporadani <; na X*).
Oznacme pro kazdy stav i € {1,2,...,n} symbolem u; nejmensi slovo
podle uspofadani <; takové, ze pro néj plati §(1, u;) = i.
Potom rekneme, Ze A je v normovaném tvaru, pokud

o Q=1{1,2,3,...,n} pro néjaké n > 1

@ 1 je pocatecni stav

@ Pro kazdou dvojici stavd i,j € {1,2,...,n} takovou, ze i < j, plati
up < uj.
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Normovany tvar automatu

@ Do stavu 4 se dostaneme slovy ab, bb, aab, bab tedy us = ab
@ Do stavu 5 se dostaneme slovy ba, aaa tedy us = ba
@ ab <, ba proto jsou stavy 4,5 oznaceny v tomto poradi
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Normovany tvar automatu

@ Do stavu 4 se dostaneme slovy ab, bb, aab, bab tedy us = ab
@ Do stavu 5 se dostaneme slovy ba, aaa tedy us = ba

@ ab <, ba proto jsou stavy 4,5 oznaceny v tomto poradi

@ Pro ostatni stavy jsou nejmensi slova nasledujici:

= us = ba
up = a ug = aba
usz = b uy = abb
us = ab ug = abbb
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Minimalizace kone¢ného automatu
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Minimalizace kone¢ného automatu

@ Automat prijimd takovd slova, z nichz by vypusténim nékterych znaka
zlstalo aba

@ Existuje automat s méné stavy, ktery prijima stejny jazyk?
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Minimalizace kone¢ného automatu

abaaab

@ Automat prijimd takovd slova, z nichz by vypusténim nékterych znaka
zlstalo aba

@ Existuje automat s méné stavy, ktery prijima stejny jazyk?

@ Existuje néjaky algoritmus, ktery by nasel ekvivalentni automat s
nejmensim moznym poctem stavi?
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Minimalizace kone¢ného automatu

@ Kdyz se automat pfi béhu dostane do stavu 4, pfijme uz jisté dané
slovo, at uZz bude pokracovat jakkoliv

@ KdyzZ se automat pfti béhu dostane do stavu 8, prijme také uz jisté
dané slovo

@ Je tedy jedno, jestli jde automat nékterym prechodem do 4 nebo 8
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Minimalizace kone¢ného automatu

@ Kdyz se automat pfi béhu dostane do stavu 3, pfijme kazdé slovo,
které bude v pokracovani obsahovat alespon jedno a

@ KdyzZ se automat pfi béhu dostane do stavu 7, pfijme kazdé slovo,
které bude v pokracovani obsahovat alespon jedno a

@ Je tedy jedno, jestli jde automat nékterym prechodem do 3 nebo 7
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Minimalizace kone¢ného automatu

@ Kdyz se automat pfi béhu dostane do stavu 2, pfijme kazdé slovo,
které bude v pokracovani obsahovat alespon jedno b a jedno a v
tomto poradi

@ Kdyz se automat pfi béhu dostane do stavu 6, pfijme stejna slova

@ Je tedy jedno, jestli jde automat nékterym prechodem do 2 nebo 6
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Minimalizace kone¢ného automatu

@ Ve stavu 1 i 5 automat pfijme jakékoliv slovo, které patfi do jazyka
takovych slov, z nichz by vypusténim nékterych znak( zlstalo aba

@ Je tedy jedno, jestli jde automat nékterym prechodem do 1 nebo 5, a
je jedno, ve kterém z nich zacne
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Minimalizace kone¢ného automatu

@ Stavy 5,6,7, 8 jsou ted uz nedosazitelné a mizeme je odstranit
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Minimalizace kone¢ného automatu

b a b

() () ()
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Minimalizace kone¢ného automatu

Pro kazdy stav q automatu A = (Q, X, §, qo, F) definujeme L(q) = L(Ag),
kde Ag = (Q,%,6,q,F)

Stavy qi, g2 automatu A = (Q, X, 4, qo, F) nazyvdme jazykové
ekvivalentni nebo zkracené ekvivalentni, jestlize L(q1) = L(q2).

@ Jsou-li dva stavy g1, g» automatu ekvivalentni, mizeme jeden vypustit
a vSechny Sipky do néj smérujici presmérovat do druhého. Pokud byl
vypoustény stav pocatelni, bude pocdatecni ten druhy.

@ Dvojice vzajemné ekvivalentnich stavli mizeme hledat rychlym
(polynomialnim) algoritmem
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b

112 5
216 3
314 7
—4|8 4
—5]|6 1
6|2 7
718 3
—8|8 4
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b

112 5
216 3
314 7
— 4|18 4
—5]6 1
6|2 7
718 3
—8|8 4

@ Rozdélime stavy do dvou skupin na pfijimajici a nepfijimajici. Je jisté,
Ze prijimajici stav nikdy neni ekvivalentni s nepftijimajicim.
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b

112 5 I 1{2 5
216 3 2|16 3
314 7 314 7
— 418 4 —516 1
—516 1 6|12 7
6|12 7 718 3
718 3 I 418 4
—8|8 4 —8|8 4

@ Rozdélime stavy do dvou skupin na prijimajici a neprijimajici. Je jisté,
Ze prijimajici stav nikdy neni ekvivalentni s nepfijimajicim.

@ Do tabulky si, misto prechodii do konkrétnich stavd, vyznadime
skupinu, do které prechazime.
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b a b

112 5 I 112 5 I 101 1
216 3 216 3 201 1
314 7 314 7 310 1
— 418 4 —516 1 -5 1
—5]|6 1 612 7 6|1 |
612 7 718 3 7100 1
718 3 I 418 4 I 4101 1
—8|8 4 ~—8|8 4 —8 1 1l

@ Rozdélime stavy do dvou skupin na prijimajici a neprijimajici. Je jisté,
Ze prijimajici stav nikdy neni ekvivalentni s nepfijimajicim.

@ Do tabulky si, misto prechodii do konkrétnich stavd, vyznadime
skupinu, do které prechazime.
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b

112 5 101 1
2|16 3 201 1
314 7 3010 1
—4|8 4 -5 1
—5(6 1 61 |
6|12 7 7010 1
718 3 I 410 1
—8(8 4 —~8 (Il 1

@ Pokud se lisi radky ve stejné skupiné, skupinu rozdé€lime na mensi, kde
se lisit nebudou

@ Napf. 3 se od 1 lisi, protoze z 1 prejde a-Ckem do skupiny, kterd
ndsledné neprijima prazdné slovo, z 3 prejde a-ckem do skupiny, kterd
nasledné prijima prazdné slovo.
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b a b

112 5 11 1 | 101 |
216 3 201 1 201 1
314 7 3011 —5 (1 |
— 418 4 —511 | 61 |
—5]|6 1 61 | I 3011
6|12 7 701 1 7010 1
718 3 I —4 (1 1 m <410 1
—8|8 4 ~8 |l 1 ~8 |l

@ Pokud se lisi radky ve stejné skupiné, skupinu rozdé€lime na mensi, kde
se lisit nebudou

@ Napf. 3 se od 1 lisi, protoze z 1 prejde a-Ckem do skupiny, kterd
ndsledné neprijima prazdné slovo, z 3 prejde a-ckem do skupiny, kterd
nasledné prijima prazdné slovo.

@ Musime znovu vyplnit tabulku, protoZe se zménily skupiny
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b

112 5 | 11 |
216 3 2011 1
314 7 —5 1 1
—4(8 4 61
—5(6 1 I 3
612 7 7
718 3 M 4 |t 1
~—8(8 4 —8 [ 1

@ Ted se 2 se od 1 lisi, protoze z 1 prejde b-¢kem do jiné skupiny nez z
2. Tedy z kazdého prijme jind slova zacinajici b-ckem a nemohou byt
ekvivalentni.

@ Takze zase skupinu | rozdélime
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b a b

112 5 | 11 I | 171 I
2|16 3 2|1 I —5 I I
314 7 — 5| | I I 2|1 I
«— 418 4 6|1 I 6|1 I
—5]6 1 I 31 11 301
612 7 700 700 1
718 3 I 4 1 1 vV 4|1 1
—8|8 4 — 8|l 1l — 8| Nl 1l

@ Ted se 2 se od 1 lisi, protoze z 1 prejde b-¢kem do jiné skupiny nez z
2. Tedy z kazdého prijme jind slova zacinajici b-ckem a nemohou byt
ekvivalentni.

@ Takze zase skupinu | rozdélime

@ Musime znovu vyplnit tabulku, protoZe se zménily skupiny

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 28. brezna 2007 15 / 31



Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b

112 5 I 101 1
2|16 3 =51 |
314 7 I 20010 1
«— 418 4 6|11 1
—5]6 1 Il 311V 1
6|12 7 711V I
718 3 IV «—4 ]IV IV
~—8|8 4 —8|IV IV

o Ted uz se Zzadna skupina nerozdéli, takZe algoritmus kon¢i

@ Stavy, které jsou v jedné skupiné, jsou ekvivalentni. MiZeme nechat
kterykoliv z nich a ostatni odstranit

o Sipky vedouci do odstrafiovanych stavii povedou do toho, ktery ze
skupiny nechdme

@ Pokud skupina obsahovala pocatecni stav, bude ponechany zastupce
pocatecni
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b
1/2 5 | T
216 3 -5 1 | la b
34 7 I 200 =1l
—4|8 4 61 Il i
—5|6 1 i 31V Hepve i
612 7 7Vl —IV ]IV IV
718 3 IV —4]IV IV
—8|8 4 —8|IV IV

o Ted uz se Zzadna skupina nerozdéli, takZe algoritmus kon¢i

@ Stavy, které jsou v jedné skupiné, jsou ekvivalentni. MiZeme nechat
kterykoliv z nich a ostatni odstranit

o Sipky vedouci do odstrafiovanych stavii povedou do toho, ktery ze
skupiny nechdme

@ Pokud skupina obsahovala pocatecni stav, bude ponechany zastupce
pocatecni
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Minimalni konecny automat

Deterministicky konecny automat nazveme minimalnim automatem,
jestlize neexistuje automat, ktery by s nim byl ekvivalentni a mél by mensi
pocet stavi.
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Minimalni konecny automat

Deterministicky konecny automat nazveme minimalnim automatem,

jestlize neexistuje automat, ktery by s nim byl ekvivalentni a mél by mensi
pocet stavi.

Lemma

| A\

Pro kazdy regularni jazyk L existuje pravé jeden minimalni automat A v
normovaném tvaru takovy, ze L = L(A).

A\
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Minimalni konecny automat

Deterministicky kone¢ny automat nazveme minimalnim automatem,
jestlize neexistuje automat, ktery by s nim byl ekvivalentni a mél by mensi
pocet stavi.

Lemma

| A\

Pro kazdy regularni jazyk L existuje pravé jeden minimalni automat A v
normovaném tvaru takovy, ze L = L(A).

\

V kazdém kone¢ném automatu A = {Q, X%, 0, qo, F}, ktery neni minimaini,
najdeme alespori jednu dvojici stavil g1, q> (g1 # q2) takovou, Ze

L(q1) # L(q2).
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Porovndni konecnych automati

Existuje algoritmus, ktery pro zadané konecné automaty A;, A> rozhodne,
zda jsou ekvivalentni, tj. zda L(A1) = L(Az).

Dtikaz:
9 Je-li A7 nebo Ay nedeterministicky, prevedeme jej na deterministicky
@ Automaty A; a Ay prevedeme na minimalni

@ Minimalni automaty prevedeme do normovaného tvaru

@ Pokud jsou vzniklé minimalni automaty v normovaném tvaru stejné,
byly plvodni automaty ekvivalentni. Pokud vysledné automaty nejsou
stejné, nebyly plvodni automaty ekvivalentni.
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Neregularni jazyky
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Neregularni jazyky

Ne vSechny jazyky jsou reguldrni.
Existuji jazyky, pro které neexistuje zadny kone¢ny automat, ktery by je
rozpoznaval.
Priklady neregularnich jazyki:
o Ly ={a"b"| n>0}
o Lr={ww |we{ab}*}
o L3 ={wwf|we{ab}*}

Poznamka: Existence nereguldrnich jazyk( vyplyva jiz z faktu, ze
automatl pracujicich nad néjakou abecedou X je jen spocetné mnoho,
zatimco jazyk( nad abecedou X je nespocetné mnoho.
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Neregularni jazyky

Jak dokazat o né€jakém jazyce L, Ze neni regularni?

Jazyk neni reguldrni, jestlize neexistuje (tj. neni mozné sestrojit) kone¢ny
automat, ktery by ho rozpoznaval.

Jak ale dokazat, Ze néco neexistuje?

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 28. brezna 2007 20 /31



Neregularni jazyky

Jak dokazat o né€jakém jazyce L, Ze neni regularni?

Jazyk neni reguldrni, jestlize neexistuje (tj. neni mozné sestrojit) kone¢ny
automat, ktery by ho rozpoznaval.

Jak ale dokazat, Ze néco neexistuje?

Odpovéd: Stadi ukazat, ze jazyk L nemd né&jakou vlastnost, kterou ma
kazdy jazyk rozpoznavany néjakym konecnym automatem.
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Neregularni jazyky

Jak dokazat o né€jakém jazyce L, Ze neni regularni?

Jazyk neni reguldrni, jestlize neexistuje (tj. neni mozné sestrojit) kone¢ny
automat, ktery by ho rozpoznaval.

Jak ale dokazat, Ze néco neexistuje?

Odpovéd: Stadi ukazat, ze jazyk L nemd né&jakou vlastnost, kterou ma
kazdy jazyk rozpoznavany néjakym konecnym automatem.

Dva zakladni postupy dokazovani neregularity jazyki:
@ vyuziti tzv. pumping lemmatu

@ vyuziti Myhillovy-Nerodovy véty (nebudeme se ji déle zabyvat)
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Neregularni jazyky

Kazdy konecny jazyk je regularni.

Dtikaz: Konecny jazyk s n slovy mizeme popsat reguladrnim vyrazem
wi + wo + ... + wy,. Jazyk je tedy regularni.
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Neregularni jazyky
Kazdy konecny jazyk je regularni.

Dtikaz: Konecny jazyk s n slovy mizeme popsat reguladrnim vyrazem
wi + wo + ... + wy,. Jazyk je tedy regularni.

Je-li jazyk nekonecny, obsahuje pro kazdou konstantu k € N néjaké slovo
w takové, ze |w| > k

Dukaz: Uvazujeme jen konec¢nou abecedu. Pro kazdou konstantu je tedy
jen konecné mnoho slov kratSich nez tato konstanta. Pokud ma byt jazyk
nekonecny, musi byt i slovo delsi, nez jakdkoliv konstanta. Ve skuteCnosti
je slov delSich nez jakakoliv konstanta nekone¢né mnoho.
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Pumping Lemma

Predpokladejme, Ze jazyk L je rozpozndvan né€jakym konkrétnim
deterministickym automatem A, tj. L = L(A).

Vezméme nyni néjaké libovolné slovo z € L, kde z = a1ay - - - ag.

Protoze automat A slovo z pfijimd, musi tomuto slovu odpovidat urdity
prijimajici vypoclet automatu, tj. posloupnost stavi:

do, 91, 92, -- -, Qk—1, Gk

délky k + 1, kde
@ qp je pocatelni stav
@ 0(gi—1,a3;) =gqjproVie {1,2,..., k}
@ gk je prijimajici stav
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Pumping Lemma

Predpokladejme, ze A ma n stavl a Ze |z| > n.

Pak mame posloupnost délky minimalné n+ 1, ve které se mize
vyskytovat maximalné n riznych stava.

Z toho plyne, Ze musi existovat alespon jeden stav g, ktery se v této
posloupnosti vyskytuje alespon dvakrat.

Jde o aplikaci tzv. holubnikového principu (pigeonhole principle).

Holubnikovy princip

Jestlize mam n + 1 holubd rozmisténych do n kleci, pak jsou alespon
v jedné kleci minimalné dva holubi.
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Pumping Lemma

Reknéme, e opakujici stav se vyskytuje na pozicich i,j, tj. q; = qj, kde
i <j.
qo, "5 4qi, 5 4, gk
Poznamka: Zjevné miizeme najit takova i,j, ze i < j <n
Slovo z miZeme rozdélit na tfi ¢asti:

al...al- ai+1...a- a-+1...ak

u v w

9 6*((‘707 U) =4qi
° 0*(gi,v) =qj=gqi
° 0%(qj,w) = qxk
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Pumping Lemma

Vezméme nyni slova:
al...ai aj+1...ak
S—— —

al-..ai a,-_"_l.--aj ai+1--.aj aj+1-..ak
—_— Y Y

al..-ai a"+1-..aj ai+1...aj ai+1"'aj aj+1..-ak
N e e —— ——

Je zfejmé, ze A prijme kazdé z nich, vzhledem k tomu, Ze
@ 0*(qo,u) = qi
° 0*(gi,v) =qj =g
° 0*(qj,w) = qi, ak € F
M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky




Pumping Lemma

Pumping Lemma

Jestlize jazyk L je regularni, pak existuje n takové, ze kazdé slovo z € L
takové, Ze |z| > n, je mozné rozdélit na podslova u, v, w takova, Ze
z = uww, |uv| < n, |v| > 1 a pro vdechna i > 0 plati uv'w € L.

Formalné zapsano:

Jestlize L je regularni, pak
(3n)(Vz tz. z € L, |z| > n)(Fu, v, w tZ. z = uvw, |uv| < n,|v| > 1)
(Vi>0):uw'wel
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Pumping Lemma

Tvrzeni je mozné obrétit. (A = B je totéz, co =B = —A.)

Jestlize

(Vn)(3z tz. z € L, |z| > n)(Vu, v, w tz. z = uvw, |uv| < n,|v| > 1)
(3i>0):wwé¢l,

pak L neni regularni.

Pokud tedy chceme ukazat, ze jazyk L neni regularni, staci ukazat, ze
spliuje vySe uvedenou podminku.
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Pumping Lemma

Priklad: Uvazujme jazyk L= {a'b' | i > 0}.
o Predpokladame, Ze L je rozpoznavan néjakym automatem s n stavy.
@ Zvolme slovo z = a"b".

@ Uvazujme vsechny moznosti, jak mlze byt z rozdéleno na podslova
u, v, w spliujici podminky |uv| < na |v| > 1.
Zjevné slova u a v obsahuji pouze symboly a. Pro kazdé konkrétni
rozdéleni existuji néjakd j a k takovd, ze j+ k< n, k>1a
eu=2
@ VvV = ak
o w=a"Uthkpn

@ Pokud nyni zvolime i = 0, dostadvdme uv'w = uw = a"~kb". Protoze
n— k < n, zjevné plati uv'w ¢ L.
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Pumping Lemma

Poznamka: Dokazovani platnosti Ci neplatnosti formule prvého fadu, kde
se stridaji universalni a existenéni kvantifikatory, si mizeme predstavovat
jako hru dvou hraci, hrace A a hrace B, kde se hra¢ A snazi dokazat, ze
formule plati, a hra¢ B, Ze formule neplati.

Hrac A vzdy voli hodnotu proménné vazané existencnim kvantifikatorem a
naopak hra¢ B vzdy voli hodnotu proménné vazané universalnim
kvantifikdtorem.

Pokud napriklad chceme platnost formule vyvratit, stac¢i nam najit
vitéznou strategii hrace B.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 28. brezna 2007 29 /31



Pumping Lemma

(3n)(Vz tz. z € L, |z| > n)(3u, v, w tZ. z = uvw, |uv| < n,|v| > 1)
(Vi>0):uw'wel

Konkrétné pro Pumping Lemma vypada hra nasledovné:
Q A zvoli n > 0.
© B zvoli slovo z takové, ze z € L a |z| > n.
© A zvoli slova u, v, w takova, ze z = uvw, |uv| < n,|v| > 1.
Q Bzvolii > 0.
Q Je-li uv'w € L, vyhrava hra¢ A. Je-li uv'w ¢ L, vyhrava hraé B.
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Pumping Lemma

Priklad: L = {a’'b’ | i > 0}
Q A zvolin> 0.
Q B zvoli z = a"p"
© A zvolislova u,v,w tz. z = uvw, |uv| < n,|v| > 1

Q@ Bzvolii=0

© Vyhral hra¢ B, protoze bez ohledu na to, co volil hra¢ A, vzdy plati
uviw & L, protoze neprazdné slovo v se nachazi v &asti slova z
tvorené pouze symboly a, a jeho vypusténim dostaneme slovo tvaru
akb", kde k < n, a tedy nepatfici do L.
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