Formalni jazyky
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Motivace 1: Vyhleddvani v textu

Potrebujeme Fesit nasledujici problém:
@ Mame fadu raznych textd (napf. soubory na disku nebo webové
stranky apod.).
@ Potrebujeme zjistit, které z téchto textll obsahuji néjaké dané slovo Ci
frazi, pripadné néjakou kombinaci slov apod.

Pozadujeme, aby feseni bylo:
@ Rychlé — miZeme prohleddvat mnoho MB dat

@ Dostatecné obecné — chceme mit moznost formulovat dostateéné
obecné dotazy (napf. mit moznost pouzivat booleovské spojky)
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Motivace 2: Lexikalni a syntaktickd analyza

P¥i popisu libovolného programovaciho jazyka (Java, C, C++, Pascal, ...)
musi byt feceno:
© Co jsou jeho lexikalni elementy (tokeny) —
identifikatory
klicova slova
literdly (&iselné a fetézcové konstanty)
operatory
oddélovace
komentare

¢ &€ © ¢ & ¢ ¢

a jak presné vypadaji.

© Které sekvence téchto lexikalnich elementd tvori (syntakticky) dobre
utvorené programy.
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Motivace 2: Lexikalni a syntaktickd analyza

Chceme Fesit nasledujici problémy:
@ Jak presné (jednoznalné) popsat jednotlivé typy lexikalnich elementd?
@ Jak implementovat v prekladaci rozpoznavani téchto jednotlivych
typua?
@ Jak presné popsat vsechny mozné zpisoby jakymi je mozné
z lexikdInich elementl , posklddat” syntakticky sprdvné napsany
program?

@ Jak implementovat v prekladaci rozpoznani dobre utvorenych vyraz,
prikazl, procedur, metod apod.?

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 6. bfezna 2007 4 /48



Motivace 2: Lexikalni a syntaktickd analyza

Lexikalni analyza — cCinnost prekladace, kdy rozpoznava v textu
jednotlivé lexikalni elementy.

Syntakticka analyza — cinnost prekladace, kdy rozpoznava v dané
sekvenci lexikdlnich elementi napf. aritmetické vyrazy,
prikazy, podprogramy nebo i celé programy.
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Zakladni pojmy

Co maji v8echny dosud zminéné problémy spole¢ného?

@ Pracujeme se sekvencemi znaku (fikdme téz symbolu).

@ Znaky patfi do néjaké kone¢né abecedy (typicky napf. ASCIl nebo
Unicode).

@ Musime rozpoznavat ty sekvence znaki, které néjakou vlastnost maji
a ty co ji nemaji.

Poznamka: V teorii formalnich jazyk( se sekvencim znakd fiké slova. Pfi
programovani mame na mysli napriklad fetézce (stringy) nebo tfeba
soubory na disku apod.

Mnoziné slov z n€jaké abecedy se fika jazyk.
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Abeceda a slovo

Abeceda je libovolna (neprdzdna) koneénd mnoZzina symbolia (znaku).

Poznamka: Abeceda se ¢asto oznaluje feckym pismenem X (velké sigma).

Slovo v dané abecedé je libovolna posloupnost symbolil z této abecedy.

Priklad 1:
> = {A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,S,T,U,V,W,X, Y, Z}

Slova v abecedé X: AHOJ ABRACADABRA ERROR
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Abeceda a slovo

Priklad 2:
E == {A’ B7 C7 D7 E7 F7 G7 H7 I7 J7 K’ L’ M7 N7 0’ P) Q? R'7 S7 T7U7 V7 w7 X7 Y7 Z’ l—l}
Slovo v abecedé ¥: HELLO,_ WORLD

Priklad 3:

¥ =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Slova v abecedé ¥: 0, 314159, 666, 65536

Ptiklad 4:
Slova v abecedé ¥ = {0,1}: 011010001, 111, 1010101010101010

Ptiklad 5:
Slova v abecedé ¥ = {a, b}: aababb, abbabbba, aaab
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Abeceda a slovo

Priklad 6:

Abeceda X je mnozina vsech ASCII znaka.
Priklad slova:

class HelloWorld {
public static void main(String[] args) {
System.out.println("Hello, world!");

3

class HelloWorld ,{ «— yupublic static void, main(Str--
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Délka slova

Délka slova je pocet znak( ve slové.
Napriklad délka slova abaab je 5.

Délku slova w oznalujeme |w/|.

Pokud tedy napf. w = abaab, pak |w| = 5.

Prazdné slovo je slovo délky 0, tj. neobsahujici zddné znaky.
Prazdné slovo se oznaduje feckym pismenem & (epsilon).

(Pozn.: Néktefi autofi pouzivaji pro oznaleni prazdného slova misto ¢
fecké pismeno A (lambda).)

le] =0
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Zretézeni slov

Se slovy je mozné provadét operaci zfetézeni:
Napriklad zretézenim slov OST a RAVA vznikne slovo OSTRAVA.

Operace zfetézeni se oznacuje symbolem - (podobné jako nasobeni). Tento
symbol je mozné vypoustét.

OST - RAVA = OSTRAVA
Zfetézeni je asociativni, tj. pro libovolnd t¥i slova u, v a w plati
(u-v) - w=u-(v-w)

€Oz znamena, Ze pri zapisu vice zfetézeni mlizeme vypoustét zavorky a
psat napriklad wy - wo - w3 - wy - ws misto (wy - (wo - w3)) - (wa - ws)
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Zretézeni slov

Ztetézeni neni komutativni, tj. obecné pro dvojici slov u a v neplati
rovnost

Priklad:
OST - RAVA # RAVA - OST

Zjevné pro libovolna slova v a w plati:

v-w|=[v]+|w]

Pro libovolné slovo w také plati:
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Mnozinu vSech slov tvorenych symboly z abecedy ¥ oznadujeme X*.

(Formalni) jazyk v abecedé X je néjakd libovolnd podmnozina

mnoziny *.

Priklad 1: Mnozina {00,01001, 1101} je jazyk v abecedé {0, 1}

Priklad 2: Mnozina vSech syntakticky spravnych programi v jazyce Java
je jazyk v abecedé tvorené mnozinou vSech Unicode znakd.

Priklad 3: MnozZina vsech text( obsahujicich sekvenci znakii ABRACADABRA
je jazyk v abecedé tvorené mnozinou vsech ASCII znakd.
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Jazyk

Priklad 4: Uvazujme abecedu X tvofenou mnozinou vSech Unicode znakd.
Mnozina viech komentdfi v jazyce Java tvori jazyk:
@ jednoradkové komentare zacinajici dvojici znakil // a koncici znakem
konce fadku (nebo koncem souboru).
@ viceradkové komentare zacinajici dvojici znakl /* a kondici dvojici

znakd */, pri¢emz uvnitf se nesmi nachazet zadna dalsi dvojice znaki

*/.

Pokud bychom mnozinu vSech jednorddkovych komentdri oznadili jako
jazyk L1 a mnozinu vsech viceradkovych komentari jako jazyk Ly, mlizeme
mnozinu vSech komentafi oznadit jako jazyk L, definovany jako

L="L; UL
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Mnozinové operace na jazycich

Vzhledem k tomu, Ze jazyky jsou mnoZiny, miZeme s nimi provadét
mnozinové operace:

Sjednoceni — Ly U Ly je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi bud do jazyka Ly
nebo do jazyka L, (nebo do obou).

Prianik — L3 N Ly je jazyk tvoreny slovy, kterd patri soucasné do jazyka
Ly i do jazyka Ls.

Doplnék — L je jazyk tvoreny témi slovy ze ¥*, ktera nepatii do L.

Rozdil — L; — L, je jazyk tvoreny slovy, kterd patri do L1, ale nepatfi
do L2.

Poznamka: Pfi operacich nad jazyky predpokladame, Ze jazyky, se
kterymi operaci provadime, pouZivaji tutéz abecedu .
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Mnozinové operace na jazycich

Priklad:

UvazZujme mnozinu vsech text( tvorfenych ASCII znaky. Jestlize:

@ L3 je mnozina vSech text(, ve kterych se vyskytuje sekvence
znakd FOO, a

@ Ly je mnozina vSech textl, ve kterych se vyskytuje sekvence
znak( BAR,

pak

L3 U Ly jsou vSechny texty, ve kterych se vyskytuje FOO nebo BAR,
Ly N Ly jsou vSechny texty, ve kterych se vyskytuje FOO i BAR,

L1 jsou viechny texty, ve kterych se nevyskytuje FOO,

e © 6 ¢

Ly — Ly jsou vSechny texty, ve kterych se vyskytuje FOO, ale
nevyskytuje BAR.
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Zretézeni jazykl

Definice

Zietézeni jazyka L a Ly je jazyk
L={uv|uelivel}

tj. jazyk vsech slov, ktera zacinaji slovem z L; a pokracuji slovem z Ls.
Zretézeni jazyk(l L1 a Ly oznadujeme Ly - L.

Ptiklad:
Ly = {abb,ba}
L, = {a,ab, bbb}

Jazyk L; - Ly obsahuje slova:

abba abbab abbbbb baa baab babbb
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Zretézeni jazykl

Priklad:

Pro néjaky programovaci jazyk chceme definovat, jak mohou vypadat
konstanty reprezentujici ¢isla v plovouci Fadové ¢arce (floating-point),
napr.:

lel 2.0 .3 0.0 3.14 1E-9 4.5e137

Abeceda ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, .,e,E, +,-}
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Zretézeni jazykl

Priklad:

Pro néjaky programovaci jazyk chceme definovat, jak mohou vypadat
konstanty reprezentujici ¢isla v plovouci Fadové ¢arce (floating-point),
napr.:

lel 2.0 .3 0.0 3.14 1E-9 4.5e137
Abeceda ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, .,e,E, +,-}
Pokud zvolime L,,m jako mnozinu viech (neprazdnych) slov tvorenych

pouze Cislicemi, a Lgot = { .}, mizeme konstanty jako napfiklad
3467.982, 3.141592 nebo 0.0 popsat takto:

Lnum . Ldot : Lnum
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Zretézeni jazykl

Definice jazyka L vSech moznych konstant v plovouci fadové carce by pak
mohla vypadat napfriklad takto:

L = Lnum : Ldot : (Lnum U {5}) : (Lexp U {5}) U
Lot - Loum - (Lexp U {5}) U

Lnum : Lexp
kde
Loum — neprazdné sekvence dislic
Ldot - { . }
Lexp = LE : Lsign : Lnum
LE = {E, e}

Lsign - {57+7_}
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lterace jazyka

Pouzivame nasledujici zapis:

12 =
L3
L4 =
L5

Il
~r~r~r~
~
~
~ ~

P¥iklad: Pokud L = {aa, b}, pak L3 obsahuje slova:

aaaaaa aaaab aabaa aabb baaaa baab bbaa bbb

Definujeme
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lterace jazyka

Induktivni definice pro libovolné k > O:

0= {e}, LFl=1k.L prok>0.

Definice
Iterace jazyka L je jazyk

=10vulturtudy...

tj. jazyk tvoreny slovy vzniklymi zfetézenim libovolného poctu slov
z jazyka L.

Priklad: L = {aa, b}

L* = {e, aa, b, aaaa, aab, baa, bb, aaaaaa, aaaab, aabaa, aabb, . ..}
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lterace jazyka

Piiklad: L, = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

*
Lnum = Ldig " Ldig

Poznamka: PouZziva se také nasledujici znaceni:
tt=1'vPulPultu.--

Redeni predchoziho p¥ikladu bychom tedy také mohli zapsat struénéji:

_+
= Ldig

Lnum
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Zrcadlovy obraz

Zrcadlovy obraz slova w je slovo w zapsané ,,pozpatku”.

Zrcadlovy obraz slova w zna&ime wR.

Priklad: w = AHOJ wR = JOHA
Zrcadlovy obraz jazyka L je jazyk tvoreny zrcadlovymi obrazy vsech slov

z jazyka L.

Zrcadlovy obraz jazyka L zna¢ime LF.

LR={wR|wel}

Priklad: L = {ab, baaba, aaab}
LR = {ba, abaab, baaa}
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Prace s formalnimi jazyky

Kdyz chceme néjaky jazyk popsat, mame nékolik moznosti:

@ MuiZeme vyjmenovat viechna jeho slova (coz je ale pouzitelné jen pro
konec¢né jazyky).

Priklad: L = {aab, babba, aaaaaa}

@ MiuizZeme specifikovat néjakou vlastnost, kterou maji pravé ta slova,
ktera do tohoto jazyka patfi:

Priklad: Jazyk nad abecedou {0,1}, obsahujici viechna slova, ve
kterych je pocet vyskyt symbolu 1 sudy.
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Prace s formalnimi jazyky

V teorii formalnich jazyki se pouzivaji predevsim nasledujici dva pristupy:

@ Popsat (idealizovany) stoj, zafizeni, algoritmus, ktery rozpozna slova
patfici do daného jazyka — vede k pouziti tzv. automatu.

@ Popsat postup, jak mechanicky generovat vSechna mozna slova patfici
do daného jazyka — vede k tzv. gramatikam a regularnim vyrazim.
(budeme se jim vénovat pozdéji)
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Rozpozndvani jazyka

Priklad: UvaZujme slova nad abecedou {0, 1}.

Chtéli bychom rozpozndvat jazyk L, ktery je tvoren slovy, ve kterych se
vyskytuje sudy pocet symboli 1.

Chceme navrhnout zafizeni, které precte slovo, a sdéli ndm, zda toto slovo
patfi do jazyka L &i ne.
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Rozpozndvani jazyka

Prvni napad: Pocitat pocet vyskyt symbol( 1.
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Rozpozndvani jazyka

Druhy napad: Ve skutecnosti nds zajima pouze, zda pocet dosud
prectenych symboli 1 je sudy nebo lichy (misto Cisla si sta¢i pamatovat
jen jeho posledni bit).
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Rozpozndvani jazyka

Chovani tohoto zafizeni miZzeme popsat grafem:
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Vyhledavani v textu

Problém

Vstup: t — dlouhy text, s — hledany retézec

Vystup: ANO — pokud se fetézec s nachazi v textu t,
NE — pokud se tam nenachazi

Napriklad chceme zjistit, zda se v textu aaababaabab nachazi
fetézec abaa.
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Vyhledavani v textu

Jednoduchy algoritmus, ktery nas asi napadne v prvni chvili:

NA1vNi-VYHLEDAVANI(t, s)

1 n <« length(t)
2 m <« length(s)
3 fori<—Q0Qton—m
4 do nalezen «+— TRUE
5 forj—0tom—1
6 do if s[j] # t[i +]]
7 then nalezen +— FALSE; break
8 if nalezen
9 then return TRUE
10 return FALSE
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Vyhledavani v textu

[2]afa]v]afe]afa]b]a]e]
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Vyhledavani v textu

Pozorovani: Nijak nevyuzivime informaci o ¢asti slova s, kterad souhlasi, a
v dalSim kroku zacindme zase od zacatku slova s.

Napad: Slovo t Cist znak po znaku a pamatovat si jakd Cast slova s je
shodna s koncem dosud nacteného textu. Upravovat tento Gdaj vzdy jen
na zakladé dalsiho jednoho nacteného znaku:

LEPSI-VYHLEDAVANI(t, s)
1 n <« length(t)

2 m « length(s)

3 g0

4 fori—0Qton—1

5 do g — 4(q, t[i])

6 ifg=m

7 then return TRUE
8

return FALSE
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Prefixy, sufixy a podslova

V této souvislosti se ndm hodi tfi ndsledujici pojmy:

Slovo x je prefixem slova y, jestlize existuje slovo v takové, ze y = xv.

Slovo x je sufixem slova y, jestlize existuje slovo u takové, ze y = ux.

Slovo x je podslovem slova y, jestlize existuji slova u a v takova, ze
y = uxv.

Priklad:
@ Prefixy slova abaab jsou ¢, a, ab, aba, abaa, abaab.

@ Sufixy slova abaab jsou ¢, b, ab, aab, baab, abaab.

@ Podslova slova abaab jsou ¢, a, b, ab, ba, ab, aba, baa, abb, abaa,
baab, abaab.
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Vyhledavani v textu

Hodnota g, kterou si béhem vypodtu pamatujeme je tedy délka prefixu
slova s, ktery soucasné sufixem dosud prectené Casti slova t.

Poznamka: Pokud je takovych prefix(i vic, pamatujeme si délku nejdelSiho
z nich.

Proménna zjevné muizZe nabyvat jen hodnot {0,1,..., m}. Hodnoty m
nabyva jen v pfipadé, Ze bylo nalezeno slovo s.
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Vyhledavani v textu

Misto grafu mizeme stejnou informaci reprezentovat tabulkou:

a b
—0|1 0
171 2
213 0
314 2
—4 14 4

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 6. bfezna 2007 47 / 48




Vyhledavani v textu

Jak zvolit pro danou dvojici ¢ a t; novou hodnotu g, tj. hodnotu d(q, t;) ?
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Jak zvolit pro danou dvojici ¢ a t; novou hodnotu g, tj. hodnotu d(q, t;) ?

Zvolime 6(q, ti) = q' takové, Ze slovo spsy - - - 51 je nejdelSim prefixem
slova s takovym, Ze je soucasné suffixem slova sps; - - - 5q—1t;.

Poznamka: Predpokladdme, ze s = sps1 - Sp—1.
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Vyhledavani v textu

Jak zvolit pro danou dvojici g a t; novou hodnotu g, tj. hodnotu d(q, t;) ?

Zvolime 6(q, ti) = q' takové, Ze slovo spsy - - - 51 je nejdelSim prefixem
slova s takovym, Ze je soucasné suffixem slova sps; - - - 5q—1t;.

Poznamka: Predpokladdme, ze s = sps1 - Sp—1.

Poznamka: Vyse uvedené Gvahy vedou k algoritmu nazyvanému podle
jeho autortl Knuth-Morris-Pratt.

V tomto algoritmu se vyhneme tomu, ze bychom vySe uvedenou tabulku
skutecné sestrojili. Misto ni se sestroji urcita jeji stru¢néjsi reprezentace,
ktera ale umoznuje hodnoty z tabulky rychle vypocitat.

Zde se ale nebudeme timto algoritmem blize zabyvat.
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