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Cviceni 0

Priklad 1: Pro kazdy z néasledujicich formalnich zapist mnozin uvedte (svymi slovy), jaké
prvky dand mnozina obsahuje:

a) {1,3,5,7,...}

b) {...,—4,-2,0,2,4,...}

¢) {n | n =2m pro néjaké m € N}

d) {n | n = 2m pro néjaké m € N a n = 3k pro néjaké k € N}

e) {n€Z|n=n+1}

Priklad 2: Popiste vhodnym formalnim zapisem nasledujici mnoziny:
a) Mnozina obsahujici ¢isla 1, 10 a 100.

b) Mnozina obsahujici vSechna celd ¢isla vétsi nez 5.

¢) Mnozina obsahujici vSechna pfirozenda ¢éisla mensi nez 5.

d) Mnozina neobsahujici zadné prvky.

e) Mnozina vSech podmnozin dané mnoziny X.

Priklad 3: Uvazujme mnoziny A = {x,y,z} a B = {x,y}.
a) Je A podmnozinou B?

b) Je B podmnozinou A?

c) Coje AUB?

d) Co je AN B?

e) Coje A x B?

f) Co je P(B)?

Priklad 4: JestliZe mnozina A méa a prvkd a mnozina B mé b prvka, kolik prvka mé
mnozina A x B?

Priklad 5: Jestlize mnozina C' m4 ¢ prvki, kolik prvkid mé mnozina P(C)?
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Priklad 6: Necht X ={1,2,3,4,5} aY = {6,7,8,9,10}. Unarni funkce f : X — Y a binédrni
funkce g : X x Y — Y jsou popsany nasledujicimi tabulkami:

n | f(n) gl 6 7 8 9 10
1] 6 1110 10 10 10 10
21 7 27 8 9 10 6
3| 6 3|7 7 8 8 9
4| 7 419 8 7 6 10
5| 6 5/6 6 6 6 6

a) Jaka je hodnota f(2)?

b) Co definiénim oborem a oborem hodnot funkce f7
c) Jaka je hodnota g(2,10)?

d) Co defini¢nim oborem a oborem hodnot funkce g?

e) Jaka je hodnota g(4, f(4))?

Priiklad 7: Uvedte priklad relace, kterd je:
a) Reflexivni a symetricka, ale neni tranzitivni.
b) Reflexivni a tranzitivni, ale neni symetricka.

c) Symetrickd a tranzitivni, ale neni reflexivni.

Priklad 8: Kde je chyba v néasledujicim diikaze toho, %e vSichni koné maji stejnou barvu?

TVRZENI: Pro libovolnou mnozinu n kot plati, Ze vSichni koné v této mnoziné maji stejnou
barvu.

Diikaz: Indukci podle n.

e Baze: Pro n = 1 tvrzeni zjevné plati, protoze v mnoziné obsahujici pravé jednoho koné
maji vSichni koné stejnou barvu.

e Indukéni krok: Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n = k pro néjaké k£ > 1. Uka-
zeme, ze pak platii pron = k+ 1. Vezméme néjakou mnozinu K obsahujici k + 1 kon.
7 této mnoziny odebereme jednoho koné, ¢imz dostaneme néjakou mnozinu K7 obsahu-
jici k konti. Podle indukéniho pfedpokladu maji vsichni koné v K; stejnou barvu. Nyni
vratime koné, kterého jsme predtim odebrali, a odebereme néjakého jiného koné, ¢imz
dostaneme mnozinu Ko obsahujici k koni. Stejné jako v predchozim ptipadé maji podle
indukéniho predpokladu vsichni koné v K5 stejnou barvu. Z toho plyne, ze vSichni koné
v mnoziné K maji stejnou barvu.
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Priklad 9: Méjme neprazdnou koneénou mnozinu X, kde | X| = n. Uvazujme posloupnost
ekvivalenci na této mnoziné =gy, =1, =, ..., kde kazda néasledujici ekvivalence je zjemnénim
predchozi ekvivalence, tj. pro libovolné ¢ > 0 plati, Ze z  =; 1 y plyne = =; y.

Ozna¢me [z]; t¥idu ekvivalence =;, do které patii prvek z, tj. [z];, = {y € X | y =; =}.
Definuje mnozinu C jako mnozinu vsech t¥id vSech téchto ekvivalenci, tj.

¢ = Al |z € X}

i>0
a) Dokazte, ze |C| < 2n — 1.

b) Ukazte, Ze pro libovolné n > 1 muze nastat rovnost |C| = 2n — 1.

Priklad 10: Co nejvice zjednoduste dva néasledujici vyrazy:

n

> (k-1 f[ 2. 4F
k=1

k=1

Priklad 11: n-té harmonické ¢islo je definovano predpisem
1
H, = —
n Z k
k=1
Ukazte, ze pro vSechna n > 1 plati

Inn+1)<H,<lnn+1

Priklad 12:

a) Ukazte, ze mnozina vSech racionélnich ¢isel Q je spocetna. (Ukazte, ze existuje bijekce
z mnoziny pfirozenych ¢isel N do mnoziny Q.)

b) Predpokladejme, Ze mnozina X je spocetna. Ukazte, Ze mnozina vSech koneénych posloup-
nosti prvkia z X je spocetna.

c¢) Ukazte, Ze mnozina vSech realnych ¢isel R nespocetna.

d) Ukazte, Ze pro libovolnou nekone¢nou spocetnou mnozinu X plati, Zze mnozina P(X) je
nespocetna.

Priiklad 13: Uvedte piiklad usporddéni na mnoziné piirozenych ¢isel, které neni tplnym
usporadanim.

Priklad 14: Predpokladejme, ze n > 1 je néjaké dané prirozené ¢islo. Ukazte, Ze relace

a=b (modn)
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je ekvivalence.
Pozndmka: Zapisa =b (mod n) znamend, ze a i b davaji po déleni n stejny zbytek, tj. (a mod
n) = (b mod n).

Priiklad 15: Necht S je koneénd mnozina a R C S x S ekvivalence. UkaZte, Ze pokud relace
R je soucasné také antisymetrickd, pak jeji tiidy ekvivalence jsou jednoprvkové mnoziny.

Priklad 16: Je nésledujici tvrzeni pravdivé? Vyskytuje se v jeho dtikaze né&jaka chyba?
TVRZENI: Jestlize je relace R symetrickd a tranzitivni, pak je i reflexivni.

Diikaz: Diky symetrii plati pro libovolné dva prvky a a b, ze z a Rb plyne bRa. Diky tranzitivité
z toho plyne aRa, ¢imz je dtikaz hotov.

Priklad 17: Predpokladejme, Ze A a B jsou kone¢né mnoziny a f : A — B je funkce. Ukazte,
ze:

o Jestlize f je injektivni, pak |A| < |B].

o Jestlize f je surjektivni, pak |A| > |B|.

Priklad 18: Je funkce f(z) = = + 1 bijekci na mnoziné pfirozenych c¢isel N? A na mnoziné
celych ¢isel Z7

Priiklad 19: Navrhnéte a podrobné popiste algoritmus, ktery fesi nasledujici problém:

Vstup: Orientovany graf G = (V| E), vrchol s € V.
VYSTUP: Mnozina vSech vrcholt dosazitelnych z s.

Kolik operaci vas algoritmus zhruba provede, jestlize dostane na vstupu graf, ktery ma n vr-
choltt a m hran?

Priklad 20: Uvazujme néjaky bindrni strom T, kde kazdy vrchol, ktery neni listem, mé
dva potomky. Jakou minimélni a maximalni vysku muze mit strom 7T, jestlize ma celkem
n vrchold? (Vyskou stromu myslime vzdalenost od kotfene k nejvzdalenéjsimu vrcholu.)

Priklad 21: Ukazte, Ze binarni strom, ktery ma n listi, mé n—1 vrcholt stupné 2 (tj. vrchold,
které maji 2 potomky).



