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Pozadavky

Povinné:
@ Zapocet (35 bodu):
o Zapoctova pisemka (20 bodi)
o Vypracovani zdpoctového prikladu (15 bodi):

o Pisemné vypracovani (ve formatu PDF) (10 bodi)
o Predvedeni na cviéeni (5 bodu)

@ Zkouska (65 bodu)

Nepovinné: (bonusové body)

@ Vypracovani prémiového prikladu (15 bodu)
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WWW stranky

Webové stranky k predmétu naleznete na adrese:

http://www.cs.vsb.cz/kot/uti

Na téchto strdnkach najdete:
Informace o predmétu
Sylaby (autorem je doc. Petr Hlinény)

Zadani prikladd na cviceni

Zadani prémiovych prikladi

0
0
0
@ Zadani zapoctovych prikladi
0
@ Slidy z prednasek

0

Aktudlni informace
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Pozndmky

@ Prednasky jsou &islovany od 1 do 11.

@ Cviceni jsou ¢islovana od 0 do 11.
Cviceni Cislo i se vztahuje k prednasce Cislo i a mélo by byt nasledujici
tyden po této prednasce.

@ Cisla cviceni uvedena u zdpoctovych priklad( udavaji, na kterém
cviceni budete priklad predvadét.

K vypracovani zdpoctovych prikladll ze cviceni Cislo i by mély
postacCovat znalosti z prednasky a cviceni Cislo i — 1.

Na vypracovani zdpoctového prikladu budete mit vic nez tyden casu.

Zapoctové priklady zacinaji cvi¢enim dislo 2.
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Prémiové priklady

@ Body dostane vzdy prvni student v ro¢niku, ktery dany priklad vyresi.

@ Reseni posilejte e-mailem prednasejicim, ne cvificim:

@ Zdenék Sawa (zdenek.sawa@vsb.cz)
@ Martin Kot (martin.kot@vsb.cz)

@ Priklady budou zverejinovany na webovych strankach postupné béhem
semestru.

@ Kazdy student muze timto zplisobem ziskat 15 bod{ navic nejvyse
jednou.
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Napln predmétu

V tomto pfedmétu se budeme zabyvat dvéma oblastmi teoretické
informatiky:

@ Teorii formalnich jazyka

@ Vypocetni sloZitosti
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Plan prednasek

Teorie formalnich jazyka

Prednaska 1: Uvod, zakladni pojmy

(4

(]

Prednaska 2: Konec¢né automaty

(]

Prednaska 3: Reguldrni vyrazy

@ Prednaska 4: Minimalizace automat(i, omezeni kone¢nych automati

[

Prednaska 5: Bezkontextové gramatiky

(4

Prednaska 6: Zisobnikové automaty, Chomského hierarchie
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Plan prednasek

Vypocetni slozitost
@ Prednaska 7: Algoritmy, vypocetni modely, Turingovy stroje

@ Prednaska 8: Vypocetni slozitost, analyza algoritmi

(4

Pfednaska 9: Asymptotickd notace, feseni rekurentnich rovnic

©

Prednaska 10: Tridy P a NP, NP-GpIné problémy

o Prednaska 11: Dikazy NP-Gplnosti nékterych problém
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Motivace 1: Vyhleddvani v textu

Potrebujeme Fesit nasledujici problém:
@ Mame fadu raznych textd (napf. soubory na disku nebo webové
stranky apod.).
@ Potrebujeme zjistit, které z téchto textll obsahuji néjaké dané slovo Ci
frazi, pripadné néjakou kombinaci slov apod.

Pozadujeme, aby feseni bylo:
@ Rychlé — miZeme prohleddvat mnoho MB dat

@ Dostatecné obecné — chceme mit moznost formulovat dostateéné
obecné dotazy (napf. mit moznost pouzivat booleovské spojky)
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Motivace 2: Lexikalni a syntaktickd analyza

P¥i popisu libovolného programovaciho jazyka (Java, C, C++, Pascal, ...)
musi byt feceno:
© Co jsou jeho lexikalni elementy (tokeny) —
identifikatory
klicova slova
literdly (&iselné a fetézcové konstanty)
operatory
oddélovace
komentare

¢ &€ © ¢ & ¢ ¢

a jak presné vypadaji.

© Které sekvence téchto lexikalnich elementd tvori (syntakticky) dobre
utvorené programy.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 11 / 478




Motivace 2: Lexikalni a syntaktickd analyza

Chceme Fesit nasledujici problémy:
@ Jak presné (jednoznalné) popsat jednotlivé typy lexikalnich elementd?
@ Jak implementovat v prekladaci rozpoznavani téchto jednotlivych
typua?
@ Jak presné popsat vsechny mozné zpisoby jakymi je mozné
z lexikdInich elementl , posklddat” syntakticky sprdvné napsany
program?

@ Jak implementovat v prekladaci rozpoznani dobre utvorenych vyraz,
prikazl, procedur, metod apod.?
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Motivace 2: Lexikalni a syntaktickd analyza

Lexikalni analyza — cCinnost prekladace, kdy rozpoznava v textu
jednotlivé lexikalni elementy.

Syntakticka analyza — cinnost prekladace, kdy rozpoznava v dané
sekvenci lexikdlnich elementi napf. aritmetické vyrazy,
prikazy, podprogramy nebo i celé programy.
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Zakladni pojmy

Co maji v8echny dosud zminéné problémy spole¢ného?

@ Pracujeme se sekvencemi znaku (fikdme téz symbolu).

@ Znaky patfi do néjaké kone¢né abecedy (typicky napf. ASCIl nebo
Unicode).

@ Musime rozpoznavat ty sekvence znaki, které néjakou vlastnost maji
a ty co ji nemaji.

Poznamka: V teorii formalnich jazyk( se sekvencim znakd fiké slova. Pfi
programovani mame na mysli napriklad fetézce (stringy) nebo tfeba
soubory na disku apod.

Mnoziné slov z n€jaké abecedy se fika jazyk.
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Abeceda a slovo

Abeceda je libovolna (neprdzdna) koneénd mnoZzina symbolia (znaku).

Poznamka: Abeceda se ¢asto oznaluje feckym pismenem X (velké sigma).

Slovo v dané abecedé je libovolna posloupnost symbolil z této abecedy.

Priklad 1:
> = {A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,S,T,U,V,W,X, Y, Z}

Slova v abecedé X: AHOJ ABRACADABRA ERROR
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Abeceda a slovo

Priklad 2:
E == {A’ B7 C7 D7 E7 F7 G7 H7 I7 J7 K’ L’ M7 N7 0’ P) Q? R'7 S7 T7U7 V7 w7 X7 Y7 Z’ l—l}
Slovo v abecedé ¥: HELLO,_ WORLD

Priklad 3:
¥ =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Slova v abecedé ¥: 0, 314159, 666, 65536

Ptiklad 4:
Slova v abecedé ¥ = {0,1}: 011010001, 111, 1010101010101010

Ptiklad 5:
Slova v abecedé ¥ = {a, b}: aababb, abbabbba, aaab
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Abeceda a slovo

Priklad 6:

Abeceda ¥ je mnozina viech ASCII znaki.
Priklad slova:

#include <stdio.h>

int main()

{
printf ("Hello, world!\n");
return O;

#include <stdio.h> <=« int main() « { < printf("He--
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Délka slova

Délka slova je pocet znak( ve slové.
Napriklad délka slova abaab je 5.

Délku slova w oznalujeme |w/|.

Pokud tedy napf. w = abaab, pak |w| = 5.

Prazdné slovo je slovo délky 0, tj. neobsahujici zddné znaky.
Prazdné slovo se oznaduje feckym pismenem & (epsilon).

(Pozn.: Néktefi autofi pouzivaji pro oznaleni prazdného slova misto ¢
fecké pismeno A (lambda).)

le] =0
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Zretézeni slov

Se slovy je mozné provadét operaci zfetézeni:
Napriklad zretézenim slov OST a RAVA vznikne slovo OSTRAVA.

Operace zfetézeni se oznacuje symbolem - (podobné jako nasobeni). Tento
symbol je mozné vypoustét.

OST - RAVA = OSTRAVA
Zfetézeni je asociativni, tj. pro libovolnd t¥i slova u, v a w plati
(u-v) - w=u-(v-w)

€Oz znamena, Ze pri zapisu vice zfetézeni mlizeme vypoustét zavorky a
psat napriklad wy - wo - w3 - wy - ws misto (wy - (wo - w3)) - (wa - ws)
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Zretézeni slov

Ztetézeni neni komutativni, tj. obecné pro dvojici slov u a v neplati
rovnost

Priklad:
OST - RAVA # RAVA - OST

Zjevné pro libovolna slova v a w plati:

v-w|=[v]+|w]

Pro libovolné slovo w také plati:

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 22 / 478



Mnozinu vSech slov tvorenych symboly z abecedy ¥ oznadujeme X*.

(Formalni) jazyk v abecedé X je néjakd libovolnd podmnozina

mnoziny *.

Priklad 1: Mnozina {00,01001, 1101} je jazyk v abecedé {0, 1}

Priklad 2: Mnozina vSech syntakticky spravnych programi v jazyce C je
jazyk v abecedé tvorené mnozinou viech ASCII znakd.

Priklad 3: MnozZina vsech text( obsahujicich sekvenci znakii ABRACADABRA
je jazyk v abecedé tvorené mnozinou vsech ASCII znakd.
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Jazyk

Priklad 4: Uvazujme abecedu X tvofenou mnozinou vSech Unicode znakd.
Mnozina viech komentdfi v jazyce Java tvori jazyk:
@ jednoradkové komentare zacinajici dvojici znakil // a koncici znakem
konce fadku (nebo koncem souboru).
@ viceradkové komentare zacinajici dvojici znakl /* a kondici dvojici

znakd */, pri¢emz uvnitf se nesmi nachazet zadna dalsi dvojice znaki

*/.

Pokud bychom mnozinu vSech jednorddkovych komentdri oznadili jako
jazyk L1 a mnozinu vsech viceradkovych komentari jako jazyk Ly, mlizeme
mnozinu vSech komentafi oznadit jako jazyk L, definovany jako

L="L; UL
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Mnozinové operace na jazycich

Vzhledem k tomu, Ze jazyky jsou mnoZiny, miZeme s nimi provadét
mnozinové operace:

Sjednoceni — Ly U Ly je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi bud do jazyka Ly
nebo do jazyka L, (nebo do obou).

Prianik — L3 N Ly je jazyk tvoreny slovy, kterd patri soucasné do jazyka
Ly i do jazyka Ls.

Doplnék — L je jazyk tvoreny témi slovy ze ¥*, ktera nepatii do L.

Rozdil — L; — L, je jazyk tvoreny slovy, kterd patri do L1, ale nepatfi
do L2.

Poznamka: Pfi operacich nad jazyky predpokladame, Ze jazyky, se
kterymi operaci provadime, pouZivaji tutéz abecedu .
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Mnozinové operace na jazycich

Priklad:

UvazZujme mnozinu vsech text( tvorfenych ASCII znaky. Jestlize:

@ L3 je mnozina vSech text(, ve kterych se vyskytuje sekvence
znakd FOO, a

@ Ly je mnozina vSech textl, ve kterych se vyskytuje sekvence
znak( BAR,

pak

L3 U Ly jsou vSechny texty, ve kterych se vyskytuje FOO nebo BAR,
Ly N Ly jsou vSechny texty, ve kterych se vyskytuje FOO i BAR,

L1 jsou viechny texty, ve kterych se nevyskytuje FOO,

e © 6 ¢

Ly — Ly jsou vSechny texty, ve kterych se vyskytuje FOO, ale
nevyskytuje BAR.
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Zretézeni jazykl

Definice

Zietézeni jazyka L a Ly je jazyk
L={uv|uelivel}

tj. jazyk vsech slov, ktera zacinaji slovem z L; a pokracuji slovem z Ls.
Zretézeni jazyk(l L1 a Ly oznadujeme Ly - L.

Ptiklad:
Ly = {abb,ba}
L, = {a,ab, bbb}

Jazyk L; - Ly obsahuje slova:

abba abbab abbbbb baa baab babbb
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Zretézeni jazykl

Priklad:

Pro néjaky programovaci jazyk chceme definovat, jak mohou vypadat
konstanty reprezentujici ¢isla v plovouci Fadové ¢arce (floating-point),
napr.:

lel 2.0 .3 0.0 3.14 1E-9 4.5e137

Abeceda ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, .,e,E, +,-}
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Zretézeni jazykl

Priklad:

Pro néjaky programovaci jazyk chceme definovat, jak mohou vypadat
konstanty reprezentujici ¢isla v plovouci Fadové ¢arce (floating-point),
napr.:

lel 2.0 .3 0.0 3.14 1E-9 4.5e137
Abeceda ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, .,e,E, +,-}
Pokud zvolime L,,m jako mnozinu viech (neprazdnych) slov tvorenych

pouze Cislicemi, a Lgot = { .}, mizeme konstanty jako napfiklad
3467.982, 3.141592 nebo 0.0 popsat takto:

Lnum . Ldot : Lnum
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Zretézeni jazykl

Definice jazyka L vSech moznych konstant v plovouci fadové carce by pak
mohla vypadat napfriklad takto:

L = Lnum : Ldot : (Lnum U {5}) : (Lexp U {5}) U
Lot - Loum - (Lexp U {5}) U

Lnum : Lexp
kde
Loum — neprazdné sekvence dislic
Ldot - { . }
Lexp = LE : Lsign : Lnum
LE = {E, e}

Lsign - {57+7_}
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lterace jazyka

Pouzivame nasledujici zapis:

12 =
L3
L4 =
L5

Il
~r~r~r~
~
~
~ ~

P¥iklad: Pokud L = {aa, b}, pak L3 obsahuje slova:

aaaaaa aaaab aabaa aabb baaaa baab bbaa bbb

Definujeme
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lterace jazyka

Induktivni definice pro libovolné k > O:

0= {e}, LFl=1k.L prok>0.

Definice
Iterace jazyka L je jazyk

=10vulturtudy...

tj. jazyk tvoreny slovy vzniklymi zfetézenim libovolného poctu slov
z jazyka L.

Priklad: L = {aa, b}

L* = {e, aa, b, aaaa, aab, baa, bb, aaaaaa, aaaab, aabaa, aabb, . ..}
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lterace jazyka

Piiklad: L, = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

*
Lnum = Ldig " Ldig

Poznamka: PouZziva se také nasledujici znaceni:
tt=1'vPulPultu.--

Redeni predchoziho p¥ikladu bychom tedy také mohli zapsat struénéji:

_+
= Ldig

Lnum
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Prace s formalnimi jazyky

Kdyz chceme néjaky jazyk popsat, mame nékolik moznosti:

@ MuiZeme vyjmenovat viechna jeho slova (coz je ale pouzitelné jen pro
konec¢né jazyky).

Priklad: L = {aab, babba, aaaaaa}

@ MiuizZeme specifikovat néjakou vlastnost, kterou maji pravé ta slova,
ktera do tohoto jazyka patfi:

Priklad: Jazyk nad abecedou {0,1}, obsahujici viechna slova, ve
kterych je pocet vyskyt symbolu 1 sudy.
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Prace s formalnimi jazyky

V teorii formalnich jazyki se pouzivaji predevsim nasledujici dva pristupy:

@ Popsat (idealizovany) stoj, zafizeni, algoritmus, ktery rozpozna slova
patfici do daného jazyka — vede k pouziti tzv. automatu.

@ Popsat postup, jak mechanicky generovat vSechna mozna slova patfici
do daného jazyka — vede k tzv. gramatikam a regularnim vyrazim.
(budeme se jim vénovat pozdéji)
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Rozpozndvani jazyka

Priklad: UvaZujme slova nad abecedou {0, 1}.

Chtéli bychom rozpozndvat jazyk L, ktery je tvoren slovy, ve kterych se
vyskytuje sudy pocet symboli 1.

Chceme navrhnout zafizeni, které precte slovo, a sdéli ndm, zda toto slovo
patfi do jazyka L &i ne.
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Rozpozndvani jazyka

Druhy napad: Ve skutecnosti nds zajima pouze, zda pocet dosud
prectenych symboli 1 je sudy nebo lichy (misto Cisla si sta¢i pamatovat
jen jeho posledni bit).
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Rozpozndvani jazyka

Chovani tohoto zafizeni miZzeme popsat grafem:
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Vyhledavani v textu

Problém

Vstup: t — dlouhy text, s — hledané retézec

Vystup: ANO — pokud se fetézec s nachazi v textu t,
NE — pokud se tam nenachazi

Napriklad chceme zjistit, zda se v textu aaababaabab nachazi
fetézec abaa.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 43 / 478



Vyhledavani v textu

Jednoduchy algoritmus, ktery nas asi napadne v prvni chvili:

NA1vNi-VYHLEDAVANI(t, s)

1 n <« length(t)
2 m <« length(s)
3 fori<—Q0Qton—m
4 do nalezen «+— TRUE
5 forj—0tom—1
6 do if s[j] # t[i +]]
7 then nalezen +— FALSE; break
8 if nalezen
9 then return TRUE
10 return FALSE
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Vyhledavani v textu
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Vyhledavani v textu

Pozorovani: Nijak nevyuzivime informaci o ¢asti slova s, kterad souhlasi, a
v dalSim kroku zacindme zase od zacatku slova s.

Napad: Slovo t Cist znak po znaku a pamatovat si jakd ¢ast slova s
s koncem dosud nacteného textu. Upravovat tento Gdaj vzdy jen na
zakladé dalsiho jednoho nacteného znaku:

LEPSI-VYHLEDAVANI(t, s)
1 n <« length(t)

2 m « length(s)

3 g0

4 fori—0Qton—1

5 do g — 4(q, t[i])

6 ifg=m

7 then return TRUE
8

return FALSE
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Prefixy, sufixy a podslova

V této souvislosti se ndm hodi tfi ndsledujici pojmy:

Slovo x je prefixem slova y, jestlize existuje slovo v takové, ze y = xv.

Slovo x je sufixem slova y, jestlize existuje slovo u takové, ze y = ux.

Slovo x je podslovem slova y, jestlize existuji slova u a v takova, ze
y = uxv.

Priklad:
@ Prefixy slova abaab jsou ¢, a, ab, aba, abaa, abaab.

@ Sufixy slova abaab jsou ¢, b, ab, aab, baab, abaab.

@ Podslova slova abaab jsou ¢, a, b, ab, ba, ab, aba, baa, abb, abaa,
baab, abaab.
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Vyhledavani v textu

Hodnota g, kterou si béhem vypodtu pamatujeme je tedy délka prefixu
slova s, ktery soucasné sufixem dosud prectené Casti slova t.

Poznamka: Pokud je takovych prefix(i vic, pamatujeme si délku nejdelSiho
z nich.

Proménna zjevné muizZe nabyvat jen hodnot {0,1,..., m}. Hodnoty m
nabyva jen v pfipadé, Ze bylo nalezeno slovo s.
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Vyhledavani v textu

Hodnota g, kterou si béhem vypodtu pamatujeme je tedy délka prefixu
slova s, ktery soucasné sufixem dosud prectené Casti slova t.
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Vyhledavani v textu
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Vyhledavani v textu
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Vyhledavani v textu
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Vyhledavani v textu

Misto grafu mizeme stejnou informaci reprezentovat tabulkou:

a b
—0|1 0
171 2
213 0
314 2
—4 14 4
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Vyhledavani v textu

Jak zvolit pro danou dvojici ¢ a t; novou hodnotu g, tj. hodnotu d(q, t;) ?
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Vyhledavani v textu

Jak zvolit pro danou dvojici ¢ a t; novou hodnotu g, tj. hodnotu d(q, t;) ?

Zvolime 6(q, ti) = q' takové, Ze slovo spsy - - - 51 je nejdelSim prefixem
slova s takovym, Ze je soucasné suffixem slova sps; - - - 5q—1t;.

Poznamka: Predpokladdme, ze s = sps1 - Sp—1.
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Vyhledavani v textu

Jak zvolit pro danou dvojici g a t; novou hodnotu g, tj. hodnotu d(q, t;) ?

Zvolime 6(q, ti) = q' takové, Ze slovo spsy - - - 51 je nejdelSim prefixem
slova s takovym, Ze je soucasné suffixem slova sps; - - - 5q—1t;.

Poznamka: Predpokladdme, ze s = sps1 - Sp—1.

Poznamka: Vyse uvedené Gvahy vedou k algoritmu nazyvanému podle
jeho autortl Knuth-Morris-Pratt.

V tomto algoritmu se vyhneme tomu, ze bychom vySe uvedenou tabulku
skutecné sestrojili. Misto ni se sestroji urcita jeji stru¢néjsi reprezentace,
ktera ale umoznuje hodnoty z tabulky rychle vypocitat.

Zde se ale nebudeme timto algoritmem blize zabyvat.
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Deterministicky konecny automat

Deterministicky kone¢ny automat se sklada ze stavii a prechodu.
Jeden ze stavil je oznacen jako pocatecni stav a nékteré ze stavil jsou

oznaceny jako prijimajici.
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Deterministicky konecny automat

Formalné je deterministicky kone¢ny automat definovan jako pétice

(Qv E? 67 qo, F)
kde:

Q je kone¢nd mnozina stavi

> je konecnd abeceda

6: Q x X — Q je prechodova funkce
go € Q je pocatecni stav

e © © 6 ¢

F C Q je mnoZina prijimajicich stavi
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Deterministicky konecny automat

o Q=1{1,2,3,4,5) 5(l,a)=2  o(1,b)=1
o ¥ ={a,b} 6(2,2) =4 6(2,b) =5
.o 5(3,a)=1  8(3,b)—4

9 5(4,2)=1  6(4,b) =3
o F={1,45} 5(5,a) =4  6(5,b) =5
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Deterministicky konecny automat

Misto zapisu

5(l,a)=2  o(Lb)=1
5(2,a) =4  6(2,b) =5
53,2)=1  6(3,b) =4
S(4,a)=1  5(4,b)=3
5(5,a) =4  6(5,b) =5

Vv

)
o’

Ea N N e ) )
1l W s o1
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53,2)=1  6(3,b) =4
S(4,a)=1  5(4,b)=3
5(5,a) =4  6(5,b) =5

Vv

dla b
—~1|12 1
214 5
3|1 4
«~—4 |11 3
«~514 5
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Deterministicky konecny automat
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Deterministicky konecny automat

Konfigurace konecného automatu je dana stavem jeho fidici jednotky a
dosud neprectenym obsahem pasky.

Formalné muizeme konfiguraci definovat jako dvojici z mnoziny @ x X*.

Priklad: (2,babb) je konfigurace

Na mnoziné vSech konfiguraci miZeme definovat binarni relaci -
s nasledujicim vyznamem: C; = G, znamena, Ze automat mize prejit
jednim krokem z konfigurace (7 do konfigurace C,.
Priklad:
(2,babb) + (5, abb)

Formélné plati, Ze (g, w) - (¢', w') pravé kdyz w = aw’ a ¢’ = 6(q, a) pro
néjaké a € .
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Deterministicky konecny automat

Konfigurace (g, w) se nazyva pocatecni konfigurace, jestlize g = qo.
Priklad: (1,ababb) je pocate¢ni konfigurace.

Konfigurace (g, w) se nazyva koncova konfigurace, jestlize w = ¢.
Priklad: (4,¢) je koncova konfigurace.

Definice

Vypocet automatu je posloupnost konfiguraci
CO? C17 C27 ) Ck

kde C; jsou konfigurace, Cy je pocatecni konfigurace, Cy je koncova
konfigurace a pro véechna i € {1,2,..., k} plati, ze C;_1 - ;.
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Deterministicky konecny automat

(1, ababb)
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Deterministicky konecny automat

(1, ababb) I (2, babb)
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Deterministicky konecny automat

(1, ababb) F (2, babb)
(5, abb)
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Deterministicky konecny automat

(1, ababb) F (2, babb)
(5, abb) - (4,Dbb)
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Deterministicky konecny automat

(1, ababb) F (2, babb)
(5,abb) - (4,bb) -
(3,b)
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Deterministicky konecny automat

(1, ababb) F (2, babb)
(5,abb) - (4,bb) -
(3,b) - (4,¢)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 65 / 478



Deterministicky konecny automat

Déle mizeme definovat relaci -*, jejiz vyznam je takovy, ze C +* C’ plati
pravé tehdy, kdyz automat muize prejit néjakym libovolnym (i nulovym)
po¢tem kroki z konfigurace C do konfigurace C'.

Presnéji Fe¢eno, C H* C’ plati pravé tehdy, kdyz existuje posloupnost
konfiguraci
CGHFGFGEF---FC

kde Co = C, Cx = C’ a pro vdechna i € {1,2,..., k} plati, ze C;_1 - C;.
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Deterministicky konecny automat

Koncové konfigurace (q,¢) je prijimajici, jestlize g € F.

Automat prFijima slovo w € ¥* pravé tehdy, jestlize vypocet zacinajici
v pocateni konfiguraci (go, w) skonéi v pfijimajici koncové konfiguraci.

Poznamka: Formalné to mizeme definovat tak, Ze automat pfijima slovo
w € ¥* pravé kdyz (qo, w) F* (g, ) pro néjaké g € F.
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Deterministicky konecny automat

Jazyk rozpoznavany (pfijimany) danym deterministickym kone¢nym
automatem A = (Q, X, d, qo, F), oznalovany L(A), je mnozina vsech slov
prijimanych timto automatem, tj.

L(A) ={w € X | (g0, w) " (g,¢), g € F}

Jazyk L nazyvame regularni pravé tehdy, kdyz existuje konecny automat,
ktery jej prijima.
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Automat pro prinik jazyki

Mame nasledujici dva automaty:

Prijmou oba slovo ababb?
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Automat pro prinik jazyki

Mame nasledujici dva automaty:

Prijmou oba slovo ababb?

MuZeme postupné nechat precist slovo obéma automatiim. Odpovéd bude
ano, pokud oba odpovi ano.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 70 / 478




Automat pro prinik jazyki

Mame nasledujici dva automaty:

Prijmou oba slovo ababb?

MuZeme postupné nechat precist slovo obéma automatiim. Odpovéd bude
ano, pokud oba odpovi ano.
Lepsi je Cist slovo soucasné obéma automaty.
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Automat pro prinik jazyki
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:

Prijmou oba slovo ababb?

MuZeme postupné nechat precist slovo obéma automatiim. Odpovéd bude
ano, pokud oba odpovi ano.

Lepsi je Cist slovo soucasné obéma automaty.

Situace pfi tomto postupu je dana neprectenou Casti slova a aktudlnimi
stavy obou automatid. Zkusime vytvorit automat, ktery toto ma jako své
konfigurace.
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Automat pro prinik jazyki
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Automat pro prinik jazyki
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Automat pro prinik jazyki
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Automat pro prinik jazyki
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Automat pro prinik jazyki
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Automat pro prinik jazyki
b
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Automat pro prinik jazyki
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Automat pro prinik jazyki
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Automat pro prinik jazyki
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Automat pro prinik jazyki
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Pranik regularnich jazyki

Jestlize jazyky L1, Ly C X* jsou regularni, pak také jazyk L1 N Ly je
reguldrni.
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Pranik regularnich jazyki

Jestlize jazyky L1, Ly C X* jsou regularni, pak také jazyk L1 N Ly je
reguldrni.

Diikaz: Necht L1 = L(A;), Lo = L(A2) pro kone&né automaty
A1 = (Q1,%,01,qo1, F1), A2 = (@2, %, 2, qo2, F2). Definujeme automat
A=(Q,%,0,q, F) tz.

0 Q=01 xQ,

0 5((q1,92),a) = (01(q1,a),02(qo,a)) pro viechna g1 € Q1, g2 € Qo,
aecy,

@ qo = (qo1, qo2).
e F= (Fl X F2)

Od konstrukce pro sjednoceni se tato lisi jen mnozinou koncovych stavil
v sestrojeném automatu.
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Automat pro sjednoceni jazykl
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Automat pro sjednoceni jazykl
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Sjednoceni regularnich jazyki

Jestlize jazyky L1, Ly C ¥* jsou regularni, pak také jazyk L; U L je
regularni.
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Sjednoceni regularnich jazyki

Jestlize jazyky L1, Ly C ¥* jsou regularni, pak také jazyk L; U L je
regularni.

Dukaz: Necht L; = L(A;1), Ly = L(A) pro koneéné automaty
A; = (@1, 2,01, 901, F1), A2 = (@2, %, 62, o2, F2). Definujeme automat
A= (Q, .0, qo, F) tz.

0 Q= @1 xQ,

@ 0((q1,92),a) = (91(q1,a),62(q2,a) ) pro véechna g1 € Q1, g2 € @a,

aey,

@ qo = (qo1, q02),

o F= (Fl X Qz)U(Ql X F2).
Je zfejmé a napf. indukci podle délky |w| je mozno ukazat, Ze pro libovolné
€ Qe QaweX jed ((q1,q2),w)=(0(q1,w),d5(q2, w)).
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Automat pro doplnék jazyka

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 78 / 478



Automat pro doplnék jazyka
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Automat pro doplnék jazyka
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Doplnék reguldrniho jazyka

Jestlize jazyk L je regularni, pak také jeho doplnék L je regularni.
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Doplnék reguldrniho jazyka

Jestlize jazyk L je regularni, pak také jeho doplnék L je regularni.

Dukaz: Necht L = L(.A) pro kone¢ny automat A = (Q, 3,0, qo, F).
Definujeme automat A" = (Q, %, §, o, Q — F). Potom

0 pro kazdé slovo w prijimané A plati 0*(qo, w) € F a tedy
(q07 ) ¢ Q-F
@ pro kazdé slovo w nepfijimané A plati 0*(qo, w) ¢ F a tedy

6*(qo,w) € Q= F
@ a tedy automat A’ pFijimd pravé ta slova, kterd nepfijima A
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Zretézeni regularnich jazykd

Je mozné ke dvéma automatim A, Ac prijimajicim jazyky L1, L
sestrojit automat A pfijimajici jazyk L;j.Ly7?

Priklad: Mé&jme jazyky L1 = {wb | w € {a,b}*} a

L, = {w € {a, b}* | w neobsahuje aba}.
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Zretézeni regularnich jazykd

Je mozné ke dvéma automatim A, Ac prijimajicim jazyky L1, L
sestrojit automat A pfijimajici jazyk L;j.Ly7?

Priklad: Mé&jme jazyky L1 = {wb | w € {a,b}*} a
L, = {w € {a, b}* | w neobsahuje aba}.

b )

Jak tyto automaty spojit?
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Zretézeni regularnich jazykd

Je mozné ke dvéma automatim A, Ac prijimajicim jazyky Lj, Lo
sestrojit automat A pfijimajici jazyk L;j.Ly7?

Priklad: Mé&jme jazyky Ly = {wb | w € {a,b}"} a

Lo = {w € {a, b}" | w neobsahuje aba},

Ve chvili, kdy prijima prvni automat, zkusi zacit rozpoznavat druhym
automatem.

Spravné prijme abaaa, kde ab € L1 a aaa € L. Ale nepfijme ababa.
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Zretézeni regularnich jazykd

Je mozné ke dvéma automatim A, Ac prijimajicim jazyky L1, L
sestrojit automat A pfijimajici jazyk L;j.Ly7?

Priklad: Mé&jme jazyky L1 = {wb | w € {a,b}*} a

L, = {w € {a, b}* | w neobsahuje aba}.

Ve chvili, kdy pfijima prvni automat, zkusi zacit rozpoznavat druhym
automatem a soucasné i zkousi pokracovat v prvnim.

Jde o tzv. zobecnény nedeterministicky automat rozpoznavajici
pozadovany jazyk
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Definice

Nedeterministicky konecny automat je usporadana pétice
A=(Q,%,9,1,F), kde

Q je kone¢nd neprazdnd mnozina stavi
. je konecna neprazdnd mnozina zvana vstupni abeceda
§:@Q x X — 29 je (nedeterministicka) prechodova funkce

I C Q je neprazdna mnozina pocatecnich stavi

e © 6 6 ¢

F C Q je mnozina pfijimajicich (koncovych) stavi

Rozdily od deterministického kone¢ného automatu:

@ Z daného stavu je mozno Ctenim vstupniho symbolu prejit do vice
riznych stavi, ale také prechod pro vstupni symbol nemusi existovat

@ Je povolen vice neZ jeden pocatecni stav
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Nedeterministicky kone¢ny automat
b
39 2.0
a

o Q=1{1,2,3}

o ¥ ={ab} 6(L,a) =10 6(1,b) = {1,2}
o | =1{1,2} 6(2,2) ={1,3}  4(2,p) =0

o F={3) 0(3,2) =0 5(3,b) =0
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Misto zapisu

§(l,a) =10 o(1,b) = {1,2}

5(2,a) ={1,3} 5(2,b) =10

§(3,a) =10 5(3,b) =10

budeme rad€ji pouzivat stru¢néjsi tabulku nebo grafické znazornéni

) ‘ a b
1 1,2
2113
3
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Konfigurace nedeterministického koneéného automatu je, stejné jako v
pripadé deterministického kone¢ného automatu, dana stavem jeho fidici
jednotky a dosud neprectenym obsahem pasky.

Formalné miZeme konfiguraci definovat jako dvojici z mnoziny Q x X*.

Opét mizeme na mnoziné véech konfiguraci definovat bindrni relaci I~ se
stejnym vyznamem: C; - (; znamend, Ze automat mize prejit jednim
krokem z konfigurace (3 do konfigurace C,. Lisi se ovsem formalni definice
této relace.

Form3lné plati, Ze (g, w) - (¢', w') pravé kdyz w = aw’ a ¢’ € §(q, a) pro
néjaké a € X..
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Konfigurace (g, w) se nazyva pocatecni konfigurace, jestlize g € /.

Poznamka: Pro stejné slovo tedy miize existovat vice rliznych pocatecnich
konfiguraci

Konfigurace (g, w) se nazyva koncova konfigurace, jestlize w = ¢.

Vypocet automatu je posloupnost konfiguraci
C07 C17 C27 ) Ck

kde C; jsou konfigurace, Cy je pocateéni konfigurace a pro vsechna
i € {1,2, R k} plati, ze C;_1 - ;.
Vypocet je uplny, je-li Cx koncova konfigurace.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Opét mazeme definovat relaci *, jejiz vyznam je takovy, ze C * C' plati
pravé tehdy, kdyz automat muize prejit néjakym libovolnym (i nulovym)
po¢tem kroki z konfigurace C do konfigurace C'.

Presnéji Fe¢eno, C H* C’ plati pravé tehdy, kdyz existuje posloupnost
konfiguraci
CGHFGFGEF---FC

kde Co = C, Cx = C’ a pro vdechna i € {1,2,..., k} plati, ze C;_1 - C;.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Koncova konfigurace (q,¢) je pfijimajici, jestlize g € F.

Automat prijima slovo w € ¥* pravé tehdy, jestlize existuje néjaky ((plny)
vypocet zadinajici v poc¢atecni konfiguraci (g, w) pro néjaké g € | a koncici
v prFijimajici koncové konfiguraci.

Poznamka: Formalné to mizeme definovat tak, ze automat pfijima slovo
w € ¥* pravé kdyz (go, w) H* (g,¢) pro néjaké g € F a qo € I.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

o

(2, babba)

Nelplny vypocet

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 90 / 478



Nedeterministicky kone¢ny automat

b
()
1

(1,babba)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

o

(1,babba) F (2, abba)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1,babba) F (2, abba) -
(3,bba)

Nelplny vypocet
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Nedeterministicky kone¢ny automat

b
()
1
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Nedeterministicky kone¢ny automat

o

(1,babba) F (2, abba)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 90 / 478



Nedeterministicky kone¢ny automat

b
()
1

(1,babba) I (2, abba) -
(1,bba)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

b
()
1

(1,babba) I (2, abba) -
(1,bba) - (1,ba)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

o

(1,babba) I (2, abba) -
(1,bba) - (1,ba)
(2,2)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 90 / 478



Nedeterministicky kone¢ny automat

b
()
1

_ (1, babba) I (2, abba)

(1,bba) - (1,ba) -
(2,a) F (1,)

Uplny, ale neptijimajici vypolet

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 90 / 478



Nedeterministicky kone¢ny automat

b
()
1
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Nedeterministicky kone¢ny automat

o

(1,babba) F (2, abba)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

b
()
1

(1,babba) I (2, abba) -
(1,bba)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

b
()
1

(1,babba) I (2, abba) -
(1,bba) - (1,ba)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

o

(1,babba) I (2, abba) -
(1,bba) - (1,ba)
(2,2)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

_ (1, babba) I (2, abba)

(1,bba) - (1,ba) -
(2,a) - (3,¢)

Uplny ptijimajici vypocet
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

@ Nékdy je uzite¢nd moznost nechat automat zménit stav bez ¢teni
vstupniho symbolu (napf. motiva¢ni priklad na zfetézeni)

@ Pridame tzv. e-pfechody - mohou byt provedeny kdykoliv se automat
nachdzi ve stavu, ze kterého vychdzeji a neposouvd se Cteci hlava na
dalsi symbol

Definice
(Zobecnény) nedeterministicky koneény automat je uspofddand pétice
A=(Q,%,5,1,F), kde

@ @ je konec¢nd neprazdnd mnoZina stavi
Y je konecnd neprdzdnd mnozina zvand vstupni abeceda
§:Q x (ZU{e}) — 29 je (nedeterministickd) prechodova funkce

I C Q je neprazdnd mnozina pocatecnich stavi

e © ¢ ¢

F C Q je mnozina pfijimajicich (koncovych) stavi

v
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

6(Aa) ={
o Q={AB,1,23} 5(B,a) = {A}  &(B,b) = {B)}
o ¥ ={a,b} 6(B,e) = {0}
oA 5(0,a) = {1} 4(0,b) = {0}
B 6(1,a) = {1} d(1,0) = {2}
o F={0,1,2} 5(2,a) = {3}  4(2,b) = {0}
5(3,a) = 0 5(3,b) = 0
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

Opét je vhodné zapsat prechodovou funkci tabulkou

dla b ¢
Al A B
B|A B 0
0|1 O
11 2
213 0
3
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

@ Konfigurace ZNKA je definovana stejné jako pro NKA.

@ Relaci - mezi konfiguracemi definujeme tak, ze (g, w) - (¢’, w’)
pravé kdyz w = aw’ a ¢’ € §(q, a) pro néjaké a € ¥ nebo w = w’ a
q € d(q,¢).

@ Pocateéni a koncova konfigurace, vypocet, pfijimani atd. jsou
definovany stejné jako pro NKA
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 96 / 478



Zobecnény nedeterministicky konecny automat

(A, ababa) - (A, baba)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

b

a b
R A

&/

b a

(A, ababa) - (A, baba) -
(B, aba)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

(A, ababa) - (A, baba) -
(B, aba) I (0, aba)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

(A, ababa) - (A, baba) -
(B,aba) I (0,aba)
(1, ba)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

e

a

(A, ababa) - (A, baba) -
(B,aba) I (0,aba)
(1,pa) - (2,2)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 96 / 478



Zobecnény nedeterministicky konecny automat

a

_ (A, ababa) - (A, baba) -

(B,aba) I (0,aba)
(L,ba) - (2,2) - (3,¢)
Uplny, ale nepfijimajici vypolet
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

(A, ababa) - (A, baba)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

b

a b
R A

&/

b a

(A, ababa) - (A, baba) -
(B, aba)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

a b b
R v

b a

(A, ababa) - (A, baba) -
(B,aba) - (A, ba)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

b

a b
- - /\/\
oB 5 %a@b@a@)

b a

(A, ababa) - (A, baba) -
(B,aba) - (A,ba) -
(B,2)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

a b b
(), ()
e
b a

(A, ababa) - (A, baba) -
(B,aba) - (A,ba) -
(B,a) - (0,a)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

_ (A, ababa) - (A, baba) -
(B,aba) - (A,ba) -
(B,a) - (0,a) F (3,¢)
Uplny pfijimajici vypocet
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Jazyk rozpoznavany automatem

Uvazujme libovolny tah v grafu takovy, Ze:
@ Zadinad v pocatecnim stavu.

@ Kondi v nékterém z pfijimajicich stav(.

Symboly, jimiz jsou ohodnoceny hrany (tj. pfechody) v tomto tahu, tvofi
slovo, které je prijimano danym automatem.
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Jazyk rozpoznavany automatem

Jazyk rozpoznavany automatem je mnozina vsech slov, pro které v grafu
existuje takovyto tah.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Je ocividné, Ze pokud jazyk definujeme timto zpisobem, nemusime se
omezovat na grafy, kde:

@ Z kazdého stavu vede pravé jedna hrana oznacena danym symbolem
abecedy.

@ Mdme pravé jeden podatecni stav.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Takto obecnéji definovany automat se nazyva nedeterministicky
konecny automat.

Rozdily oproti deterministickym konecnym automatliim:

@ Z jednoho stavu muize vézt libovolny (i nulovy) podet pfechodd
oznacenych stejnym symbolem.

@ V automatu mize byt vic nez jeden pocatecni stav.

Pokud se na automat divdme jako na zafizeni ¢touci slovo, vidime, ze
jednomu slovu miize odpovidat vice nez jeden vypoclet (nebo naopak
zadny).
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
F (4, abb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
F (4, abb)
F (2,bb)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 102 / 478



Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
F (4, abb)
F (2,bb)
= (5b)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
l_
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Nedeterministicky kone¢ny automat
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (2, babb)
(5, abb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky konecny automat prijima dané slovo, jestlize existuje
alespon jeden jeho vypocet, ktery vede k prijeti tohoto slova.
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alespon jeden jeho vypocet, ktery vede k prijeti tohoto slova.

VAN

o< 000000

=
z
S
>
=z
S
=
i
z
m
=
=z
S
=
m
=
i
=
z
S
=
i

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky

27. listopadu 2006 103 / 478



Nedeterministicky kone¢ny automat

a b
—~11234 1
2 — 5
—3 — 4
4 2 3,5
—5 — 5

Priklad: Les reprezentujici vsechny mozné vypocty nad slovem abb.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Formalné je nedeterministicky konecny automat definovan jako pétice
(Q7 Ey 55 Ia F)

kde:

Q je kone¢nd mnozina stavi

> je konecnd abeceda

d:Qx X — P(Q) je prechodova funkce

I C Q je mnozina pocatecnich stavu

e © © 6 ¢

F C Q je mnoZina prijimajicich stavi
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—1] — 23
—212,3 3

3] 1 —
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—~1| — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—~1| — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b

—{1,2}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—~1| — 2,3
—212,3 3
311 —
b

—{1,2} {2,3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—~1| — 2,3
—212,3 3

311 —
b

{12} | {23}
{2,3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
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3 1 —
a b
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—1] — 23

—212,3 3

3] 1 -
a b a b
~{1,2} | {2,3} {2,3} —1]2 2
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

Poznamka: Pri prevodu nedeterministického automatu, ktery ma n stavi,
muze mit vysledny deterministicky automat az 2" stavd.

Napriklad pri prevodu automatu, ktery ma 20 stavil, mlze vzniknout
automat, ktery ma 220 — 1048576 stavdl.

Casto ma sice vysledny automat podstatné méné nez 2" stavil, nicméné
tyto nejhorsi pripady obcas nastdvaji.
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

(1, ababb)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
(4, abb)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
(4, abb)
F (1, abb)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
(4, abb)

(1, abb)

(

}_
(2, bb)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 112 / 478



Zobecnény nedeterministicky konecny automat

Oproti nedeterministickému konecnému automatu ma zobecnény
nedeterministicky kone¢ny automat tzv. e-pfechody, tj. prechody
oznacené symbolem e¢.

P¥i provadéni e-prechodu se méni pouze stav ridici jednotky, ale hlava na
pasce se neposouva.

Poznamka: Vypocty zobecnéného nedeterministického automatu mohou
byt libovolné dlouhé a dokonce i nekonecné (pokud graf obsahuje cyklus
tvoreny e-pfechody) bez ohledu na délku slova na pésce.
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

Formalné je zobecnény nedeterministicky konec¢ny automat definovan
jako pétice
(Q,X%,6,1,F)
kde:
Q@ je kone¢nd mnozina stavil
. je konecna abeceda
d:Q x (2U{e}) — P(Q) je prechodova funkce

I € Q je mnozina pocatecnich stavi

e © 6 ¢ ¢

F C @ je mnozina pfijimajicich stavi
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Prevod na deterministicky konecny automat

Zobecnény nedeterministicky konecny automat je mozné prevést na
deterministicky podobnou konstrukci jako nedeterministicky konecny
automat, s tim rozdilem, Ze do mnozin stavii musime vzdy pfidat navic i
vSechny stavy dosazitelné danych stav( néjakou sekvenci e-prechodi.
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Zretézeni jazykl

¥ ={a,b,c,d}

Aq: Ax:

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 117 / 478



Zretézeni jazykl

¥ ={a,b,c,d}

Aq: Ax:

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 117 / 478



Zretézeni jazykl

¥ ={a,b,c,d}

A13 A2Z

Chybna konstrukce:

acdbac € L(A), ale acdbac ¢ L(A1) - L(A2)
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Zretézeni jazykl

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 118 / 478



Zretézeni jazykl
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lterace jazyka
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Sjednoceni jazykd

Alternativni konstrukce pro sjednoceni jazyk(:
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Sjednoceni jazykd

Alternativni konstrukce pro sjednoceni jazyk(:
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Uzavrenost mnoziny v{i¢i operacim

Predpoklddejme, Zze madme dany mnoziny X a Y, kde X C Y, a déle
néjakou operaci f : Y X Y x---xY =Y.

O mnoziné X fekneme, ze je uzaviena vidi operaci f, jestlize plati, ze
pokud x1,x2, -, xk € X, pak f(x1,x2, -+ ,xx) € X.

Priklad: Uvazujme mnozinu pfirozenych ¢isel N = {0,1,2,3,...} a
mnozinu redlnych disel R.

@ Mnozina N je uzavrend vici operacim 4 a X, ale neni uzavrend vidi
operacim — a /.

Napfiklad 3+5€ N, ale3-5¢Na3/5¢N

@ Mnozina R je uzavfend viéi operacim +, x, —, /.
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Uzavrenost tridy reguldrnich jazyki

Mnozina (vSech) reguldrnich jazykd je uzaviena vici operacim:

(]

sjednoceni
praniku
dopliku

°
°

@ zretézeni
@ iteraci

°

Poznamka: Jazyk je reguldrni, pokud existuje kone¢ny automat, ktery ho
rozpoznava.

Existuji i jazyky, které nejsou reguldrni.
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Regularni vyrazy

Jako napriklad v aritmetice mizeme pomoci operdtorli + a x vytvéret
vyrazy jako
(5+3) x4

muzeme v teorii formalnich jazyk( pomoci operdtord +, - a * vytvaret
tzv. regularni vyrazy, jako tfeba

(0+1)-0*
které reprezentuji jazyky.

Jako je hodnotou aritmetického vyrazu (5 + 3) x 4 Cislo 32, je hodnotou
reguldrniho vyrazu (0 + 1) - 0* jazyk

({oyu{1})-{o}"
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Regularni vyrazy

Induktivni definice regularnich vyraz( nad abecedou :
o (), £, a (kde a € X) jsou regularni vyrazy:

() ... oznaluje prazdny jazyk
£ ... oznaluje jazyk {c}
a ... oznaluje jazyk {a}

o Jestlize o, 3 jsou regularni vyrazy, pak i (a+ ), (a- f3), (a*) jsou
reguldrni vyrazy:

(a4 B) ... oznaluje sjednoceni jazyk(l oznalenych o a 3
(- B) ... oznaluje zfetézeni jazykl oznalenych o a [
(a*) ... oznaluje iteraci jazyka oznaceného «

@ Neexistuji zadné dalsi regularni vyrazy nez ty definované podle
predchozich dvou bodd.
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Regularni vyrazy

Ptiklad:

@ Podle definice jsou 0 i 1 regularni vyrazy.
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Regularni vyrazy

Ptiklad:

@ Podle definice jsou 0 i 1 regularni vyrazy.

@ Protoze 0 i 1 jsou regularni vyrazy, je i (0 + 1) reguldrni vyraz.
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Regularni vyrazy

Priklad:
@ Podle definice jsou 0 i 1 regularni vyrazy.
@ Protoze 0 i 1 jsou regularni vyrazy, je i (0 + 1) reguldrni vyraz.

@ Protoze 0 je reguldrni vyraz, je i (0*) reguldrni vyraz.
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Regularni vyrazy

Ptiklad:

@ Podle definice jsou 0 i 1 regularni vyrazy.

@ Protoze 0 i 1 jsou regularni vyrazy, je i (0 + 1) reguldrni vyraz.

@ Protoze 0 je reguldrni vyraz, je i (0*) reguldrni vyraz.

@ Protoze (0+ 1) i (0*) jsou regularni vyrazy, jei ((0+1)-(0%))
regularni vyraz.
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Regularni vyrazy

Priklad:
@ Podle definice jsou 0 i 1 regularni vyrazy.
@ Protoze 0 i 1 jsou regularni vyrazy, je i (0 + 1) reguldrni vyraz.
@ Protoze 0 je reguldrni vyraz, je i (0*) reguldrni vyraz.
@ Protoze (0+ 1) i (0*) jsou regularni vyrazy, jei ((0+1)-(0%))

regularni vyraz.

Poznamka: Jestlize « je regularni vyraz, zapisem [«] oznalujeme jazyk
definovany regularnim vyrazem a.

[((041)-(0")] = {0, 1, 00, 10, 000, 100, 0000, 1000, 00000, ...}
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Regularni vyrazy

vrvs

ndsleduji pravidla:

@ Vynechdvdme vnéjsi par zavorek.

@ Vynechdvdme zavorky, které jsou zbytecné vzhledem k asociativité
operaci sjednoceni (+) a zfetézeni (-).

@ Vynechdvame zavorky, které jsou zbytecné vzhledem k priorité operaci
(nejvyssi prioritu ma iterace (*), mensi zfetézeni () a nejmensi
sjednoceni (+)).

@ Nepiseme teCku pro zretézeni.

Ptiklad: Misto
(((((0-1)7)-1)- (1-1)) + (((0-0) +1)7))

obvykle piseme

(01)*111 + (00 + 1)*
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.
0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0

01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

0* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

0* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...
(01)* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 01, 0101, 010101, ...
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

0* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...
(01)* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 01, 0101, 010101, ...

(0+1)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy nad abecedou {0, 1}
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.

0
01
0+1

o
(01)"
(0+1)*
(04 1)*00

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0

. jazyk tvoreny jedinym slovem 01

. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy €, 0, 00, 000, ...

. jazyk tvoreny slovy ¢, 01, 0101, 010101, ...

. jazyk tvofeny vSemi slovy nad abecedou {0, 1}

. jazyk tvoreny vsemi slovy koncicimi 00
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
041 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

0* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...
(01)* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 01, 0101, 010101, ...
(0+1)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy nad abecedou {0, 1}
(04 1)*00 ... jazyk tvoreny vSemi slovy konc&icimi 00

(01)*111(01)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy obsahujicimi podslovo 111
predchazené i nasledované libovolnym poctem slov 01
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Regularni vyrazy

(0+1)*00 4 (01)*111(01)* ... jazyk tvoreny viemi slovy, kterd bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
nasledované libovolnym poctem slov 01
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Regularni vyrazy

(0+1)*00 4 (01)*111(01)* ... jazyk tvoreny viemi slovy, kterd bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
nasledované libovolnym poctem slov 01

(0+1)*1(041)* ... jazyk tvofeny viemi slovy obsahujicimi alespon
jeden symbol 1
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Regularni vyrazy

(0+1)*00+ (01)*111(01)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy, kterd bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
nasledované libovolnym poctem slov 01

(0+1)*1(041)* ... jazyk tvofeny viemi slovy obsahujicimi alespon
jeden symbol 1

(0*10%10%)* ... jazyk tvoreny vSemi slovy obsahujicimi sudy pocet
symboll 1
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Regularni vyrazy

Strukturu reguldrniho vyrazu si mizeme znazornit jako strom:

(((((0-2)7)-1) - (1-1)) + (((0-0) + 1)7))
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Kazdy jazyk, ktery je mozné vyjadrit regularnim vyrazem, je regularni
(tj. rozpoznavany néjakym kone¢nym automatem).

Duakaz: Stadi ukazat, jak k danému reguldrnimu vyrazu « zkonstruovat
kone¢ny automat, ktery rozpoznava jazyk [«].

Konstrukce je rekurzivni a postupuje podle struktury vyrazu a:

@ Pokud je o elementérni vyraz (tj. ), € nebo a):
@ Sestrojime pfimo odpovidajici automat.

@ Pokud je « tvaru (6 +7), (8- ~) nebo (5*):
o Rekurzivné sestrojime automaty rozpozndvajici jazyky [5] a [v].
@ Z nich sestrojime automat rozpozndvajici jazyk [a].
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Automaty pro elementarni vyrazy:

~O ~0 ~0O—2-0

0 € a
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Automaty pro elementarni vyrazy:

-0 ~0 ~O-*-0

0 € a

Konstrukce pro sjednoceni:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Automaty pro elementarni vyrazy:

-0 ~0 ~O-*-0

0 € a

Konstrukce pro sjednoceni:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Konstrukce pro zretézeni:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Konstrukce pro zretézeni:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Konstrukce pro zretézeni:

Konstrukce pro iteraci:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Konstrukce pro zretézeni:

Konstrukce pro iteraci:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:

—~0——0
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:

—~0——0

—~0——0
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny

Pokud se vyraz « skladd z n znaki (nepocitdme-li zavorky), ma vysledny
automat:

@ nejvyse 2n stavil,

@ nejvySe 4n prechodl.

Poznamka: Prevodem ze zobecnéného nedeterministického automatu na
deterministicky vSak miize poclet stavil vzrist exponencidlné, tj. vysledny
automat pak miZe mit az 22" = 4" stavd.
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Kazdy regularni jazyk je mozné popsat n€jakym regularnim vyrazem.

Dukaz: Staci ukazat, jak pro libovolny kone¢ny automat A zkonstruovat
reguldrni vyraz « takovy, ze [a] = L(A).

@ A upravime tak, aby mél pravé jeden pocatecni a pravé jeden koncovy
stav.

@ Budeme postupné odebirat jednotlivé stavy.
@ Prechody budou oznaceny reguldrnimi vyrazy.

@ Zbude automat se dvéma stavy — pocdte¢nim a koncovym, a jednim
prechodem ohodnocenym vyslednym regularnim vyrazem.
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Hlavni myslenka: PFi odstraniovani stavu g nahradit pro kazdou dvojici
zbylych stavii g, qi cestu z g; do g, vedouci pres g.

Po odstranéni stavu g:
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

o
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

a(b+ aa)*

b+ a(b + aa)*ab ¢+ (a+ba)(b+aa)"

bb + (a + ba)(b + aa)*ab
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

a(b + aa)*+
(b + a(b + aa)*ab)
(bb + (a + ba)(b + aa)*ab)*

(e + (a+Dba)(b+ aa)*)
—( ©
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Ekvivalence konecnych automatd a regularnich vyrazi

Jazyk je reguldrni pravé tehdy, kdyz je ho mozné popsat reguldrnim
vyrazem.
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V praxi pouzivané regularni vyrazy

Regularni vyrazy jsou pouzivany v celé radé riznych nastroja.

Priklady:
@ Knihovna regex jazyka C.
Package java.util.regex v jazyce Java.

Modul re v jazyce Python.

Unixové utility pro zpracovani textovych souborli grep, sed a awk.

0

0

@ Programovaci jazyk Perl.

°

@ Generatory lexikalnich analyzator(i lex a flex.
°

Textové editory (vi, vim, emacs, ...).
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V praxi pouzivané regularni vyrazy

Bézné pouzivand syntaxe (mezi jednotlivymi néstroji jsou vsak drobné
rozdily):

zastupuje libovolny znak

aff ... zfetézenia a 8

alB ... sjednoceni a a 3
a* ... iterace o
a+ ... totéz, co o
a? ... totéz, coa+¢

a{m} ... totéZ co m krit «
a{m,n} ... a minimdlné m krat, maximalné n krat

(o) ... zévorky
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V praxi pouzivané regularni vyrazy

[xyz] ... libovolny ze znaki x, y, z
["xyz] ... libovolny znak, kromé x, y, z
[a-f] ... libovolny ze znaki a, b, ¢, 4, e, £
- . zacatek radku
$ ... konec radku
\c ... znak c

Priklad: spravné vytvorenad e-mailova adresa

~[La-zA-Z0-9\.\-1+@[_a-zA-Z0-9\.\-1+\. [a-zA-Z]{2,4}$

Poznamka: Podrobnéjsi informace najdete napriklad v seridlu ,,Regularni
vyrazy" autora Pavla Satrapy na

http://www.root.cz/serialy/regularni-vyrazy/
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Ekvivalence automatu

@ Vsechny 3 automaty prijimaji jazyk vSech slov se sudym poctem a-cek
@ Nejvyhodnéjsi je pro nas posledni z nich - ma nejméné stavil
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Ekvivalence automatu

O kone¢nych automatech A;, A, fekneme, ze jsou ekvivalentni, jestlize
L(A1) = L(Az).

@ Existuje néjaky vhodny algoritmus zjistujici, jestli jsou dva automaty
ekvivalentni?

o Mulzeme zjistit, jestli k danému automatu neexistuje néjaky
ekvivalentni mensi (s mensim poc¢tem stavi)?

o KdyZ o néjakém automatu vime, Ze mensi ekvivalentni uz neexistuje,
miZe existovat jiny stejné velky ekvivalentni automat?
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Nedosazitelné stavy automatu

@ Automat pfijima jazyk L = {w € a, b* | w obsahuje podslovo ab}

@ Pro Zadnou posloupnost vstupnich symbolil se automat nedostane do
stavl 3, 4, nebo 5
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Nedosazitelné stavy automatu

@ Automat pfijima jazyk L = {w € a, b* | w obsahuje podslovo ab}

@ Pro Zadnou posloupnost vstupnich symbolil se automat nedostane do
stavl 3, 4, nebo 5

@ Pokud tyto stavy odstranime, pordd automat prijima stejny jazyk
L ={w € a, b* | w obsahuje podslovo ab}
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Nedosazitelné stavy automatu

Stav g deterministického kone¢ného automatu A je dosazitelny slovem
w, pokud se vypocet A po precteni celého slova w zastavi ve stavu g.

Stav g deterministického kone¢ného automatu A je dosazitelny pokud
existuje néjaké slovo, kterym je stav dosazitelny. V opacném pripadé stav
nazyvame nedosazitelny.

@ Do nedosazitelnych stav(i nevede v grafu automatu zadna orientovana
cesta z pocatecniho stavu

@ Nedosazitelné stavy mizeme z automatu odstranit (spolu se viemi
prechody vedoucimi z nich). Jazyk pfijimany automatem se nezméni.
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Normovany tvar automatu

L
o

OO N PP WO
O O NOONNDN
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Normovany tvar automatu

.Az a b
—1]12 5
215 3
314 7
414 4
—516 3
67 3
7|7 8
—8|8 8

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 146 / 478



Normovany tvar automatu

.Az a b
—1]12 5
215 3
314 7
414 4
—516 3
67 3
7|7 8
—8|8 8

@ Jak pozndme, Ze jsou automaty ekvivalentni, kdyz se lisi prechodova
funkce?

@ Automaty na obrazku muzu Cisly 1 — 8 pojmenovat 8! zplsoby
@ Chtéli bychom jednoznacné vybrat jedno z moznych pojmenovani
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Normovany tvar automatu
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Normovany tvar automatu
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@ Nyni uz je pfechodova funkce stejnd pro oba automaty, stejné jsou i
koncové a pocatelni stav

9 Automaty jsou tedy nejen ekvivalentni, ale dokonce stejné

o Rikdme, Ze automaty jsou v normovaném tvaru
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Normovany tvar automatu

Definice

Méjme abecedu ¥ spolu s tplny ostrym usporaddnim < nad znaky
abecedy. Pro slova nad abecedou ¥ definujeme Gplné ostré usporadani <;
nasledovné (pro viechna moznd slova u,v € ¥*):

@ Pokud |u| < |v|, potom u < v

@ Pokud |u| = |v| a u je lexikograficky mensi nez v, potom u <; v
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Normovany tvar automatu

Definice

Méjme abecedu ¥ spolu s tplny ostrym usporaddnim < nad znaky
abecedy. Pro slova nad abecedou ¥ definujeme Gplné ostré usporadani <;
nasledovné (pro viechna moznd slova u,v € ¥*):

@ Pokud |u| < |v|, potom u < v

@ Pokud |u| = |v| a u je lexikograficky mensi nez v, potom u <; v

Pfiklad: Nad abecedou ¥ = {a, b} uvazujeme bézné usporadani a < b.
Potom plati ¢ <; a <; b < aa < bb <, aba <; baa < aaaa <; bbbbb.
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Normovany tvar automatu

Definice

Méjme abecedu ¥ spolu s tplny ostrym usporaddnim < nad znaky
abecedy. Pro slova nad abecedou ¥ definujeme Gplné ostré usporadani <;
nasledovné (pro viechna moznd slova u,v € ¥*):

@ Pokud |u| < |v|, potom u < v

@ Pokud |u| = |v| a u je lexikograficky mensi nez v, potom u <; v

Pfiklad: Nad abecedou ¥ = {a, b} uvazujeme bézné usporadani a < b.
Potom plati ¢ <; a <; b < aa < bb <, aba <; baa < aaaa <; bbbbb.
Priklad: Nad abecedou ¥ = {1,2,3} uvazujeme bézné usporadani

1 <2< 3. Potom plati e <; 1 <; 3 <; 31 <; 33 <, 111 <, 321.
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Normovany tvar automatu

Definice

Méjme abecedu ¥ spolu s tplny ostrym usporaddnim < nad znaky
abecedy. Pro slova nad abecedou 3 definujeme (plné ostré usporadani <;
nasledovné (pro viechna moznd slova u,v € ¥*):

@ Pokud |u| < |v|, potom u < v

@ Pokud |u| = |v| a u je lexikograficky mensi nez v, potom u <; v

Priklad: Nad abecedou ¥ = {a, b} uvazujeme bézné usporadani a < b.
Potom plati ¢ <; a <; b < aa < bb <, aba <; baa < aaaa <; bbbbb.
Priklad: Nad abecedou ¥ = {1,2,3} uvazujeme bézné usporadani

1 <2< 3. Potom plati e <; 1 <; 3 <; 31 <; 33 <, 111 <, 321.
Priklad: Nad abecedou ¥ = {0, 1,2} uvazujeme bézné usporadani
0<1<2 Potomplatie <; 1 <;2<;01<;03<; 111 <, 0021.
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Normovany tvar automatu

Definice
Mé&jme deterministicky kone¢ny automat A = (Q, X, d, qo, F) bez
nedosazitelnych stavii a uspofadani prvki abecedy ¥ (které indukuje
usporadani <; na X*).
Oznacme pro kazdy stav i € {1,2,...,n} symbolem u; nejmensi slovo
podle uspofadani <; takové, ze pro néj plati §(1, u;) = i.
Potom rekneme, Ze A je v normovaném tvaru, pokud

o Q=1{1,2,3,...,n} pro néjaké n > 1

@ 1 je pocatecni stav

@ Pro kazdou dvojici stavd i,j € {1,2,...,n} takovou, ze i < j, plati
up < uj.
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Normovany tvar automatu

@ Do stavu 4 se dostaneme slovy ab, bb, aab, bab tedy us = ab
@ Do stavu 5 se dostaneme slovy ba, aaa tedy us = ba
@ ab <, ba proto jsou stavy 4,5 oznaceny v tomto poradi

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 150 / 478



Normovany tvar automatu

@ Do stavu 4 se dostaneme slovy ab, bb, aab, bab tedy us = ab
@ Do stavu 5 se dostaneme slovy ba, aaa tedy us = ba

@ ab <, ba proto jsou stavy 4,5 oznaceny v tomto poradi

@ Pro ostatni stavy jsou nejmensi slova nasledujici:

= us = ba
up = a ug = aba
usz = b uy = abb
us = ab ug = abbb
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Minimalizace kone¢ného automatu
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Minimalizace kone¢ného automatu

@ Automat prijimd takovd slova, z nichz by vypusténim nékterych znaka
zlstalo aba

@ Existuje automat s méné stavy, ktery prijima stejny jazyk?
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Minimalizace kone¢ného automatu

abaaab

@ Automat prijimd takovd slova, z nichz by vypusténim nékterych znaka
zlstalo aba

@ Existuje automat s méné stavy, ktery prijima stejny jazyk?

@ Existuje néjaky algoritmus, ktery by nasel ekvivalentni automat s
nejmensim moznym poctem stavi?
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Minimalizace kone¢ného automatu

@ Kdyz se automat pfi béhu dostane do stavu 4, pfijme uz jisté dané
slovo, at uZz bude pokracovat jakkoliv

@ KdyzZ se automat pfti béhu dostane do stavu 8, prijme také uz jisté
dané slovo

@ Je tedy jedno, jestli jde automat nékterym prechodem do 4 nebo 8
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Minimalizace kone¢ného automatu

@ Kdyz se automat pfi béhu dostane do stavu 3, pfijme kazdé slovo,
které bude v pokracovani obsahovat alespon jedno a

@ KdyzZ se automat pfi béhu dostane do stavu 7, pfijme kazdé slovo,
které bude v pokracovani obsahovat alespon jedno a

@ Je tedy jedno, jestli jde automat nékterym prechodem do 3 nebo 7
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Minimalizace kone¢ného automatu

@ Kdyz se automat pfi béhu dostane do stavu 2, pfijme kazdé slovo,
které bude v pokracovani obsahovat alespon jedno b a jedno a v
tomto poradi

@ Kdyz se automat pfi béhu dostane do stavu 6, pfijme stejna slova

@ Je tedy jedno, jestli jde automat nékterym prechodem do 2 nebo 6
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Minimalizace kone¢ného automatu

@ Ve stavu 1 i 5 automat pfijme jakékoliv slovo, které patfi do jazyka
takovych slov, z nichz by vypusténim nékterych znak( zlstalo aba

@ Je tedy jedno, jestli jde automat nékterym prechodem do 1 nebo 5, a
je jedno, ve kterém z nich zacne
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Minimalizace kone¢ného automatu

@ Stavy 5,6,7, 8 jsou ted uz nedosazitelné a mizeme je odstranit
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Minimalizace kone¢ného automatu

b a b

() () ()
O——@——C—=—@D-=»
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Minimalizace kone¢ného automatu

Pro kazdy stav q automatu A = (Q, X, §, qo, F) definujeme L(q) = L(Ag),
kde Ag = (Q,%,6,q,F)

Stavy qi, g2 automatu A = (Q, X, 4, qo, F) nazyvdme jazykové
ekvivalentni nebo zkracené ekvivalentni, jestlize L(q1) = L(q2).

@ Jsou-li dva stavy g1, g» automatu ekvivalentni, mizeme jeden vypustit
a vSechny Sipky do néj smérujici presmérovat do druhého. Pokud byl
vypoustény stav pocatelni, bude pocdatecni ten druhy.

@ Dvojice vzajemné ekvivalentnich stavli mizeme hledat rychlym
(polynomialnim) algoritmem

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 153 / 478



Minimalizace kone¢ného automatu

a b

112 5
216 3
314 7
—4|8 4
—5]|6 1
6|2 7
718 3
—8|8 4
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b

112 5
216 3
314 7
— 4|18 4
—5]6 1
6|2 7
718 3
—8|8 4

@ Rozdélime stavy do dvou skupin na pfijimajici a nepfijimajici. Je jisté,
Ze prijimajici stav nikdy neni ekvivalentni s nepftijimajicim.
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b

112 5 I 1{2 5
216 3 2|16 3
314 7 314 7
— 418 4 —516 1
—516 1 6|12 7
6|12 7 718 3
718 3 I 418 4
—8|8 4 —8|8 4

@ Rozdélime stavy do dvou skupin na prijimajici a neprijimajici. Je jisté,
Ze prijimajici stav nikdy neni ekvivalentni s nepfijimajicim.

@ Do tabulky si, misto prechodii do konkrétnich stavd, vyznadime
skupinu, do které prechazime.
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b a b

112 5 I 112 5 I 101 1
216 3 216 3 201 1
314 7 314 7 310 1
— 418 4 —516 1 -5 1
—5]|6 1 612 7 6|1 |
612 7 718 3 7100 1
718 3 I 418 4 I 4101 1
—8|8 4 ~—8|8 4 —8 1 1l

@ Rozdélime stavy do dvou skupin na prijimajici a neprijimajici. Je jisté,
Ze prijimajici stav nikdy neni ekvivalentni s nepfijimajicim.

@ Do tabulky si, misto prechodii do konkrétnich stavd, vyznadime
skupinu, do které prechazime.
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b

112 5 101 1
2|16 3 201 1
314 7 3010 1
—4|8 4 -5 1
—5(6 1 61 |
6|12 7 7010 1
718 3 I 410 1
—8(8 4 —~8 (Il 1

@ Pokud se lisi radky ve stejné skupiné, skupinu rozdé€lime na mensi, kde
se lisit nebudou

@ Napf. 3 se od 1 lisi, protoze z 1 prejde a-Ckem do skupiny, kterd
ndsledné neprijima prazdné slovo, z 3 prejde a-ckem do skupiny, kterd
nasledné prijima prazdné slovo.
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b a b

112 5 11 1 | 101 |
216 3 201 1 201 1
314 7 3011 —5 (1 |
— 418 4 —511 | 61 |
—5]|6 1 61 | I 3011
6|12 7 701 1 7010 1
718 3 I —4 (1 1 m <410 1
—8|8 4 ~8 |l 1 ~8 |l

@ Pokud se lisi radky ve stejné skupiné, skupinu rozdé€lime na mensi, kde
se lisit nebudou

@ Napf. 3 se od 1 lisi, protoze z 1 prejde a-Ckem do skupiny, kterd
ndsledné neprijima prazdné slovo, z 3 prejde a-ckem do skupiny, kterd
nasledné prijima prazdné slovo.

@ Musime znovu vyplnit tabulku, protoZe se zménily skupiny
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b

112 5 | 11 |
216 3 2011 1
314 7 —5 1 1
—4(8 4 61
—5(6 1 I 3
612 7 7
718 3 M 4 |t 1
~—8(8 4 —8 [ 1

@ Ted se 2 se od 1 lisi, protoze z 1 prejde b-¢kem do jiné skupiny nez z
2. Tedy z kazdého prijme jind slova zacinajici b-ckem a nemohou byt
ekvivalentni.

@ Takze zase skupinu | rozdélime
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b a b

112 5 | 11 I | 171 I
2|16 3 2|1 I —5 I I
314 7 — 5| | I I 2|1 I
«— 418 4 6|1 I 6|1 I
—5]6 1 I 31 11 301
612 7 700 700 1
718 3 I 4 1 1 vV 4|1 1
—8|8 4 — 8|l 1l — 8| Nl 1l

@ Ted se 2 se od 1 lisi, protoze z 1 prejde b-¢kem do jiné skupiny nez z
2. Tedy z kazdého prijme jind slova zacinajici b-ckem a nemohou byt
ekvivalentni.

@ Takze zase skupinu | rozdélime

@ Musime znovu vyplnit tabulku, protoZe se zménily skupiny
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b

112 5 I 101 1
2|16 3 =51 |
314 7 I 20010 1
«— 418 4 6|11 1
—5]6 1 Il 311V 1
6|12 7 711V I
718 3 IV «—4 ]IV IV
~—8|8 4 —8|IV IV

o Ted uz se Zzadna skupina nerozdéli, takZe algoritmus kon¢i

@ Stavy, které jsou v jedné skupiné, jsou ekvivalentni. MiZeme nechat
kterykoliv z nich a ostatni odstranit

o Sipky vedouci do odstrafiovanych stavii povedou do toho, ktery ze
skupiny nechdme

@ Pokud skupina obsahovala pocatecni stav, bude ponechany zastupce
pocatecni
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Minimalizace kone¢ného automatu

a b a b
1/2 5 | T
216 3 -5 1 | la b
34 7 I 200 =1l
—4|8 4 61 Il i
—5|6 1 i 31V Hepve i
612 7 7Vl —IV ]IV IV
718 3 IV —4]IV IV
—8|8 4 —8|IV IV

o Ted uz se Zzadna skupina nerozdéli, takZe algoritmus kon¢i

@ Stavy, které jsou v jedné skupiné, jsou ekvivalentni. MiZeme nechat
kterykoliv z nich a ostatni odstranit

o Sipky vedouci do odstrafiovanych stavii povedou do toho, ktery ze
skupiny nechdme

@ Pokud skupina obsahovala pocatecni stav, bude ponechany zastupce
pocatecni

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 155 / 478



Minimalni konecny automat

Deterministicky kone¢ny automat nazveme minimalnim automatem,
jestlize neexistuje automat, ktery by s nim byl ekvivalentni a mél by mens
pocet stavi.

.
I
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Minimalni konecny automat

Deterministicky kone¢ny automat nazveme minimalnim automatem,
jestlize neexistuje automat, ktery by s nim byl ekvivalentni a mél by mensi
pocet stavi.

Lemma

| 5\

Méjme v automatu A dva stav qi, g» dva stavy qi1, q> takové, Ze
L(q1) # L(q2). Necht stav q; je dosaZitelny z pocdtecniho stavu qg slovem
71 a stav qo je dosazitelny slovem zp. Potom kazdy automat A’ ekvivalentni
s A musi byt slovem z; preveden do jiného stavu neZ slovem z.

v
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Minimalni konecny automat

Deterministicky konecny automat nazveme minimalnim automatem,
jestlize neexistuje automat, ktery by s nim byl ekvivalentni a mél by mensi
pocet stavi.

Lemma

| A\

Méjme v automatu A dva stav qi, g» dva stavy qi1, q> takové, Ze
L(q1) # L(q2). Necht stav q; je dosaZitelny z pocdtecniho stavu qg slovem
71 a stav qo je dosazitelny slovem zp. Potom kazdy automat A’ ekvivalentni
s A musi byt slovem z; preveden do jiného stavu neZ slovem z.

v

Automat, ve kterém je kaZzdy stav dosaZitelny a pro kaZdé dva jeho stavy
q # q' plati L(q) # L(q’), je minimaini.
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Porovndni konecnych automati

Existuje algoritmus, ktery pro zadané konecné automaty A;, A> rozhodne,
zda jsou ekvivalentni, tj. zda L(A1) = L(Az).

Dtikaz:
9 Je-li A7 nebo Ay nedeterministicky, prevedeme jej na deterministicky
@ Automaty A; a Ay prevedeme na minimalni

@ Minimalni automaty prevedeme do normovaného tvaru

@ Pokud jsou vzniklé minimalni automaty v normovaném tvaru stejné,
byly plvodni automaty ekvivalentni. Pokud vysledné automaty nejsou
stejné, nebyly plvodni automaty ekvivalentni.
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Neregularni jazyky

Ne vSechny jazyky jsou reguldrni.
Existuji jazyky, pro které neexistuje zadny kone¢ny automat, ktery by je
rozpoznaval.
Priklady neregularnich jazyki:
o Ly ={a"b"| n>0}
o Lr={ww |we{ab}*}
o L3 ={wwf|we{ab}*}

Poznamka: Existence nereguldrnich jazyk( vyplyva jiz z faktu, ze
automatl pracujicich nad néjakou abecedou X je jen spocetné mnoho,
zatimco jazyk( nad abecedou X je nespocetné mnoho.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 158 / 478




Neregularni jazyky

Jak dokazat o né€jakém jazyce L, Ze neni regularni?

Jazyk neni reguldrni, jestlize neexistuje (tj. neni mozné sestrojit) kone¢ny
automat, ktery by ho rozpoznaval.

Jak ale dokazat, Ze néco neexistuje?
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Neregularni jazyky

Jak dokazat o né€jakém jazyce L, Ze neni regularni?

Jazyk neni reguldrni, jestlize neexistuje (tj. neni mozné sestrojit) kone¢ny
automat, ktery by ho rozpoznaval.

Jak ale dokazat, Ze néco neexistuje?

Odpovéd: Stadi ukazat, ze jazyk L nemd né&jakou vlastnost, kterou ma
kazdy jazyk rozpoznavany néjakym konecnym automatem.
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Neregularni jazyky

Jak dokazat o né€jakém jazyce L, Ze neni regularni?

Jazyk neni reguldrni, jestlize neexistuje (tj. neni mozné sestrojit) kone¢ny
automat, ktery by ho rozpoznaval.

Jak ale dokazat, Ze néco neexistuje?

Odpovéd: Stadi ukazat, ze jazyk L nemd né&jakou vlastnost, kterou ma
kazdy jazyk rozpoznavany néjakym konecnym automatem.

Dva zakladni postupy dokazovani neregularity jazyki:

@ vyuziti tzv. pumping lemmatu

@ vyuziti Myhillovy-Nerodovy véty
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Neregularni jazyky

Kazdy konecny jazyk je regularni.

Dtikaz: Konecny jazyk s n slovy mizeme popsat reguladrnim vyrazem
wi + wo + ... + wy,. Jazyk je tedy regularni.
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Neregularni jazyky
Kazdy konecny jazyk je regularni.

Dtikaz: Konecny jazyk s n slovy mizeme popsat reguladrnim vyrazem
wi + wo + ... + wy,. Jazyk je tedy regularni.

Je-li jazyk nekonecny, obsahuje pro kazdou konstantu k € N néjaké slovo
w takové, ze |w| > k

Dukaz: Uvazujeme jen konec¢nou abecedu. Pro kazdou konstantu je tedy
jen konecné mnoho slov kratSich nez tato konstanta. Pokud ma byt jazyk
nekonecny, musi byt i slovo delsi, nez jakdkoliv konstanta. Ve skuteCnosti
je slov delSich nez jakakoliv konstanta nekone¢né mnoho.
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Pumping Lemma

Predpokladejme, Ze jazyk L je rozpozndvan né€jakym konkrétnim
deterministickym automatem A, tj. L = L(A).

Vezméme nyni néjaké libovolné slovo z € L, kde z = a1ay - - - ag.

Protoze automat A slovo z pfijimd, musi tomuto slovu odpovidat urdity
prijimajici vypoclet automatu, tj. posloupnost stavi:

do, 91, 92, -- -, Qk—1, Gk

délky k + 1, kde
@ qp je pocatelni stav
@ 0(gi—1,a3;) =gqjproVie {1,2,..., k}
@ gk je prijimajici stav
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Pumping Lemma

Predpokladejme, ze A ma n stavl a Ze |z| > n.

Pak mame posloupnost délky minimalné n+ 1, ve které se mize
vyskytovat maximalné n riznych stava.

Z toho plyne, Ze musi existovat alespon jeden stav g, ktery se v této
posloupnosti vyskytuje alespon dvakrat.

Jde o aplikaci tzv. holubnikového principu (pigeonhole principle).

Holubnikovy princip

Jestlize mam n + 1 holubd rozmisténych do n kleci, pak jsou alespon
v jedné kleci minimalné dva holubi.
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Pumping Lemma

Reknéme, e opakujici stav se vyskytuje na pozicich i,j, tj. q; = qj, kde
i <j.
qo, "5 4qi, 5 4, gk
Poznamka: Zjevné miizeme najit takova i,j, ze i < j <n
Slovo z miZeme rozdélit na tfi ¢asti:

al...al- ai+1...a- a-+1...ak

u v w

9 6*((‘707 U) =4qi
° 0*(gi,v) =qj=gqi
° 0%(qj,w) = qxk
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Pumping Lemma

Vezméme nyni slova:
al...ai aj+1...ak
S—— —

al-..ai a,-_"_l.--aj ai+1--.aj aj+1-..ak
—_— Y Y

al..-ai a"+1-..aj ai+1...aj ai+1"'aj aj+1..-ak
N e e —— ——

Je zfejmé, ze A prijme kazdé z nich, vzhledem k tomu, Ze
@ 0*(qo,u) = qi
° 0*(gi,v) =qj =g
° 0*(qj,w) = qi, ak € F
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Pumping Lemma

Pumping Lemma

Jestlize jazyk L je regularni, pak existuje n takové, ze kazdé slovo z € L
takové, Ze |z| > n, je mozné rozdélit na podslova u, v, w takova, Ze
z = uww, |uv| < n, |v| > 1 a pro vdechna i > 0 plati uv'w € L.

Formalné zapsano:

Jestlize L je regularni, pak
(3n)(Vz tz. z € L, |z| > n)(Fu, v, w tZ. z = uvw, |uv| < n,|v| > 1)
(Vi>0):uw'wel
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Pumping Lemma

Tvrzeni je mozné obrétit. (A = B je totéz, co =B = —A.)

Jestlize

(Vn)(3z tz. z € L, |z| > n)(Vu, v, w tz. z = uvw, |uv| < n,|v| > 1)
(3i>0):wwé¢l,

pak L neni regularni.

Pokud tedy chceme ukazat, ze jazyk L neni regularni, staci ukazat, ze
spliuje vySe uvedenou podminku.
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Pumping Lemma

Priklad: Uvazujme jazyk L= {a'b' | i > 0}.
o Predpokladame, Ze L je rozpoznavan néjakym automatem s n stavy.
@ Zvolme slovo z = a"b".

@ Uvazujme vsechny moznosti, jak mlze byt z rozdéleno na podslova
u, v, w spliujici podminky |uv| < na |v| > 1.
Zjevné slova u a v obsahuji pouze symboly a. Pro kazdé konkrétni
rozdéleni existuji néjakd j a k takovd, ze j+ k< n, k>1a
eu=2
@ VvV = ak
o w=a"Uthkpn

@ Pokud nyni zvolime i = 0, dostadvdme uv'w = uw = a"~kb". Protoze
n— k < n, zjevné plati uv'w ¢ L.
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Pumping Lemma

Poznamka: Dokazovani platnosti Ci neplatnosti formule prvého fadu, kde
se stridaji universalni a existenéni kvantifikatory, si mizeme predstavovat
jako hru dvou hraci, hrace A a hrace B, kde se hra¢ A snazi dokazat, ze
formule plati, a hra¢ B, Ze formule neplati.

Hrac A vzdy voli hodnotu proménné vazané existencnim kvantifikatorem a
naopak hra¢ B vzdy voli hodnotu proménné vazané universalnim
kvantifikdtorem.

Pokud napriklad chceme platnost formule vyvratit, stac¢i nam najit
vitéznou strategii hrace B.
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Pumping Lemma

(3n)(Vz tz. z € L, |z| > n)(3u, v, w tZ. z = uvw, |uv| < n,|v| > 1)
(Vi>0):uw'wel

Konkrétné pro Pumping Lemma vypada hra nasledovné:
Q A zvoli n > 0.
© B zvoli slovo z takové, ze z € L a |z| > n.
© A zvoli slova u, v, w takova, ze z = uvw, |uv| < n,|v| > 1.
Q Bzvolii > 0.
Q Je-li uv'w € L, vyhrava hra¢ A. Je-li uv'w ¢ L, vyhrava hraé B.
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Pumping Lemma

Priklad: L = {a’'b’ | i > 0}
Q A zvolin> 0.
Q B zvoli z = a"p"
© A zvolislova u,v,w tz. z = uvw, |uv| < n,|v| > 1

Q@ Bzvolii=0

© Vyhral hra¢ B, protoze bez ohledu na to, co volil hra¢ A, vzdy plati
uviw & L, protoze neprazdné slovo v se nachazi v &asti slova z
tvorené pouze symboly a, a jeho vypusténim dostaneme slovo tvaru
akb", kde k < n, a tedy nepatfici do L.
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Myhillova-Nerodova véta

Méjme néjakou abecedu ¥ a néjaky jazyk L nad X.
Mizeme definovat nasledujici binarni relaci =; na mnoziné >*:
_ def *
x=1y << Vze¥':(xzel<yzecl)
Neni tézké ukazat, ze =, je ekvivalence (tj. je reflexivni, symetricka a
tranzitivni).

Jestlize je tedy =; ekvivalence, znamen4 to, Ze indukuje rozklad na
mnoziné %,

Poznamka: O ekvivalenci fikdme, Ze je konec¢ného indexu, jestlize
rozklad indukovany touto ekvivalenci ma koneény pocet trid ekvivalence.
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Myhillova-Nerodova véta

Myhillova-Nerodova véta

Jazyk L je reguldrni pravé kdyz ekvivalence =; je konecného indexu.

Poznamka: Podrobny dikaz nebudeme provadét. Da se ukazat, ze pokud
je L reguldrni, pak jednotlivé tfidy ekvivalence =; odpovidaji staviim
minimalniho deterministického automatu, ktery rozpoznava L. Do dané
tridy patfi vzdy vSechna ta slova, po jejichz precteni se automat dostane
do stavu, ktery této tfidé odpovida.

Navic se da ukazat, ze =, je pravou kongruenci, tj. ze pro libovolna
x,y € X%, a€ X plati

X=Ly = xa=pya
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Myhillova-Nerodova véta

Jestlize se nam podari ukazat, ze =; neni konecného indexu, pak L neni
regularni.

Zjevné tedy staci najit nekoneéné mnoho (riznych) slov ze ¥*

wi, wo, W3, ---

patficich do riznych tfid rozkladu indukovaného ekvivalenci =,
tj. takovych, ze w; Z; w; pokud i # j.
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Myhillova-Nerodova véta

Priklad: L = {a"b" | n > 0}
Zvolme w; = a' pro i =0,1,2,---. Pro i # j zjevné plati
ai ;7éL a’

nebot pokud zvolime z = b, pak a’z € L, ale az ¢ L.

Rozklad podle ekvivalence =; ma tedy nekonecné mnoho tfid a L neni
regularni.
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Bezkontextové gramatiky

Ptiklad:

(sT™MT)

(IF-STMT)
(WHILE-STMT)
(BEGIN-STMT)

(STMT-LIST)
(ASSG-STMT)
(BOOL-EXPR)

(COMPARE-OP)
(ARITH-EXPR)

(ARITH-OP)
(CONST)
(VAR)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava)

(IF-STMT) | (WHILE-STMT) | (BEGIN-STMT) |
(ASSG-STMT)

if (BOOL-EXPR) then (STMT) else (STMT)
while (BOOL-EXPR) do (STMT)

begin (STMT-LIST) end

(STMT) | (STMT) ; (STMT-LIST)

(VAR) := (ARITH-EXPR)
(ARITH-EXPR){COMPARE-OP) (ARITH-EXPR)
<l >[<lz2l=1#

(VAR) | (CONST) |

((ARITH-EXPR) (ARITH-OP) (ARITH-EXPR) )
s I A
Ol1]2[3[4|5]6[7[8]9

alble| - [x]ylz
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Bezkontextové gramatiky

Symboliim, které maji v pfedchozim prikladé tvar (XXX), se fika
neterminalni symboly (neterminaly).

Pravidla popisuji, jaké fetézce mize dany neterminal reprezentovat.
Z neterminalu (STMT) mizeme napriklad dostat text

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

Poznamka: Vyse pouZité notaci se fikd Backus-Naurova forma (BNF).
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

(sT™MT)
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

(sT™MT)
(WHILE-STMT)
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

(sT™MT)
(WHILE-STMT)
while (BOOL-EXPR) do (STMT)
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

(sT™MT)

(WHILE-STMT)

while (BOOL-EXPR) do (STMT)

while (ARITH-EXPR)(COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

(sT™MT)

(WHILE-STMT)

while (BOOL-EXPR) do (STMT)

while (ARITH-EXPR)(COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
while (VAR) (COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

(sT™MT)

(WHILE-STMT)

while (BOOL-EXPR) do (STMT)

while (ARITH-EXPR)(COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
while (VAR) (COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)

while (VAR) < (ARITH-EXPR) do (STMT)
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

(sT™MT)

(WHILE-STMT)

while (BOOL-EXPR) do (STMT)

while (ARITH-EXPR)(COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)

while (VAR) (COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
{
(

while (VAR) < (ARITH-EXPR) do (STMT)

while (VAR) < (VAR) do (STMT)
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

(sT™MT)

(WHILE-STMT)

while (BOOL-EXPR) do (STMT)

while (ARITH-EXPR)(COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
while (VAR) (COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
while (VAR) < (ARITH-EXPR) do (STMT)
while (VAR) < (VAR) do (STMT)

while x < (VAR) do (sTMT)
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

(sT™MT)

(WHILE-STMT)

while (BOOL-EXPR) do (STMT)

while (ARITH-EXPR)(COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
while (VAR) (COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)

while (VAR) < (ARITH-EXPR) do (STMT)

while (VAR) < (VAR) do (STMT)

while x < (VAR) do (sTMT)

while x <y do (sT™mT)
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

(sT™MT)

(WHILE-STMT)

while (BOOL-EXPR) do (STMT)

while (ARITH-EXPR)(COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
while (VAR) (COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)

while (VAR) < (ARITH-EXPR) do (STMT)

while (VAR) < (VAR) do (STMT)

while x < (VAR) do (sTMT)

while x <y do (sT™mT)

while x < y do (BEGIN-STMT)
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

(sT™MT)

(WHILE-STMT)

while (BOOL-EXPR) do (STMT)

while (ARITH-EXPR)(COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
while (VAR) (COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
while (VAR) < (ARITH-EXPR) do (STMT)

while (VAR) < (VAR) do (STMT)

while x < (VAR) do (sTMT)

while x <y do (sT™mT)

while x < y do (BEGIN-STMT)

while x < y do begin (STMT-LIST) end
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Bezkontextové gramatiky

while x < y do begin x := (x+1); y:=(y — 1) end

(sT™MT)

(WHILE-STMT)

while (BOOL-EXPR) do (STMT)

while (ARITH-EXPR)(COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
while (VAR) (COMPARE-OP)(ARITH-EXPR) do (STMT)
while (VAR) < (ARITH-EXPR) do (STMT)

while (VAR) < (VAR) do (STMT)

while x < (VAR) do (sTMT)

while x <y do (sT™mT)

while x < y do (BEGIN-STMT)

while x < y do begin (STMT-LIST) end
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Bezkontextové gramatiky

Formalné je bezkontextova gramatika definovana jako Ctvefice
G = (H7 E? 5’ P)

kde:

©

IT je koneénd mnozina neterminalnich symboli (neterminali)

Y je kone¢nd mnozina terminalnich symbolu (terminala),
pficemz IINX = ()

(]

S € II je pocatecni neterminal

)

P CII x (ITUX)* je koneénd mnozina prepisovacich pravidel
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Bezkontextové gramatiky

Poznamky:

@ Pro oznaceni netermindlnich symboli budeme pouzivat velkd pismena
A B, C, ...

@ Pro oznaceni termindlnich symbold budeme pouzivat mala pismena a,
b, ¢, ... nebo Cislice 0, 1, 2, ...

@ Pro oznaceni fetézcl z (ITU X)* budeme pouzivat mald pismena
fecké abecedy «, 3, v, ...

@ Misto zapisu (A, ) budeme pro pravidla pouZivat zapis

A— o

A — leva strana pravidla
« — prava strana pravidla
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Gramatika G = (II, X, S, P), kde
o II={A B, C}
o ¥ ={a, b}
e S=A

@ P obsahuje pravidla

A — aBBb
A — AaA
B — ¢
B — bCA
C —- AB
C—a
C—b
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Bezkontextové gramatiky

Poznamka: Pokud mame vice pravidel se stejnou levou stranou, jako tfeba
A — o A — o A — a3
muzeme je strucnéji zapsat jako

A— ar|az]as

Napriklad pravidla dfive uvedené gramatiky miizeme zapsat jako

A — aBBb | AaA
B — e | bCA
C—ABlal|b
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Bezkontextové gramatiky

Retézce z (ITU X)* nazyvame vétné formy.

Na vétnych formach definujeme relaci =C (ITU X)* x (IIU X)* takovou,
Ze
a=d

pravé kdyz a = $1AB2 a o = 1y pro néjaka (1, B2,y € (TUX)* a
A€l kde (A — 7) € P.

Priklad: Jestlize (B — bCA) € P, pak

aCBbA = aCbCAbA

Poznamka: Neformdlné feceno zapis o = o’ znamend, Ze z vétné formy a
je mozné jednim krokem odvodit vétnou formu «, a to tak, ze vyskyt
néjakého netermindlu A v o nahradime pravou stranou néjakého pravidla
A — «, kde se A vyskytuje na levé strané.
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Bezkontextové gramatiky

Derivace délky n vétné formy o’ z vétné formy a je posloupnost vétnych
forem

Bo, B1, B2, =+ 5 Bn
takovych, ze
e a=/[o
@ (i1 = [ pro véechna i € {1,2,...,n}
° o =,

coz mlzeme strucnéji zapsat jako

a=f=>=>h=>...=01=>F=d
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Bezkontextové gramatiky

Skute&nost, Ze pro dané n existuje néjaka derivace délky n vétné formy o’
z vétné formy «, oznacujeme zapisem

/
a="q«

Skuteénost, ze existuje néjakd derivace (néjaké délky n, kde n > 0) vétné
formy o/ z vétné formy «, oznalujeme zapisem

/
a=%q

Poznamka: Relace =* je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace =
(tj. nejmensi reflexivni a tranzitivni relaci obsahujici relaci =).
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Bezkontextové gramatiky

Jazyk L(G) generovany gramatikou G = (IL, X, S, P) je mnozina vSech
slov v abecedé 3, kterad Ize odvodit néjakou derivaci z pocatecniho
netermindlu S pomoci pravidel z P, tj.

L(G)={weX"|S="w}
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Bezkontextové gramatiky

Jazyk L(G) generovany gramatikou G = (IL, X, S, P) je mnozina vSech
slov v abecedé 3, kterad Ize odvodit néjakou derivaci z pocatecniho
netermindlu S pomoci pravidel z P, tj.

L(G)={weX"|S="w}

Priklad: G = (II, X, A, P), kde Il = {A, B, C}, ¥ = {a, b} a P obsahuje
pravidla

A — aBBb | AaA

B — ¢ | bCA

C — AB ‘ a | b

abbabb € L(G) protoze:
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk

L={a"b" | n> 0}
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Bezkontextové gramatiky
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Bezkontextové gramatiky
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk tvoreny vsemi
palindromy nad abecedou {a, b}, tj.

L={we{ab} |w=wr}

R

Poznamka: w™ oznacuje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w

zapsané pozpatku.
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk tvoreny vsemi
palindromy nad abecedou {a, b}, tj.

L={we{ab} |w=wr}

Poznamka: wf oznaluje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w

zapsané pozpatku.

Reseni:

S —aSa|bSb|a|b]|e
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk tvoreny vsemi
palindromy nad abecedou {a, b}, tj.

L={we{ab} |w=wr}

Poznamka: wf oznaluje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w

zapsané pozpatku.

Reseni:

S —aSa|bSb|a|b]|e

S = aSa = abSba = abaSaba = abaaaba
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzdvorkovanymi sekvencemi symboll ‘(" a ‘).

Napfiklad (O O) () €L, ale))) & L.
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzdvorkovanymi sekvencemi symboll ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O0)(O) € L, ale ))) ¢ L.

Reseni:

S—c|(S) ]SS
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzdvorkovanymi sekvencemi symboll ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O0)(O) € L, ale ))) ¢ L.

Reseni:

S—c|(S) ]SS

$=585=(5)S= (55 = (85 (5) = ((5)5)(S) =
(0SS = (OGNS = (VOIS = (ODO)WUS)) =
OO)O)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operatory mizZeme pouzivat symboly + a *.

Napriklad (a+a) xa+ (axa) € L.
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operatory mizZeme pouzivat symboly + a *.

Napriklad (a+a) xa+ (axa) € L.

Reseni:

E—a|E+E|ExE]|(E)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operatory mizZeme pouzivat symboly + a *.

Napriklad (a+a) xa+ (axa) € L.

Reseni:
E—a|E+E|ExE]|(E)

E= E+E= E+«E+E = (E)xE+E = (at+a)xE+E = (a+a)xa+E =
(ata)*a+(E) = (at+a)xa+(E+E) = (a+a)*a+(axE) = (a+a)xa+(axa)
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|a|b
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|a|b
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Derivacni strom

A

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|a|b

>
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A
a/ﬁ \E\b

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|a|b

A= aBBb
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//A\\
a B B b

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|a|b

A= aBBb
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//A\\
a B B b

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|al|b

A= aBBb
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Derivacni strom

a /B/A\B\ b
A — aBBb | AaA Q/Q/_\A

B — ¢ | bCA
C—AB|al|b

A= aBBb = abCABb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/C/ \A

B — ¢ | bCA
C—AB|a|b

A= aBBb = abCABb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/C/ \A

B — ¢ | bCA
C—AB|a|b

A= aBBb = abCABb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
C Bl ZAN

b

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
Bl bch N

a B B b

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
YA /AN

a B B »b

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/C/ \A

§—>§|bCA
C—AB|al|b a/B/\E\b
\

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava)
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Derivacni strom

A
7 N
a B B b
A — aBBb | AaA b/C/ \A
B — ¢ | bCA
C—>ZB|a\b a/B/\B\b

\

3

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb
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Derivacni strom

A
A—>afTBbC|AaA b/C/ \A
B — ¢ | bCA o
C—AB|a|b a/B/\B\b
\

3

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 190 / 478



Derivacni strom

A — aBBb | AaA // \
C B s / // W\,
\

3

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA // \
C A e SN

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb =- abbaBbBb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA //\ :
¢ aplalb SN

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb =- abbaBbBb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA //\ _\
¢ aBlalb SN

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA // \ \
C A e SN

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 190 / 478



Derivacni strom

A — aBBb | AaA // \ \
C B s / // W\,
\

3

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb
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Derivacni strom

A
A—>aBBbC|AaA b/C/\A \6
B — ¢ | bCA
EHZ\Jme b/a/ﬁ/\s\b
\

Hl

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb = abbabb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/\A \6
AN VAN

b a B B b
|
e €

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb = abbabb
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Derivacni strom

Kazdé derivaci odpovida néjaky derivacni strom:

(]

Vrcholy stromu jsou ohodnoceny termindly a neterminaly.

©

Koren stromu je ohodnocen pocate¢nim neterminalem.

©

Listy stromu jsou ohodnoceny termindly nebo symboly €.

©

Ostatni vrcholy stromu jsou ohodnoceny netermindly.

©

Pokud je vrchol ohodnocen netermindlem A, pak jeho potomci jsou
ohodnoceni symboly pravé strany néjakého prepisovaciho pravidla
A — a.
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Levd a prava derivace

E—-E+E|ExE|(E)|a

Leva derivace je derivace, ve které v kazdém kroku nahrazujeme vzdy
nejlevéjsi neterminal.

E=E+E=E+«xE+E=axE+E=axa+E=axa+a

Prava derivace je derivace, ve které v kazdém kroku nahrazujeme vzdy
nejpravéjsi neterminal.

EE+E=E+a=ExE4+a=Exata=axa+a

Derivace vsak nemusi byt ani leva ani prava:

E=E+E=E+«xE+E=Exa+E=Exat+a=axa+a
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Levd a prava derivace

@ Jednomu derivacnimu stromu miize odpovidat vice riznych derivaci.

o Kazdému derivacnimu stromu odpovidd pravé jedna leva a pravé
jedna prava derivace.
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Nejednoznacné gramatiky

Gramatika G je nejednoznacna, jestlize existuje néjaké slovo w € L(G),
kterému prislusi dva riizné derivacni stromy, resp. dvé riizné levé Ci dvé
rizné pravé derivace.

Priklad:
E=E+E=ExE+E=axE+E=axat+E=axa+t+a
E=ExE=E+xE+E=a+xE+E=a*xat+E=axa+t+a

E/-IE-\E E/E\E
AT TN
| | |

a
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Nejednoznacné gramatiky

Nékdy je mozné nejednoznacnou gramatiku nahradit gramatikou, ktera
generuje tentyz jazyk, ale neni nejednoznacna.

Priklad: Gramatiku

E—-E+E|ExE|(E)|a

muzeme nahradit ekvivalentni gramatikou

E—-T|T+E
T—>F|F*T
F—al(E)

Poznamka: Pokud se nejednoznacna gramatika Zadnou ekvivalentni

jednoznacénou gramatikou nahradit ned3, fikdime, Ze je podstatné
nejednoznacna.
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Ekvivalence gramatik

Gramatiky G; a Gy jsou ekvivalentni, jestlize generuji tentyz jazyk, tj.
jestlize L(G1) = L(Gp).

Poznamka: Problém ekvivalence bezkontextovych gramatik je
algoritmicky nerozhodnutelny. D4 se dokazat, Ze neni mozné vytvorit
algoritmus, ktery by pro libovolné dvé bezkontextové gramatiky rozhodl,
zda jsou ekvivalentni ¢i ne.

Dokonce je algoritmicky nerozhodnutelny i problém, zda gramatika
generuje jazyk >*.
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Bezkontextové jazyky

Jazyk L je bezkontextovy, jestlize existuje bezkontextovd gramatika G
takovd, ze L = L(G).

Trida bezkontextovych jazykil je uzaviena vidi:
@ zietézeni
@ sjednoceni

@ iteraci

Trida bezkontextovych jazyki vSak neni uzavfena vidi:

@ doplnku

@ priniku
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Bezkontextové jazyky

Mdme dany gramatiky G; = (I3, 3, 51, P1) a Gy = (I, X, S, Po),
pricemz miZeme predpokladat, ze II; N1l =0 a S & II; U TI,.

o Gramatika G takova, ze L(G) = L(G1)L(Gp):

G = (Hl ull, U {5}, »,5 PLUPU {5 — 5152})

o Gramatika G takova, ze L(G) = L(G1) U L(Gy):

G:(H1UH2U{5}, %, S, P1UP2U{S — 5,5 — 52})

o Gramatika G takova, ze L(G) = L(Gy)™:

G = (H1U{5}, 3, S, P1U{5 —e,5 — 515})
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Redukované gramatiky

Definice
Bezkontextova gramatika G = (IL, X, S, P) je redukovana, jestlize:

@ KaZzdy neterminal X € II je mozné prepsat na sekvenci terminal(,
tj. existuje w € X* takové, ze X =* w.

@ Kazdy netermindl X € II je dosazitelny z pocateéniho neterminalu S,
tj. existuji o, § € (ILU X)* takové, ze S =* aXf.

Ke kazdé bezkontextové gramatice je mozné sestrojit ekvivalentni
redukovanou gramatiku.
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Redukované gramatiky

Algoritmus, ktery zkonstruuje mnozinu

T={Xell|Iwel : X="w}

T 0

change «— TRUE

while change

do change <« FALSE
for each (X — a) e P
doif X7 and o € (TUX)*
then 7 — 7 U {X}
change <+ TRUE

© O ~NOOT P~ WDN +—

return 7

Z gramatiky G pak vytvofime gramatiku G’ tak, ze z G odstranime
vSechny netermindly nepatfici do 7 a pravidla, kde se vyskytuji.
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a,b},S, P)

S—A|B
A— aB | bS|b
B — AB | Ba
C—AS|b
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a,b},S, P)

S—A|B
A— aB | bS|b
B — AB | Ba
C—AS|b
7=/

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 201 / 478




Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a,b},S, P)

S—A|B
A— aB | bS|b
B — AB | Ba
C—AS|b

T = {A,
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a,b},S, P)

S—A|B
A— aB | bS|b
B — AB | Ba
C—AS|b

T =1{AC,
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a,b},S, P)

S—A|B
A— aB | bS|b
B — AB | Ba
C—AS|b

T ={AC,S
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a,b},S, P)

S—A|B
A— aB | bS|b
B — AB | Ba
C—AS|b

T ={AC,S}
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a,b},S, P)

S—A|B
A— aB | bS|b
B — AB | Ba
C—AS|b

T ={AC,S}

Gramatika G’ = ({S,A,C},{a, b}, S, P')

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava)

S— A
A—bS|b
C—AS|b
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Redukované gramatiky

Algoritmus, ktery zkonstruuje mnozinu
D={Xell'|Jo,p e (IUD)" : S =* aX}

1 D—{S}
2 change < TRUE
3 while change
4 do change <+ FALSE
5 for each (X — «) € P’ where X € D
6 do for /i — 1 to ||
7 do if «fi] € II" and «[i] ¢ D
8 then D — DU {a[i]}
9 change < TRUE
10 return D

Z gramatiky G’ pak vytvofime gramatiku G” tak, ze z G’ odstranime
vsechny netermindly nepatfici do D a pravidla, kde se vyskytuji.
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G’ = ({S, A, C},{a, b}, S, P)

S— A
A—bS|b
C—AS|b
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G’ = ({S, A, C},{a, b}, S, P)

S— A
A—bS|b
C—AS|b
D={

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 203 / 478




Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G’ = ({S, A, C},{a, b}, S, P)

S— A
A—bS|b
C—AS|b
D ={S,
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G’ = ({S, A, C},{a, b}, S, P)

S— A

A—bS|b
C—AS|b
D={S,A
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Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G’ = ({S, A, C},{a, b}, S, P)

S— A

A—bS|b
C—AS|b
D ={S,A}

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 203 / 478




Redukované gramatiky

Priklad: Gramatika G’ = ({S, A, C},{a, b}, S, P)

S— A

A—bS|b
C—AS|b
D ={S,A}

Gramatika G” = ({S, A}, {a, b}, S, P")

S— A
A= bS|b
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Redukované gramatiky

Poradi obou krok( je tfeba dodrzet. Pokud bychom je provedli v opa¢ném
poradi, miZeme dostat gramatiku, kterd neni redukovana.

Priklad:
S—alA
A — AB
B—b

Pokud provedeme oba kroky algoritmu ve spravném poradi, dostaneme

S —a

Pokud provedeme kroky algoritmu v opacném poradi, dostaneme

S—a
B — b
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Redukované gramatiky

PFedchozi algoritmus lze pouZit ke zjidténi, zda L(G) # 0.

Stadi ovéfit, zda S € T
@ Pokud ano, je L(G) # 0.

@ Pokud ne, je L(G) = 0.
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Nevypoustéjici gramatiky

Gramatika G je nevypoustéjici, jestlize neobsahuje Zadna e-pravidla,
tj. pravidla tvaru X — ¢, kde X € II.

Ke kazdé bezkontextové gramatice je mozné sestrojit nevypoustéjici
gramatiku G’ takovou, ze L(G') = L(G) — {¢}.
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Nevypoustéjici gramatiky

Algoritmus, ktery zkonstruuje mnozinu

E={XeIl|X="¢}

E—10
change <+ TRUE
while change
do change <+ FALSE
for each (X — a) e P
doif Xg&and a €™
then £ — EU{X}
change < TRUE

1
2
3
4
5
6
7
8
9

return £
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Nevypoustéjici gramatiky

Nevypoustéjici gramatiku G’ pak z G vytvofime tak, ze pro kazdé pravidlo
X — oz G pfiddme do G’ v8echna mozna pravidla

X — o

kde o/ vznikne z o vypu$ténim libovolného pocétu symbolil z £, pfi¢emz ale

o #e.

Pfiklad: Pokud napfiklad £ = {A, C, D}, pak misto pravidla
A — aASChA

pridame pravidla

A — aASCbA | aSCbA | aASbA | aASCb | aSbA | aSCb | aASb | aSh
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Nevypoustéjici gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a, b},S, P)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava)

5—>AB|€

A — aAAb | BS | CA
B — BbA| CaC | ¢
C — aBB | bS

Uvod do teoretické informatiky
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Nevypoustéjici gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a, b},S, P)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava)

5—>AB|€

A — aAAb | BS | CA
B — BbA| CaC | ¢
C — aBB | bS

£={
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Nevypoustéjici gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a, b},S, P)
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£=1s,
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Nevypoustéjici gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a, b},S, P)
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Nevypoustéjici gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a, b},S, P)
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A — aAAb | BS | CA
B — BbA| CaC | ¢
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Nevypoustéjici gramatiky

Priklad: Gramatika G = ({S,A, B, C},{a, b},S, P)

5—>AB|€

A — aAAb | BS | CA
B — BbA| CaC | ¢
C — aBB | bS

£=1{S,B,A}

Gramatika G’ = ({S,A, B, C},{a, b}, S, P)

S—AB|A|B

A — aAAb| aAb|ab | BS|B|S|CA|C
B — BbA | bA|Bb|b| CaC
C—aBB|aB|a|bS|b
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Chomského normalni forma

Gramatika G je v Chomského normalni formé, jestlize vsechna jeji
pravidla jsou pouze ndsledujiciho tvaru:

o X — YZ, kde X,Y,Z €1l, nebo

@ X — a kdeXellaacX.

Ke kazdé bezkontextové gramatice je mozné sestrojit gramatiku G’
v Chomského normalni formé takovou, ze L(G') = L(G) — {&}.
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Greibachové normalni forma

Gramatika G je v Greibachové normalni formé, jestlize vSechna jeji
pravidla jsou pouze nasledujiciho tvaru:

@ X — aa, kdeae ¥, X ell aa e Il*.

Ke kazdé bezkontextové gramatice je mozné sestrojit gramatiku G’
v Greibachové normilni formé takovou, e L(G') = L(G) — {e}.
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Regularni gramatiky

Gramatika G je regularni, jestlize vsechna jeji pravidla jsou tvaru:
@ X — wY, kde X,Y €1II, w € ¥*, nebo

@ X — w,kde X €I, w € ¥*.

Regularni gramatiky generuji pravé tfidu regularnich jazykd, tj.:
@ Jazyk generovany regularni gramatikou je vzdy regularni.

@ Kazdy regularni jazyk je generovan néjakou regularni gramatikou.
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Zasobnikovy automat

@ Chtéli bychom rozpozndvat jazyk L = {a'b' | i > 1}
@ Snazime se navrhnout zafizeni (podobné koneénym automatim),
které precte slovo, a sdéli ndm, zda toto slovo patfi do jazyka L &i ne.

@ P¥i Cteni a-Cek si musime pamatovat jejich pocet, at vime, kolik musi
nasledovat b-Cek
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Zasobnikovy automat

@ Chtéli bychom rozpozndvat jazyk L = {a'b' | i > 1}
@ Snazime se navrhnout zafizeni (podobné koneénym automatim),
které precte slovo, a sdéli ndm, zda toto slovo patfi do jazyka L &i ne.

@ P¥i Cteni a-Cek si musime pamatovat jejich pocet, at vime, kolik musi
nasledovat b-Cek

@ MuiZeme vyuzit pamét typu zasobnik

@ Kazdé prectené a si na zasobnik zapiSeme, za kazdé prectené b jeden
symbol ze zasobniku odstranime

@ Pokud bude zasobnik prazdny a podafi se precist celé slovo, tak patfi
do jazyka
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aaaabbbb patfi do jazyka L = {a'b’ | i > 1}
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aaaabbbb patfi do jazyka L = {a'b’ | i > 1}
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aaaabbbb patfi do jazyka L = {a'b’ | i > 1}
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Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aaaabbbb patfi do jazyka L = {a'b’ | i > 1}
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aaaabbbb patfi do jazyka L = {a'b’ | i > 1}
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aaaabbbb patfi do jazyka L = {a’'b’ | i > 1}
@ Automat precetl celé slovo a skoncil s prazdnym zasobnikem, takze
slovo prijal

ANO
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aaaabbb nepatfi do jazyka L = {a'b’ | i > 1}
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aaaabbb nepatfi do jazyka L = {a'b’ | i > 1}
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Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aaaabbb nepatfi do jazyka L = {a'b’ | i > 1}
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aaaabbb nepatfi do jazyka L = {a'b’ | i > 1}

@ Automat precetl celé slovo, ale nevyprazdnil zasobnik, takze slovo
neprijal

NE
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aaaabbbbb nepatti do jazyka L = {a'b’ | i > 1}
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Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aaaabbbbb nepatti do jazyka L = {a'b’ | i > 1}
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aaaabbbbb nepatti do jazyka L = {a'b’ | i > 1}
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aaaabbbbb nepatti do jazyka L = {a'b’ | i > 1}

@ Automat ¢te b, ma smazat symbol na zdsobniku a tam Zadny neni,
takze slovo nepfijal
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aababbab nepatfi do jazyka L = {a'b’ | i > 1}
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Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat

@ Slovo aababbab nepatfi do jazyka L = {a'b’ | i > 1}

@ Automat precetl a, ale jiz byl ve stavu, kdy maze, takze slovo neprijal
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Zasobnikovy automat

@ Uvedeny zasobnikovy automat mél vzdy jasné uréeno pokracovani -
byl deterministicky

@ Je mozné kazdy bezkontextovy jazyk poznat deterministickym
zasobnikovym automatem?
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Zasobnikovy automat

@ Uvedeny zasobnikovy automat mél vzdy jasné uréeno pokracovani -
byl deterministicky

@ Je mozné kazdy bezkontextovy jazyk poznat deterministickym
zasobnikovym automatem?

o Uvazujme jazyk L = {w(w)R | w € {a, b}*}
@ Prvni pllku slova mizeme ulozit na zasobnik

@ P¥i Cteni druhé pllky mazeme symboly ze zasobniku, pokud jsou
stejné jako na vstupu

@ Pokud bude zasobnik prazdny po precteni celého slova, byla druha
pllka stejnd jako prvni
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Zasobnikovy automat

@ Slovo abaaba patii do jazyka L = {w(w)R | w € {a, b}*}

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 224 / 478



Zasobnikovy automat

@ Slovo abaaba patii do jazyka L = {w(w)R | w € {a, b}*}
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Zasobnikovy automat

@ Slovo abaaba patii do jazyka L = {w(w)R | w € {a, b}*}

o P¥i &eni a, stavu U a vrcholu zasobniku B, musi zménit stav na M a
ulozit A na zasobnik
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Zasobnikovy automat

@ Slovo abaaba patii do jazyka L = {w(w)R | w € {a, b}*}

o P¥i &eni a, stavu U a vrcholu zasobniku B, musi zménit stav na M a
ulozit A na zasobnik

>l=[>] | ]
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Zasobnikovy automat

@ Slovo abaaba patii do jazyka L = {w(w)R | w € {a, b}*}

o P¥i &eni a, stavu U a vrcholu zasobniku B, musi zménit stav na M a
ulozit A na zasobnik

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 224 / 478



Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat

@ Slovo abaaba patii do jazyka L = {w(w)R | w € {a, b}*}
@ P¥i &teni a, stavu U a vrcholu zdsobniku B, musi zménit stav na M a
ulozit A na zasobnik

ANO
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Zasobnikovy automat

@ Slovo abaaaaba patii do jazyka L = {w(w)R | w € {a, b}*}
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Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat

@ Slovo abaaaaba patii do jazyka L = {w(w)R | w € {a, b}*}

@ P¥i &teni a, stavu U a vrcholu zasobniku B, neméni stav a uloZi A na
zasobnik
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Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat

@ Slovo abaaaaba patii do jazyka L = {w(w)R | w € {a, b}*}
@ P¥i &teni a, stavu U a vrcholu zasobniku B, neméni stav a uloZi A na
zasobnik

ANO
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Zasobnikovy automat

@ Uvedeny zasobnikovy automat se nemize jednoznacné rozhodnout,
jak ma pokracovat. Musi ,,uhadnout”, kde je pulka slova.

@ Na rozdil od kone¢nych automatil je deterministicka verze
zasobnikovych slabsi a proto definujeme pfimo nedeterministické
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Zasobnikovy automat

Zasobnikovy automat je usporadand Sestice M = (Q, %, T, 4, qo, Z0),
kde

Q je konecnd neprazdnd mnozina stavil
> je konec¢na neprazdna mnozina zvand vstupni abeceda
I" je kone¢na neprazdnd mnozina zvana zasobnikova abeceda

§:Q x (BU{e}) x T — 2(Q@<T) je (nedeterministicka) prechodova
funkce

e © ¢ ¢

v

9 qo € Q je pocatecni stav

@ Zy €I je pocatecni zasobnikovy symbol
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Zasobnikovy automat

o Konfigurace ZA je trojice (q,w,«), kde g € Q, w € ¥*, a € T'™.
o Konfiguraci (qo, w, Zp), kde w € ¥*, nazyvdme pocatecni

o Konfiguraci (q,¢,¢), kde g € Q, nazyvame koncova

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 229 / 478



Zasobnikovy automat

Konfigurace ZA je trojice (q,w,«), kde g € Q, w € ¥*, a € T'™.
Konfiguraci (qo, w, Zp), kde w € ¥*, nazyvdme pocatecni

Konfiguraci (q,¢,¢), kde g € Q, nazyvame koncova

e © 6 ¢

Relaci - mezi konfiguracemi definujeme tak, ze
(q,aw, X3) I (¢, w, ) pravé kdyz (¢',a) € d(q, a, X) pro
néjaké a € (XU {e}), w e ¥*, g e IT'™.

elace dosazitelnosti mezi konfiguracemi je reflexivni tranzitivni
9o Rel d telnost konfig F* je refl t t

uzavér relace
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Zasobnikovy automat

e © 6 ¢

Konfigurace ZA je trojice (q,w,«), kde g € Q, w € ¥*, a € T'™.
Konfiguraci (qo, w, Zp), kde w € ¥*, nazyvdme pocatecni
Konfiguraci (q,¢,¢), kde g € Q, nazyvame koncova

Relaci - mezi konfiguracemi definujeme tak, ze

(q,aw, X3) - (d', w, af) pravé kdyz (¢',«) € d(q, a, X) pro
néjaké a € (XU {e}), w e ¥*, g e IT'™.

Relace dosaZitelnosti mezi konfiguracemi * je reflexivni tranzitivni
uzavér relace -

Slovo w € ¥* je pfijimano ZA M pravé tehdy, kdyz

(qo, w, Zo) F* (q,¢e,¢) pro néjaké g € Q

Jazyk rozpoznavany ZA M je jazyk

LM) ={w € £* | w je pfijimano ZA M}.
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Zasobnikovy automat

@ Definovali jsme pfijimani prazdnym zasobnikem

o K ZA M mizeme pfidat mnozinu pFijimajicich (koncovych) stavi
FCQ

@ Potom miZeme definovat jazyk pfijimany koncovym stavem
Lxs(M) ={w € ¥* | (qo,w, Z) F* (g,¢,) pro néj. g € F,a € T'*}

@ Obé zminéné definice pfijimani ZA jsou ekvivalentni - jazyk je
prijiman néjakym ZA M koncovym stavem pravé tehdy, kdyz je
rozpoznavan né&jakym ZA M’ prazdnym zasobnikem
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Zasobnikovy automat

Priklad: L = {a'b | i > 1}
= (Q,%,T,5,U, Z), kde

o Q={U,M}

o ¥ ={a, b}

o I'={Z1}
§(U,a,Z) ={(U,D} 6(U,b,Z)=0
§(U,a, 1) ={(U, 1N} (U, b, 1) ={(M,e)}
§(M,a, 1) =0 5(M,b,l):{( )}
§(M,a,Z) = §(M,b,Z) =

Poznamka: Casto se uvadi jen ty prechody prechodové funkce, které
nejsou do prazdné mnoziny, tedy kdy je skuteéné néjaky prechod definovan
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik a zas. automati

Ke kazdé bezkontextové gramatice G Ize sestrojit zasobnikovy automat M
(s jednim stavem) tz. L(M) = L(G).

Dukaz: Pro BG G = (II, X, S, P) vytvofime

M= ({q0}, X, TTUX,0,q0,S), kde
@ pro X € IT: 4(qo,&,X) = {(qo, ) | (X — «a) € P},
@ pro a € 3: (qo, a,a) = {(qo,¢)},
@ v ostatnich pfipadech pfifadime ()

Indukci mizeme dokazat

S =% ua <gr (qo,u,S) iy (0,6, @)

kde u e ¥*, a € {e} UII(ITU X)*
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik a zas. automati

Piiklad: L = {ab/ | i > 1}
G = ({S},{a, b},S, P), kde P je definovana jako: S — aSh|ab
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik a zas. automati

Piiklad: L = {ab/ | i > 1}
G = ({S},{a, b},S, P), kde P je definovana jako: S — aSh|ab

Sestrojime M = ({qo}, {a, b},{S, a, b},0,qo, S), kde
6(qo,¢,S) = {(qo0,aSh), (qo,ab)}, 4(qo, a,a) = {(qo0,€)},
4(qo, b, b) = {(qo, )}
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik a zas. automati

Piiklad: L = {ab/ | i > 1}
G = ({S},{a, b},S, P), kde P je definovana jako: S — aSh|ab

Sestrojime M = ({qo}, {a, b},{S, a, b},0,qo, S), kde
6(qo,¢,S) = {(qo0,aSh), (qo,ab)}, 4(qo, a,a) = {(qo0,€)},
4(qo, b, b) = {(qo, )}

UkaZeme si situaci pro aaaabbbb
S = aSb
(qo, aaaabbbb, S) + (qo, aaaabbbb, aSb)
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik a zas. automati

Piiklad: L = {ab/ | i > 1}
G = ({S},{a, b},S, P), kde P je definovana jako: S — aSh|ab

Sestrojime M = ({qo}, {a, b},{S, a, b},0,qo, S), kde
6(qo,¢,S) = {(qo0,aSh), (qo,ab)}, 4(qo, a,a) = {(qo0,€)},
4(qo, b, b) = {(qo, )}

UkaZeme si situaci pro aaaabbbb
S = aSb

(qo, aaaabbbb, S) - (qo, aaaabbbb, aSb) + (qo, aaabbbb, Sb)
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik a zas. automati

Piiklad: L = {ab/ | i > 1}
G = ({S},{a, b},S, P), kde P je definovana jako: S — aSh|ab

Sestrojime M = ({qo}, {a, b},{S, a, b},0,qo, S), kde
6(qo,¢,S) = {(qo0,aSh), (qo,ab)}, 4(qo, a,a) = {(qo0,€)},
4(qo, b, b) = {(qo, )}

UkaZeme si situaci pro aaaabbbb

S = aSb = aaSbb

(qo, aaaabbbb, S) - (qo, aaaabbbb, aSb) + (qo, aaabbbb, Sb)
+ (qo, aaabbbb, aSbb)
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik a zas. automati

Piiklad: L = {ab/ | i > 1}
G = ({S},{a, b},S, P), kde P je definovana jako: S — aSh|ab

Sestrojime M = ({qo}, {a, b},{S, a, b},0,qo, S), kde
6(qo,¢,S) = {(qo0,aSh), (qo,ab)}, 4(qo, a,a) = {(qo0,€)},
4(qo, b, b) = {(qo, )}

UkaZeme si situaci pro aaaabbbb

S = aSb = aaSbb

(qo, aaaabbbb, S) - (qo, aaaabbbb, aSb) + (qo, aaabbbb, Sb)
t (qo, aaabbbb, aSbb) + (qo, aabbbb, Sbb)
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik a zas. automati

Piiklad: L = {ab/ | i > 1}
G = ({S},{a, b},S, P), kde P je definovana jako: S — aSh|ab

Sestrojime M = ({qo}, {a, b},{S, a, b},0,qo, S), kde
6(qo,¢,S) = {(qo0,aSh), (qo,ab)}, 4(qo, a,a) = {(qo0,€)},
4(qo, b, b) = {(qo, )}

UkaZeme si situaci pro aaaabbbb

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb

(qo, aaaabbbb, S) - (qo, aaaabbbb, aSb) + (qo, aaabbbb, Sb)

- (qo, aaabbbb, aSbb) + (qo, aabbbb, Sbb) - (qo, aabbbb, aSbbb)
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik a zas. automati

Piiklad: L = {ab/ | i > 1}
G = ({S},{a, b},S, P), kde P je definovana jako: S — aSh|ab

Sestrojime M = ({qo}, {a, b},{S, a, b},0,qo, S), kde
6(qo,¢,S) = {(qo0,aSh), (qo,ab)}, 4(qo, a,a) = {(qo0,€)},
4(qo, b, b) = {(qo, )}

UkaZeme si situaci pro aaaabbbb

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb

(qo, aaaabbbb, S) - (qo, aaaabbbb, aSb) + (qo, aaabbbb, Sb)

- (qo, aaabbbb, aSbb) + (qo, aabbbb, Sbb) - (qo, aabbbb, aSbbb)
- (qo, abbbb, Sbbb)
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik a zas. automati

Priklad: L = {a'b/ | i > 1)
G = ({S},{a, b},S, P), kde P je definovana jako: S — aSh|ab

Sestrojime M = ({qo}, {a, b},{S, a, b},0,qo, S), kde
6(qo,¢,S) = {(qo0,aSh), (qo,ab)}, 4(qo, a,a) = {(qo0,€)},
4(qo, b, b) = {(qo, )}

UkaZeme si situaci pro aaaabbbb

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaaabbbb

(qo, aaaabbbb, S) - (qo, aaaabbbb, aSb) + (qo, aaabbbb, Sb)

- (qo, aaabbbb, aSbb) + (qo, aabbbb, Sbb) - (qo, aabbbb, aSbbb)
- (go, abbbb, Sbbb) + (qo, abbbb, abbbb)
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik a zas. automati

Priklad: L = {a'b/ | i > 1)
G = ({S},{a, b},S, P), kde P je definovana jako: S — aSh|ab

Sestrojime M = ({qo}, {a, b},{S, a, b},0,qo, S), kde
6(qo,¢,S) = {(qo0,aSh), (qo,ab)}, 4(qo, a,a) = {(qo0,€)},
4(qo, b, b) = {(qo, )}

UkaZeme si situaci pro aaaabbbb

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaaabbbb

(qo, aaaabbbb, S) - (qo, aaaabbbb, aSb) + (qo, aaabbbb, Sb)

- (qo, aaabbbb, aSbb) + (qo, aabbbb, Sbb) - (qo, aabbbb, aSbbb)
- (qo, abbbb, Sbbb) + (qo, abbbb, abbbb) - (qo, bbbb, bbbb)
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik a zas. automati

Priklad: L = {a'b/ | i > 1)
G = ({S},{a, b},S, P), kde P je definovana jako: S — aSh|ab

Sestrojime M = ({qo}, {a, b},{S, a, b},0,qo, S), kde
6(qo,¢,S) = {(qo0,aSh), (qo,ab)}, 4(qo, a,a) = {(qo0,€)},
4(qo, b, b) = {(qo, )}

UkaZeme si situaci pro aaaabbbb

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaaabbbb

(qo, aaaabbbb, S) - (qo, aaaabbbb, aSb) + (qo, aaabbbb, Sb)

- (qo, aaabbbb, aSbb) + (qo, aabbbb, Sbb) - (qo, aabbbb, aSbbb)
- (qo, abbbb, Sbbb) + (qo, abbbb, abbbb) - (qo, bbbb, bbbb)

- (qo, bbb, bbb) - (qo, bb, bb) - (qo, b, b) I (qo, €, €)
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik a zas. automati

Ke kazdému zdsobnikovému automatu M s jednim stavem lze sestrojit
bezkontextovou gramatiku G tZ. L(G) = L(M).

Dukaz: Pro ZA M = ({qo}, %, T, 0, qo, Zp), kde XN T = () vytvoFime
G=(I,%,2,P), kde (A — aa) € P < 6(qo, a,A) > (qo, ), kde
ueX,ael™*

Indukci mizeme dokazat

Zy =¢ ua < (qo, u, Zp) Fiy (qo, €, )

kde u e ¥*, a e I'™
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik a zas. automati

Ke kazdému zasobnikovému automatu M Ize sestrojit zasobnikovy
automat M’ s jednim stavem tz. L(M') = L(M).

Myslenka dikazu:
@ Stav automatu M si budeme pamatovat na zasobniku.

@ Pro §(q,a,X) = {(q’,e)} musime kontrolovat nejen, Ze jsme ve stavu
g, ale také, Ze se dostaneme do stavu q’

o Kazdy zadsobnikovy symbol automatu M’ je tedy trojice, kde si
pamatujeme zasobnikovy symbol, aktudlni stav a aktualni stav ze
symbolu o jedna nize na zdsobniku

@ Prevod na ZA s jednim stavem tedy zpUsobi narust poctu
zasobnikovych symboli
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Omezeni bezkontextovych jazyki

@ Ani bezkontextové gramatiky a zdsobnikové automaty nejsou
dostatecné silné, aby rozpoznavaly vsechny jazyky

@ Existuje verze pumping lemmatu pro bezkontextové jazyky, kterou je
mozno vyuZit k diikazu nebezkontextovosti jazyka

@ Napt. L= {a'b'c’| i >0} nebo L = {ww | w € {a, b}*} nejsou
bezkontextové

@ Potrebujeme néjaky siln€jsi mechanismus pro rozpoznavani takovych
jazyka

@ Turinglv stroj
@ Linearné omezeny automat
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Turinglv stroj

@ Rozsifime deterministické kone¢né automaty o moZnost zapisu na
vstupni pasku a pohyb ¢teci hlavy obéma sméry
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Turinglv stroj

@ Rozsifime deterministické kone¢né automaty o moZnost zapisu na
vstupni pasku a pohyb ¢teci hlavy obéma sméry

Formalné je Turingiv stroj definovan jako Sestice M = (Q, %, T, 4, qo, F)
kde:

Q je kone¢nd mnozina stavii

I" je konecna mnozina paskovych symbolii

Y CTI,X # 0 je kone¢nd mnozina vstupnich symbolu
0:(Q—F)xI' > QxTIx{-1,0,4+1} je prechodova funkce
go € Q je pocatecni stav

e & 6 6 ¢ ¢

F C Q je mnozina koncovych stavii
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Turinglv stroj

@ Predpokladéame, ze v I' — X je vzdy specidlni prvek O oznadujici
prazdny znak

@ Konfigurace je ddna slovem na pasce, stavem a pozici Cteci hlavy

@ Konfigurace je pocatecni, pokud je hlava na prvnim symbolu, stav qg
a na pasce jsou symboly jen z mnoziny X

@ Konfigurace je koncova, je-li stav z mnoziny F

Mdame-li stav g a b na vstupu, tak pro:

@ 4(q,b) = (¢, b',0) zménime stav na g’, zménime na aktudlni pozici b
na b

@ 0(g,b) = (¢, b',+1) zménime stav na ¢’, zménime na aktudlni pozici
b na b’ a posuneme aktudlni pozici o 1 doprava

@ 0(g,b) = (¢, b',—1) zménime stav na ¢’, zménime na aktudlni pozici
b na b’ a posuneme aktudlni pozici o 1 doleva
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Turinglv stroj

@ Vypocet v koncovém stavu konci

@ Slovo je pfijato, pokud na ném stroj nékdy dojde do prijimajiciho
stavu

@ Slovo neni prijato, pokud béh stroje nikdy neskonci

@ Jazyk L(M) Turingova stroje M je mnozina vsech slov, ktera stroj
M pfijima
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Turinglv stroj

@ Vypocet v koncovém stavu konci

@ Slovo je pfijato, pokud na ném stroj nékdy dojde do prijimajiciho
stavu

@ Slovo neni prijato, pokud béh stroje nikdy neskonci

@ Jazyk L(M) Turingova stroje M je mnozina vsech slov, ktera stroj
M pfijima

@ U Turingova stroje nas nékdy zajima, co zlstane na pasce po

skondeni béhu.
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Turinglv stroj

@ Vypocet v koncovém stavu konci

@ Slovo je pfijato, pokud na ném stroj nékdy dojde do prijimajiciho
stavu

@ Slovo neni prijato, pokud béh stroje nikdy neskonci

@ Jazyk L(M) Turingova stroje M je mnozina vsech slov, ktera stroj
M pfijima

@ U Turingova stroje nas nékdy zajima, co zlstane na pasce po
skonceni béhu.

@ Turinglv stroj mizeme reprezentovat grafem obdobné jako KA. Jen
popis Sipek rozsifime o informaci, co se zapiSe na pasku (pokud se
obsah pasky méni) a jak se posune hlava.
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Turinglv stroj

Jazyk L= {a'bic’ | i > 0}
@ Cte do prvniho a, nahradi jej A. Pokud najde dfive b nebo c, zacykli
se.
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Turinglv stroj

Jazyk L= {a'bic’ | i > 0}
@ Cte do prvniho a, nahradi jej A. Pokud najde dfive b nebo c, zacykli
se.

@ Cte do prvniho b, nahradi jej B. Na O nebo c se zacykli.
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Turinglv stroj

Jazyk L= {a'bic’ | i > 0}
@ Cte do prvniho a, nahradi jej A. Pokud najde dfive b nebo c, zacykli
se.

@ Cte do prvniho b, nahradi jej B. Na O nebo c se zacykli.
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Turinglv stroj

Jazyk L= {a'bic’ | i > 0}
@ Cte do prvniho a, nahradi jej A. Pokud najde dfive b nebo c, zacykli
se.

@ Cte do prvniho b, nahradi jej B. Na O nebo c se zacykli.
© Cte do prvniho ¢, nahradi jej C. Na O se zacykli.
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Turinglv stroj

Jazyk L= {a'bic’ | i > 0}
@ Cte do prvniho a, nahradi jej A. Pokud najde dfive b nebo c, zacykli
se.

@ Cte do prvniho b, nahradi jej B. Na O nebo c se zacykli.
© Cte do prvniho ¢, nahradi jej C. Na O se zacykli.
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Turinglv stroj

Jazyk L= {a'bic’ | i > 0}
@ Cte do prvniho a, nahradi jej A. Pokud najde dfive b nebo c, zacykli
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Turinglv stroj
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Turingliv stroj - nasobeni tremi

ANO
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Linedrné omezeny automat

@ Turinglv stroj, ktery vyuziva jen Gsek pasky, kde je zapsano vstupni
slovo

@ Predstava levé a pravé zarazky kolem slova, které nemohou byt
prepsany
@ Z levé zardzky je mozny pohyb jen vpravo, z pravé zardzky jen vlevo

@ LBA (linear bounded automata) se uvazuji v nedeterministické verzi

9 Je otevrend otdzka, jestli jsou deterministické LBA stejné ,silné" jako
nedeterministické
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Generativni gramatika

Generativni gramatika je dana ¢&tvefici parametrd G = (IL, X, S, P), kde
@ II je kone¢na mnozina neterminall
@ X je kone¢nd mnozina termindld, IINX = ()
@ S €11 je pocatecni netermindl
@ P je kone¢nd mnozina pravidel typu a — (3, kde
ace (MU I(ITUX)*a B e (TUXD)*.

piapn =6 p1Bu pokud oo — (3 je pravidlo v P
o L(G)={weX|S="w}

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 248 / 478



Chomského hierarchie

Podle tvaru pravidel, kterda v gramatice povolime, délime gramatiky na
gramatiky typu:
0 - Obecné generativni gramatiky - pravidla bez omezeni

1 - Kontextové gramatiky - pravidla tvaru aX3 — a3, kde |y| > 1
(Vyjimka S — ¢, ale S pak neni na pravé strané zadného pravidla)

2 - Bezkontextové gramatiky - pravidla tvaru X —

3 - Regularni gramatiky - pravidla tvaru X — wY nebo X — w
kde o, 5,7y € (ITUX)*, X e I, w € &*
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@ Jazyk je typu i, jestlize jej generuje néjaka gramatika typu /

@ Oznalime-li £; tfidu jazykd typu i, pak L3 C Lo C L1 C Ly
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Chomského hierarchie

Pojmenovani jazykd jednotlivych typi:
0 - Rekurzivné spocetné
1 - Kontextové

2 - Bezkontextové

3 - Regularni
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Chomského hierarchie

Pojmenovani jazykd jednotlivych typi:

0 - Rekurzivné spocetné

1 - Kontextové

2 - Bezkontextové

3 - Regularni
Kazdé tridé jazykid odpovida typ stroje nebo automatu, ktery dokaze
rozpoznat vSechny jazyky z dané tfidy

0 - Turinglv stroj (deterministicky nebo nedeterministicky)

1 - Linedrné omezeny automat (nedeterministicky, pro deterministické
to neni zndmo)

2 - Zasobnikovy automat (jen nedeterministicky)

3 - Kone¢ny automat (deterministicky nebo nedeterministicky)

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 250 / 478



Co je to algoritmus?

Algoritmus

Algoritmus je mechanicky postup sklddajici se z néjakych jednoduchych

elementarnich krokd, ktery pro né€jaky zadany vstup vyprodukuje néjaky
vystup.

Algoritmus mize byt zadan:
@ slovnim popisem v prirozeném jazyce
@ pseudokédem
@ jako pocitaCovy program v néjakém programovacim jazyce
@ jako hardwarovy obvod
° ...

Algoritmy slouzi k reSeni rtiznych problémii.

J
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Problémy

Problém

V zaddni problému musi byt uréeno:
@ co je mnozinou moznych vstupl
@ co je mnozinou moznych vystupt

@ jaky je vztah mezi vstupy a vystupy

vstupy vystupy
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Priklady problémd

Problém , Tridéni*

Vstup: Sekvence prvki ai, ap, ..., an.
Vystup: Prvky sekvence aj, ay, . .., a, serazené od nejmensiho po
nejvetsi.
Priklad:

@ Vstup: 8,13,3,10,1,4
o Vystup: 1,3,4,8,10,13

Poznamka: Konkrétni vstup néjakého problému se nazyva instance
problému.
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Priklady problému

Problém ,,Hledani nejkratsi cesty v (neorientovaném) grafu*

Vstup: Neorientovany graf G = (V, E) s ohodnocenim hran, a
dvojice vrchold u,v € V.

Vystup: Nejkratsi cesta z vrcholu u do vrcholu v.

Priklad:
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Dalsi priklady problémii

Problém ,,Prvodiselnost"

Vstup: Prirozené Cislo n.
Vystup: ANO pokud je n prvocislo, NE v opa¢ném pfipadé.

Poznamka: Prirozené Cislo n je prvocislo, pokud je vétSi nez 1 a je
délitelné beze zbytku pouze Cisly 1 a n.

Prvnich nékolik prvodisel: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ...
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Rozhodovaci problémy

Situace, kdy mnozina vystupt je {ANO, NE} je pomérné &astd. Takovym
problémim se fikd rozhodovaci problémy.

Rozhodovaci problémy vétsinou specifikujeme tak, ze misto popisu toho,
co je vystupem, uvedeme otdzku.

Ptiklad:

Problém ,,Prvociselnost"

Vstup: Ptirozené Cislo n.

Otazka: Je n prvocislo?
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Optimalizacni problémy

Dals$im specidlnim pfipadem jsou tzv. optimalizacni problémy.

Optimalizacni problém je problém, kde je Gkolem vybrat z néjaké
mnoziny pripustnych feseni takové feseni, které je v néjakém ohledu

optimalni.
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Reseni problémi

Reseni problému
Algoritmus korektné resi dany problém, kdyz:

© Se pro libovolny vstup daného problému (libovolnou vstupni instanci)
po kone¢ném poctu kroki zastavi.

© Vyprodukuje vystup z mnoziny moznych vystupd, ktery vyhovuje
podminkdm uvedenym v zadani problému.

Pro jeden problém miZe existovat celd fada algoritm, které jej korektné
resi.

Poznamka: MnoZina vstupnich instanci byva typicky nekonecna.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 258 / 478



Kdédovani vstupu a vystupu

Vétsinou predpokladame, Ze vstupy i vystupy jsou kédovany jako slova
v né€jaké abecedé 3.

Priklad: Napriklad u problému , TFidéni* bychom mohli zvolit jako
abecedu ¥ ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,, }.
Vstupem by pak mohlo byt napriklad slovo

826,13,3901,101,128,562

a vystupem slovo

13,101,128,562,826,3901
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Kdédovani vstupu a vystupu

Poznamka: Ne kazdé slovo ze X* musi reprezentovat néjaky vstup.

Kédovani bychom ale méli zvolit tak, abychom byli schopni snadno poznat
ta slova, ktera néjaky vstup reprezentuji.
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Kdédovani vstupu a vystupu

Priklad: Pokud je vstupem néjakého problému napriklad graf, mazeme ho
reprezentovat jako seznam vrcholid a hran:

Napfriklad nasledujici graf

3

muzeme reprezentovat jako slovo

(1,2,3,4,5),((1,2),(2,4),(4,3),(3,1),(1,1),(2,5),(4,5),(4,1))

v abecedé ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,,, (,) }.
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Kdédovani vstupu a vystupu

MiiZeme se omezit na pripad, kdy jsou vstupy i vystupy kédovany jako
slova v abecedé {0, 1} (tj. jako sekvence bit).

Symboly jakékoli jiné abecedy Ize reprezentovat jako sekvence bitd.

Priklad: Abeceda {a,b,c,d,e, f, g}

a « 001
b <« 010
c < 011
d < 100
e « 101
f < 110
g < 111

Slovo ‘defb’ mizeme reprezentovat jako ‘100101110010'.
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Funkce realizovand algoritmem

Miizeme tedy fict, ze kazdy algoritmus realizuje vypocet hodnot néjaké
funkce
f:3 =X

kde & = {0,1}.

Alternativné se také na algoritmy mizeme divat tak, Ze realizuji vypocet
néjaké funkce
f:N—>N

kde N = {0,1,2,3,...} je mnoZina pfirozenych Cisel, nebot na kazdou
sekvenci bitd se mizeme divat jako na zapis ¢isla v bindrni soustavé.
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Funkce realizovand algoritmem

Funkce
f:3 =X resp. f:N—N

realizovand néjakym algoritmem nemusi byt nutné totdIni, mlze byt
¢asteénd. Hodnota f(x) neni definovana napfiklad v pfipadé, ze se dany
algoritmus pro vstup x nikdy nezastavi.

Poznamka: Funkce f : A — B je totalni, jestlize hodnota f(x) je
definovana pro libovolné x € A, a ¢astecna, jestlize pro nékterd x € A
nemusi byt hodnota f(x) definovana.
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Algoritmy a problémy

Stejné jako na algoritmy i na problémy se miizeme divat jako na funkce
typu:
3 =X resp. f:N—N

Jestlize algoritmus realizuje néjakou funkci f’, Fekneme, Ze tento
algoritmus ¥esi problém popsany funkci f, jestlize se pro libovolny vstup x
zastavi s tim, ze

f(x) = f(x)
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Rozhodovaci problémy a jazyky

Na rozhodovaci problémy miizeme pohlizet jako na jazyky.
Jazyk odpovidajici danému rozhodovacimu problému je mnozina téch slov

ze X, kterd reprezentuji ty vstupy, pro néz je odpovéd ANO.

Priklad: Jazyk L tvofeny témi slovy ze {0,1}*, kterd jsou binarnim
zapisem néjakého prvocisla.

Napriklad 101 € L, ale 110 ¢ L.
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Rozhodovaci problémy

Casto se pfi zkoumani algoritmi a problému omezujeme jen na
rozhodovaci problémy.

Neni to vsak na tkor obecnosti, nebot libovolny obecny problém mozné
vhodnym zplsobem preformulovat jako rozhodovaci problém, s tim, ze
kdyZz najdeme algoritmus, ktery by resil tento rozhodovaci problém, tak
bychom snadno sestrojili algoritmus, ktery by fesil pavodni problém, a
naopak.
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Rozhodovaci problémy

Pokud napfiklad mame problém P, kde:
@ vstupy jsou prvky z né€jaké mnoziny X
@ vystupy jsou slova z {0,1}*

muzeme tento problém preformulovat jako ndsledujici rozhodovaci
problém:

Problém

Vstup: Prvek x € X a dislo k.

Otazka: Kdyz z je vystup, ktery odpovida vstupu x problému P, ma
k-ty bit slova z hodnotu 17
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Algoritmicky resitelné problémy

Ptredpokladejme, ze mame dan néjaky problém P.

Jestlize existuje néjaky algoritmus, ktery resi problém P, pak fikdme, ze
problém P je algoritmicky resitelny.

Jestlize P je rozhodovaci problém a jestlize existuje néjaky algoritmus,
ktery problém P tesi, pak fikime, ze problém P je rozhodnutelny.

Kdyz chceme ukazat, Ze problém P je algoritmicky resitelny, staci ukazat
néjaky algoritmus, ktery ho fesi (a pfipadné ukézat, ze dany algoritmus
problém P skute¢né Fesi).
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Algoritmicky resitelné problémy

U mnohych problémi je na prvni pohled zfejmé, Ze jsou algoritmicky
resSitelné, jako treba:

@ Tridéni

@ Hledani nejkratsi cesty v grafu

@ Prvodiselnost

kde staci probrat vSechny moznosti (kterych je ve vSech téchto pfipadech
kone¢né mnoho), i kdyz takovy trividlni algoritmus zaloZeny na Feseni
hrubou silou nemusi byt zrovna efektivni.

Na druhou stranu existuje celd fada problémd, u kterych to tak jasné neni.
@ Najit algoritmus a dokazat, ze fesi dany problém, mize byt velmi
netrivialni Gkol.

@ Algoritmus, ktery by FesSil dany problém, nemusi viibec existovat.
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Nutnost upresnéni pojmu ,algoritmus”

Dosavadni definice pojmu algoritmus byla ponékud vagni.

Pokud bychom pro néjaky problém chtéli ukazat, ze neexistuje algoritmus,
ktery by dany problém fesil, tak by to s takovouto neurcitou definici pojmu
algoritmus asi neslo.

Intuitivné chapeme, co by mél mit algoritmus za vlastnosti:

@ Mél by se skladat z jednoduchych kroki, které je mozno vykonavat
»mechanicky", bez porozuméni problému.

@ Objekty, se kterymi algoritmus pracuje, i provddéné operace by mély
byt konecné.
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Algoritmus realizovany pocitacem

Napriklad program v libovolném programovacim jazyce dané vlastnosti
zcela jisté ma.

At uz je program napsan v jakémkoliv programovacim jazyce, jsou jeho
instrukce nakonec provadény na hardwaru néjakého konkrétniho pocitace
na Grovni instrukci procesoru.

Je tedy jasné, Ze kazdy program v kazdém programovacim jazyce bychom
mohli zapsat jako program tvoreny pouze instrukcemi strojového kédu
néjakého procesoru.
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Cinnost pocitace

Typicka architektura naprosté vétsiny pocitacli vypada nasledovné:

MEM
I [ 1] flags
- s
Iz B rs | CPU
Nz R
Er: HEE rs

@ Pocdita¢ ma pamét skladajici se z velkého mnozstvi pamétovych
bunék.

@ Kazda bunka muze obsahovat Cislo urcité velikosti, typicky 1 byte
(8 bitd), tj. Cislo v rozsahu 0. . 255.

@ Bunky jsou ocislovany. Cislo buriky se nazyva jeji adresa.
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Cinnost pocitace

Typicka architektura naprosté vétsiny pocitacli vypada nasledovné:

MEM
e,  BER fags
- Bl -
I r: B R | CPU
Hr:
N r: B s

@ Instrukce jsou ulozeny v paméti (kazda instrukce ma svij Ciselny kod)
a jsou sekvencné vykonavany procesorem.

@ Procesor udrzuje tzv. citac instrukci IP, ktery obsahuje adresu
aktualné provadéné instrukce.

@ Procesor nacte instrukci z adresy urcené IP, zvétsi IP o délku nactené
instrukce a provede danou instrukci.
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Cinnost pocitace

Typicka architektura naprosté vétsiny pocitacli vypada nasledovné:

MEM
I [ 1] flags
- s
Iz B rs | CPU
Nz R
Er: HEE rs

@ Procesor obsahuje nékolik registrii pevné délky (napf. 32 nebo
64 bitd).
@ Vétsina operaci je provadéna na registrech.

@ Procesor obsahuje pfiznaky (flags), které umoziuji testovat vysledek
posledni operace (napf. preteceni, jestli je vysledek nula apod.)
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Cinnost pocitace

Typické instrukce:

@ Nacteni obsahu pamétové buriky (resp. nékolika po sobé jdoucich
bunék) do nékterého registru (LOAD).

@ UloZeni obsahu registru do nékteré pamétové buriky (resp. nékolika po
sobé jdoucich bunék) (STORE).
Poznamka: Adresa buiky je bud pfima (tj. je pfimo soudasti
instrukce) nebo nepfimd (ulozend v nékterém registru, pfipadné
spocitana z obsahu jednoho nebo nékolika registri).

@ Nacteni obsahu jednoho registru do jiného registru (MOV).

o Aritmetické instrukce (ADD, SUB, MUL, DIV, NEG, CMP, INC,
DEC, ...).

o Logické instrukce (AND, OR, XOR, NOT, ...).
@ Bitové posuny a rotace (SHL, SHR, ...)
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Cinnost pocitace

Typické instrukce (pokracovani):
@ Nepodminény skok (JMP).
Poznamka: Adresa skoku mize byt pfima nebo neprima.
@ Podminéné skoky (JZERO, JGTZ, ...).
@ Volani podprogrami (CALL, RET).

@ R0zné specidlni instrukce — prace se vstupem a vystupem, obsluha
preruseni, mody cinnosti procesoru, fizeni pfistupu do paméti
(strankovani) apod.
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Cinnost pocitace

Priklad: Instrukce zapsana ve vysSim programovacim jazyce jako
X=y+2

muZe byt realizovana nasledujici sekvenci instrukci urcitého
(hypotetického) procesoru:

LOAD  0x001b7c42,R5
ADD $2,R5
STORE R5,0x001b7c38

Poznamka: Predpokladdme, ze proménnd x je ulozena na adrese
0x001b7c38 a proménna y na adrese 0x001b7c42.
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Stroj RAM

Stroj RAM (Random Access Machine) je idealizovany model pocitace.

Rozdily oproti skute¢nému pocitaci:

@ Velikost paméti neni omezena (adresa mize byt libovolné prirozené
dislo).

@ Velikost obsahu jednotlivych bunék neni omezena (burika mize
obsahovat libovolné celé &islo).

o Cte data sekvenéné ze vstupu, ktery je tvoren sekvenci celych Cisel. Ze
vstupu lze pouze Cist.

@ Zapisuje data sekvencné na vystup, ktery je tvoren sekvenci celych
Cisel. Na vystup je mozné pouze zapisovat.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 277 / 478



Stroj RAM a Turinglyv stroj

Kazdy program v kazdém jazyce by mohl byt realizovan jako program
stroje RAM.

Neni slozité (i kdyz je to trochu pracné) si rozmyslet, Ze libovolny
algoritmus provaddény strojem RAM je mozné realizovat také Turingovym
strojem.

Turingliv stroj je schopen realizovat libovolny algoritmus, ktery by bylo
mozné zapsat jako program v né€jakém programovacim jazyce.

Poznamka: Turinglv stroj pracuje se slovy nad néjakou abecedou,
zatimco stroj RAM s Cisly. Cisla ale mizeme zapisovat jako sekvence
symbol( a naopak symboly néjaké abecedy miizeme zapisovat jako Cisla.
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Churchova-Turingova teze

Churchova-Turingova teze

Kazdy algoritmus je mozné realizovat néjakym Turingovym strojem.

Neni to véta, kterou by bylo mozno dokazat v matematickém smyslu —
neni formalné definovano, co je to algoritmus.

Tezi formulovali nezavisle na sobé v poloviné 30. let 20. stoleti Alan Turing
a Alonzo Church.
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Churchova-Turingova teze

Ve stejné dobé bylo navrzeno nékolik riiznych formalismd zachycujicich
pojem algoritmus:

@ Turingovy stroje (Alan Turing)

@ lambda kalkulus (Alonzo Church)
@ rekurzivni funkce (Stephan Kleene)
°
°

produkéni systémy (Emil Post)

Dale mizeme uvést:

@ Libovolny (obecny) programovaci jazyk.

Vsechny tyto modely jsou ekvivalentni z hlediska algoritm, které jsou
schopny realizovat. J

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 280 / 478



Algoritmicky neresitelné problémy

Problém, ktery neni algoritmicky reSitelny je algoritmicky neresitelny.

Rozhodovaci problém, ktery neni rozhodnutelny je nerozhodnutelny.

Pfiklad: N&sledujici problém zvany Problém zastaveni (Halting
problem) je nerozhodnutelny:

Halting problem

Vstup: Popis Turingova stroje M a slovo w.

Otdzka: Zastavi se stroj M po néjakém koneéném poctu krokil,
pokud dostane jako svilj vstup slovo w?
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Halting problem

Alternativné bychom ho mohli formulovat tfeba takto:

Halting problem

Vstup: Zdrojovy kéd programu P v jazyce C, vstupni data x.

Otazka: Zastavi se program P po néjakém konecném poctu krokd,
pokud dostane jako vstup data x?

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 282 / 478



Halting problem

Predpokladejme, ze by existoval néjaky program, ktery by rozhodoval
Halting problem.

Mohli bychom tedy vytvorit podprogram H, deklarovany jako
boolean H(String kod, String vstup)

kde H(P, x) vrati:
@ true pokud se program P zastavi pro vstup x,

o false pokud se program P nezastavi pro vstup x.

Poznamka: Reknéme, e podprogram H(P, x) by vracel false v pfipadé, Ze
P neni syntakticky spravny kéd programu.
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Halting problem

S pouzitim podprogramu H bychom vytvofili program D, ktery bude
provadét nasledujici kroky:

@ Nacte svij vstup do proménné x typu String.
@ Zavola podprogram H(x, x).

@ Pokud podprogram H vratil true, skoci do nekonecné smycky
loop: goto loop

V pfipadé, ze H vratil false, program D se ukondi.

Co udéla program D, pokud mu predlozime jako vstup jeho vlastni kéd? J
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Halting problem

Pokud D dostane jako vstup sviij vlastni kéd, tak se bud zastavi nebo
nezastavi.

@ Pokud se D zastavi, tak H(D, D) vrati true a D sko¢i do nekonecné
smycky. Spor!

@ Pokud se D nezastavi, tak H(D, D) vréti false a D se zastavi. Spor!

V obou pfipadech dospéjeme ke sporu a dalSi moznost neni. Nemize tedy
platit predpoklad, ze H fesi Halting problem.
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Bonusovy priklad

V predchozim prikladé jsme méli pripad, kdy program zpracovaval svij
vlastni kéd. To neni nic neobvyklého, napriklad preklada¢ muze prekladat
svij vlastni kdd.

Uvazujme ale opacny pripad: Chceme vytvofit program, ktery naopak svij
vlastni kéd vyda jako vystup.

Ukol: Napiste program ve vagem oblibeném programovacim jazyce, ktery
vypise (napfiklad na standardni vystup) svij vlastni zdrojovy kéd, pfi¢emz
ale:

@ Nesmi Cist data ze zadného externiho zdroje (disku, klavesnice apod.).

@ Nesmi byt prazdny.
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DalSi nerozhodnutelné problémy

S jednim prikladem nerozhodnutelného problému uz jsme se setkali:

Problém

Vstup: Bezkontextové gramatiky G a Gp.
Otédzka: Je L(G1) = L(G2)?

pripadné

Problém

Vstup: Bezkontextova gramatika G generujici jazyk nad
abecedou X.

Otazka: Je L(G) = £*?
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Redukce mezi problémy

Pokud mame o néjakém (rozhodovacim) problému dokazano, ze je
nerozhodnutelny, mizeme ukazat nerozhodnutelnost dalSich problém{
pomoci tzv. redukci.

Reknéme, Ze A a B jsou rozhodovaci problémy.
Redukce problému A na problém B je algoritmus P, ktery:

@ Dostane jako vstup instanci problému A (oznaéme ji x).
@ Jako sviij vystup (oznaéme jej P(x)) vyprodukuje instanci
problému B.

o Plati
xeA & P(x) e B

tj. pro vstup x je v problému A odpovéd ANO pravé tehdy, kdyz pro
vstup P(x) je v problému B odpovéd ANO.
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Redukce mezi problémy

Reknéme, Ze existuje redukce P problému A na problém B.

Pokud by problém B byl rozhodnutelny, pak i problém A je rozhodnutelny.
Regeni problému A pro vstup x:
@ Zavolame P se vstupem x, vrati ndm hodnotu P(x).

@ Zavolame algoritmus fesici problém B se vstupem P(x).
Hodnotu, kterou ndm vrati vypiSeme jako vysledek.

Je zfejmé, Ze pokud A je nerozhodnutelny, tak B nemflize byt
rozhodnutelny.
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DalSi nerozhodnutelné problémy

Redukci z Halting problému se da ukazat nerozhodnutelnost celé rady
problémd, které se tykaji ovérovani chovani programii:

@ Vyd4 dany program pro néjaky vstup odpovéd ANO?

@ Zastavi se dany program pro libovolny vstup?

@ Davaji dva dané programy pro stejné vstupy stejny vystup?

o ...
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DalSi nerozhodnutelné problémy

Vstupem je mnozina typud kachli¢ek, jako treba:

L X

Otazka je, zda je mozné pouzitim danych typt kachli¢ek pokryt kazdou
libovolné velkou konecnou plochu tak, aby vSechny kachli¢ky spolu
sousedily stejnymi barvami.

Poznamka: Miizeme predpokladat, Ze mame v zdsobé neomezené
mnozstvi kachlicek vSech typd.

Kachli¢ky neni dovoleno otacet.
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DalSi nerozhodnutelné problémy
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DalSi nerozhodnutelné problémy

Vstupem je mnozina typu karticek, jako treba:

abb a bab baba aba

bbab aa ab aa a

Otazka je, zda je mozné z téchto typ( karticek vytvorit neprazdnou
konec¢nou posloupnost, kde zfetézenim slov nahore i dole vznikne totéz
slovo. Kazdy typ karticky je mozné pouzivat opakované.

a abb abb baba abb aba

aa bbab bbab aa bbab a

Nahore i dole vznikne slovo aabbabbbabaabbaba.
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DalSi nerozhodnutelné problémy

Redukci z predchoziho problému se da snadno ukazat nerozhodnutelnost
nékterych dalSich problémi z oblasti bezkontextovych gramatik:

Problém

Vstup: Bezkontextové gramatiky G; a Gp.
Otézka: Je L(G1) N L(Gy) = 07

Problém

Vstup: Bezkontextova gramatika G.

Otédzka: Je G nejednoznaénd?
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DalSi nerozhodnutelné problémy

Vstup: Uzavrena aritmeticka formule vytvorena ze symboll +, X,
= A, V, VY, 3, (,), proménnych a celodiselnych konstant.

Otazka: Je tato formule pravdiva v oboru prirozenych Cisel?

Priklad vstupu:

Vx3yVz((x x y =z) A(y +5 = x))

Poznamka: Uzce souvisi s Godelovou vétou o neliplnosti.
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Rozhodnutelny problém

Nasledujici na prvni pohled velice podobny problém je rozhodnutelny:

Problém

Vstup: Uzavrena aritmeticka formule vytvorena ze symboll +, =, A,
V, =, V, 3, (, ), proménnych a celoCiselnych konstant.

Otazka: Je tato formule pravdiva v oboru prirozenych Cisel?

Priklad vstupu:

Vx3yVz((x+y =2z) A(y +5 = x))
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SloZitost algoritmu

Stejny problém mize Fesit vice riznych algoritmil
Potrebovali bychom rozhodnout, ktery algoritmus je lepsi
Nestadi algoritmy naprogramovat a zméfit ¢as vypoctu

Potfebovali bychom néjakou kvantitativni charakteristiku (slozitost),
podle které budeme algoritmy srovnavat

)

Nejvhodnéjsi je slozitost definovat jako funkci velikosti vstupu
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Casova slozitost

Problém ,Vyhledavani*

Vstup: Sekvence prvki x, aj, as, ..., an.
Vystup: Pokud a; = x je vystupem i (pokud jich je vice, tak
nejmensi), jinak vypise 0.

READ R3

LOAD $0,R1
cyklus:  READ R2

JZERO R2,nenasel

ADD $1,R1
SUB R3,R2
JZERO R2,nasel
JUMP  cyklus

nenasel: LOAD  $0,R1
nasel: WRITE R1
END
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1

SUB  R3,R2 R2

JZERO R2,nasel R3

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: WRITE R1 Instrukei- 0

END
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Casova slozitost

READ R3

LOAD  $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1

SUB  R3,R2 R2

JZERO R2nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: WRITE R1 Instrukei: 1

END
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1 0

SUB  R3,R2 R2

JZERO R2nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: WRITE R1 Instrukei: 2

END
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1 0

SUB  R3,R2 R2 1

JZERO R2nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: WRITE R1 Instrukai- 3

END
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1 0

SUB  R3,R2 R2 1

JZERO R2nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: WRITE R1 Instrukei: 4

END
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1 1

SUB  R3,R2 R2 1

JZERO R2nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: WRITE R1 Instrukei: 5

END
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1 1

SUB  R3,R2 R2 -8

JZERO  R2nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: WRITE R1 Instrukei- 6

END
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1 1

SUB  R3,R2 R2 -8

JZERO R2nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: WRITE R1 Instrukei- 7

END

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 299 / 478




Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1 1

SUB  R3,R2 R2 -8

JZERO R2nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: WRITE R1 Instrukei- 8

END
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1 1

SUB  R3,R2 R2 8

JZERO R2nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: WRITE R1 Instrukei- 9

END
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1 1

SUB R3,R2 R2 8

JZERO R2,nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: \éVNR[')TE R1 Instrukei: 10
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1 2

SUB R3,R2 R2 8

JZERO R2,nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: \éVNR[')TE R1 Instrukei: 11
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Casova slozitost

READ R3
LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0
JZERO R2,nenasel
ADD  $1,R1 R1 2
SUB R3,R2 R2 -1
JZERO  R2,nasel R3 9
JUMP  cyklus ,
Vystup:
nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: \éVNR[')TE R1 Instrukci: 12
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 RL 2

SUB  R3,R2 R2 -1

JZERO R2,nasel R3 9

JUMP  cyklus .
nenasel: LOAD  $0,R1 Vstup:
nasel: WRITE R1 Instrukai: 13

END
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1 2

SUB  R3,R2 R2 -1

JZERO R2nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: \éVNR[I)TE R1 Instrukci: 14
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1 2

SUB R3,R2 R2 9

JZERO R2,nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: \éVNR[')TE R1 Instrukei: 15
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1 2

SUB R3,R2 R2 9

JZERO R2,nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: \éVNR[')TE R1 Instrukei: 16
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cyklus:  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 R1 3

SUB R3,R2 R2 9

JZERO R2,nasel R3 9

JUMP  cyklus ,

Vystup:

nenasel: LOAD  $0,R1 ystup
nasel: \éVNR[')TE R1 Instrukei: 17
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cykluss  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 RL 3

SUB  R3,R2 R2 0

JZERO  R2,nasel R3 9

JUMP  cyklus .
nenasel: LOAD  $0,R1 Vstup:
nasel: WRITE R1 Instrukei- 18

END
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cykluss  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 RL 3

SUB  R3,R2 R2 0

JZERO R2,nasel R3 9

JUMP  cyklus .
nenasel: LOAD  $0,R1 Vstup:
nasel: WRITE R1 Instrukai- 19

END
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cykluss  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 RL 3

SUB  R3,R2 R2 0

JZERO R2,nasel R3 9

JUMP  cyklus .
nenasel: LOAD  $0,R1 Vystup: 3
nasel: WRITE R1 Instrukai: 20

END
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Casova slozitost

READ R3

LOAD $0,R1 Pro sekvenci
cykluss  READ  R2 9,1,8,9,7,2,0

JZERO R2,nenasel

ADD  $1,R1 RL 3

SUB  R3,R2 R2 0

JZERO R2,nasel R3 9

JUMP  cyklus .
nenasel: LOAD  $0,R1 Vystup: 3
nasel: WRITE R1 Instrukei: 21

END

@ Pocet instrukci v uvedeném prikladé: 24+2x64+5+2 =21
o Pokud najde /, tz. aj=x: 2+ (i —1)*6+5+2=6i+3
@ Pokud nenajde takové i: 24+ nx6+24+3=6n+7
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Casova slozitost

Definice

Délka vypoctu algoritmu A na vstupu x rozumime pocet kroki stroje
RAM implementujiciho algoritmus A, které vykona na vstupu x az do
svého zastaveni.

| 5\

Definice

Casova slozitost algoritmu A (v nejhor$im piipadé) je funkce t4 : N — N,
kde t4(n) udavd maximalni délku vypoltu mezi vSemi vstupy x délky n.

v

Poznamka: Predpoklada se, ze vypocet stroje RAM vzdy skondi. Jako
velikost vstupu uvazujeme pocet znaki, kterymi je vstup zapsan.
Priklad: V prikladu s vyhleddvanim uvazujme, Ze na vstupu jsou jen
jednobytova &isla. Abeceda k zapsani vstupu je {0,1,...,255}. Nejhorsi
pfipad nastava, pokud neni nenalezeno hledané Cislo.

Slozitost je ta(n) = (n—2)*x6+7 = 6n — 5.
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Casova slozitost

Casova slozitost algoritmu A v nejlepsim pripadé je funkce t4 : N — N,
kde t4(n) udava minimalni délku vypoctu mezi viemi vstupy x délky n.

Priklad: V nasem pripadé je Casova slozitost v nejlepsim pripadé
konstantni funkce t4(n) = 9. Nejrychleji totiz vypocet skondi, jestlize hned
prvni Cislo prohledavané posloupnosti je ono hledané.

Poznamka: Casovou slozitost v nejlep$im pripadé vét$inou nema smysl
uvazovat. Jde ¢asto o konstantni funkci nebo je dana néjakymi trividlnimi

vstupy.
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Casova slozitost

Casova slozitost algoritmu A v primérném pfipadé je funkce

tq: N — N, kde t4(n) udava praimérnou délku vypoctu mezi véemi vstupy
x délky n (neboli stfedni hodnotu délky vypoétu na pravdépodobnostnim
prostoru vSech vstupi).

Priklad: UvaZujme v naSem vyhledavani jednobytova Cisla. Spocitame
pramérnou slozitost pro n = 5 (uvazujeme jen spravné vstupy délky 5).
@ x,x,,2,0: moznosti: 2553, délka vypoctu: 6-1+3 =9
@ X,y,X,z,0: moznosti: 2552 . 254, délka vypoCtu: 6-2+3 =15
@ x,y,2,x,0: moznosti: 255 - 2542, délka vypoctu: 6 -3 + 3 = 21
@ x,y,z,u,0: moznosti: 255% — (2553 + 2552 . 254 4 255 - 2542), délka
vypoltu: 6 -3+ 7 =25
@ Primér tedy je t4(5) = (2553 - 9 + 2552 - 254 - 15 + 255 - 2542 . 21 +
(255% — (2553 4 2552 - 254 + 255 - 2542)) . 25) /255 = 24.88
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Casova slozitost

Obecné by se dala slozitost vyjadfit:

(255" — 3212 255/2547271)(6n — 5)
tA(n) - o55n—1 +
+27;12(255"254"—2—" (6n — 6i — 3))

25501

Poznamka:

o Casova slozitost v primérném pripadé vétSinou nejvice vypovida o
redlné slozitosti algoritmu v praxi.

@ Je obvykle nejtézsi ji vyjadrit.

o Casto neni podstatny rozdil mezi sloZitosti v pramérném a nejhorim
pripadé. Nékdy je ale rozdil vyznamny.
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Rychlost ristu funkci

Program zpracovava vstup velikosti n.
Predpokladejme, ze pro vstup velikosti n provede f(n) operaci, a ze
provedeni jedné operace trva 1 us (107%s).

n
f(n) 20 40 60 80 100 200 500 1000
n 20 s 40 s 60 s 80 s 0.1ms 0.2ms 0.5ms lms
nlogn | 86us 0.213ms 0.354 ms 0.506 ms 0.664 ms 1.528 ms 4.48ms 9.96 ms
n? 0.4 ms 1.6ms 3.6ms 6.4ms 10ms 40 ms 0.25s s
n | 8ms 64ms 0.216 0.512s Is 8s 1255 16.7min.
n* 0.16s 2.56s 12.96s 425 100s 20.6min.  17.36hod.  11.57dni
2" | 1055  1275dni  36560let  38.3-10°let  40.1-10let 50-10°let 104-10'let -
| 771470t 2.59-10% et 2.64-10%let 2.27-10'let  2.96-101*let - - -
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Rychlost ristu funkci

Uvazujme 3 algoritmy se slozitostmi t;(n) = n, to(n) = n3, t3(n) = 2". N&§
pocita¢ zvladdne v redlném ase (kolik jsme ochotni pockat) 1012 kroki.
SloZitost Velikost vstupu
ti(n)=n 10'2
to(n) = n® 10*
t3(n) =2" 40
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Rychlost ristu funkci

Uvazujme 3 algoritmy se slozitostmi t;(n) = n, to(n) = n3, t3(n) = 2". N&§
pocita¢ zvladdne v redlném ase (kolik jsme ochotni pockat) 1012 kroki.
SloZitost Velikost vstupu
ti(n)=n 10'2
to(n) = n® 10*
t3(n) =2" 40

Nyni pocita¢ 1000 nasobné zrychlime. Zvladne tedy 105 kroka.
Slozitost Velikost vstupu Narust

ti(n)=n 10%° 1000
to(n) = n® 10° 10x
t3(n) =2" 50 +10
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Asymptotickd notace

@ Presnou sloZitost byva problém vyjadrit

@ Ptesna sloZitost je silné zavisld na konkrétnim zvoleném modelu a
konkrétni implementaci

@ Slozitost nas vétsinou zajima hlavné pro velké vstupy. Pro malé vstupy
obvykle i neefektivni algoritmus probéhne rychle

@ Ve vétsiné pripadil pro predstavu o slozitosti staci nejvyznamnéjsi clen
slozitostni funkce

@ Proto zavadime tzv. asymptotickou notaci, kterda ndm umozni
zanedbat konstanty a méné vyznamné ¢leny funkci
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Asymptotickd notace

Pro libovolné dvé funkce f, g : N — N fekneme, ze f € O(g), oznaujeme
také jako f(n) € O(g(n)), pravé tehdy, kdyz plati
(3¢ > 0)(3ng > 0)(Vn > ng) : f(n) < cg(n).
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Asymptotickd notace

f(n)

cg(n)

no

Pro libovolné dvé funkce f, g : N — N Fekneme, ze f € Q(g), oznaujeme
také jako f(n) € Q(g(n)), pravé tehdy, kdyz plati g € O(f) neboli
(3¢ > 0)(3ng > 0)(Vn > ng) : 0 < cg(n) < f(n).
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Asymptotickd notace

c2g(n)

f(n)

cg(n)

no

Pro libovolné dvé funkce f, g : N — N Fekneme, ze f € O(g), oznalujeme

také jako f(n) € ©(g(n)), pravé tehdy, kdyz plati g € O(f) a f € O(g)
neboli

(31 > 0)(Fe2 > 0)(3no > 0)(Yn > ng) : 0 < ¢y g(n) < f(n) < cpg(n).
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Asymptotickd notace

Definice

Pro libovolné dvé funkce f, g : N — N Fekneme, Ze f € o(g), oznalujeme
také jako f(n) € o(g(n)), pravé tehdy, kdyz plati
(Ve > 0)(3ng > 0)(Vn > ng) : 0 < f(n) < cg(n).

Definice

| N\

Pro libovolné dvé funkce f, g : N — N Fekneme, ze f € w(g), oznalujeme
také jako f(n) € w(g(n)), pravé tehdy, kdyz plati
(Ve > 0)(3ng > 0)(¥Yn > ng) : 0 < cg(n) < f(n).
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Asymptotickd notace

Poznamka: Casto se pide f(n) = O(g(n)) misto f(n) € O(g(n))

Priklad: P¥i analyze slozitosti vyhledavani Cisla v posloupnosti jsme dostali
t4(n) = 6n— 5. Plati t4 € O(n). Takze mizeme fict, Ze slozitost naseho
algoritmu je v O(n).

Piiklad:
n € 0(n?) n® € O(n*)
1000n € O(n)  0.00001n% — 1019 € ©(101912)
2log2n ¢ 9 (n) n® — n?log3n +1000n — 1019 € ©(n?)
n € o(n?) n3 4 1000n — 100 ¢ o(n3)
n? € w(n) n3 + n? € Q(n?)
n3 42" € Q(n?) nl€Q(2m)
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SloZitost algoritm{i

@ Ne vzdy je algoritmus s lepsi asymptotickou slozitosti vyhodnéjsi v
praxi

@ MiuizZeme si to ilustrovat na algoritmech pro tfidéni

Algoritmus | Nejhor$i | Primérny
Bubblesort | O(n?) o(n?)

Heapsort O(nlogn) | O(nlogn)
Quicksort | O(n?) O(nlog n)

@ Quicksort ma horsi asymptotickou slozitost v nejhorsim pripadé nez
heapsort, stejnou asymptotickou slozitost v primérném pripadé a
presto je v praxi nejrychlejsi
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SloZitost algoritm{i

@ Ne vzdy je vhodné uvazovat slozZitost jako funkci poctu znakd
abecedy potfebnych pro zapis vstupu

@ Pro grafy Casto byva slozitost vyjadrena jako funkce dvou parametri:
m (pocet hran) a n (pocet vrcholi)

@ Pro operace s posloupnostmi Cisel (tfidéni, vyhledavani,...) byva n
pocet Cisel a ne cifer nebo bitd

@ Pro rozhodovani o prvociselnosti nemizeme brat n = 1 (vstupem je
jedno ¢&islo), ale uvazujeme pocet bitl (popripadé cifer)

@ P¥i praci s maticemi uvazujeme vétSinou n jako pocet radki a m
pocet sloupcl (popf. jen n je-li sloupcii a fadku pfiblizné stejné) a ne
primo pocet prvkli matice
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SloZitost algoritm{i

@ O algoritmu s ¢asovou slozitosti t4(n) fekneme, ze je:
logaritmicky, pokud t4(n) € ©(log n)
linearni, pokud t4(n) € O(n)
kvadraticky, pokud t4(n) € ©(n?)
kubicky, pokud t4(n) € ©(n?)
polynomialni, pokud t4(n) € ©(n*) pro n&jaké k € N
exponencialni, pokud t4(n) € ©(k") pro néjaké k € N

@ Pro exponenciélni sloZitost se pouZiva také 22(" protoze potom jiz
nemusime uvazovat rizné zdklady mocniny.

@ Pro logaritmickou slozitost nehraje roli zdklad logaritmu, protoze
log, n € ©(log, n) pro viechna k,/ > 0.
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Slozitost algoritmil

@ Zatim jsme uvazovali, Zze provedeni vSech instrukci trvd stejné dlouho
@ V praxi mohou byt nékteré instrukce ¢asové naroc¢néjsi

@ Misto poctu instrukci v nejhorsim pfipadé nas mize zajimat pocet
provedeni jedné konkrétni instrukce v nejhorSim pripadé

@ Pokud zndame casy provedeni jednotlivych instrukci, mizeme si
spocitat pocty jejich provedeni a ¢as béhu potom dostaneme jako
>, nitj, kde n; je pocet provedeni instrukce i a t; je ¢as potrebny k
vykonani této instrukce
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Prostorovd (pamétovd) slozitost algoritmii

@ Zatim jsme se zajimali o Cas, ktery potfebujeme k vypoctu

o Casto byva kritickou velikost paméti

Velikost paméti stroje RAM M na vstupu x rozumime pocet bunék
paméti, které stroj M béhem svého vypoctu navstivi.

Definice

| \

Prostorova slozitost stroje RAM M (v nejhor$im pfipadé) je funkce
spm N — N, kde s4(n) udavd maximalni velikost paméti ze vSech vypocti
nad vstupy x délky n.
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Prostorovd (pamétovd) slozitost algoritmii

@ Pro konkrétni problém miizeme mit dva algoritmy takové, Ze jeden
md mensi prostorovou slozitost a druhy zase ¢asovou slozitost

@ Prostorova slozitost je nékdy kriti¢téjsi nez Casova. Kdyz dojde
pamét, ve vypoCtu se nedd pokracovat

@ Je-li ¢asova slozitost algoritmu v O(f(n)) je i prostorovd v O(f(n))
(pocet bunék navsivenych RAMem nemdize byt vétsi nez pocet kroki,
protoze v kazdém kroku navsivi maximalné jednu buriku)
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Slozitost problémil

@ Zrejmé jsou nékteré problémy ,slozitéjsi" nez jiné
mdme horni odhad pro slozitost problému. Ale m{ze existovat
algoritmus v ©(n?), ktery dany problém také resi.

Definice

Pro funkci f : N — N rozumime tfidou ¢asové slozitosti 7 (f) (nebo
7 (f(n))) mnozinu téch problémi, které jsou feSeny RAMy s ¢asovou
sloZitosti v O(f(n)).

| 5\

Definice

Pro funkci f : N — N rozumime tfidou prostorové sloZitosti S(f) (nebo
S(f(n))) mnozinu téch problémi, které jsou feSeny RAMy s prostorovou
slozitosti v O(f(n)).

v
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Slozitost problémil

@ Pokud chceme ukazat, ze problém je v 7(f(n)) stadi najit algoritmus
se slozitosti v O(f(n)) feSici dany problém.

@ Pokud chceme ukazat, ze problém neni v 7 (f(n)), musi ukazat, ze
neexistuje zadny algoritmus se slozitosti v O(f(n)) feSici dany
problém. To je obvykle dost obtizné.

o T¥idy slozitosti jsou zavislé na zvoleném modelu (v nasem pripadé
stroj RAM). Pro jiny model bychom mobhli dostat jiné tfidy.
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Trida PTIME

PTIME = U ;T (n¥)

@ Ttida PTIME se ukazuje jako vhodna aproximace zvlddnutelnych
problémd

@ Neni to ale presné, algoritmus v ©(n'9909%0) se moc za rychly
povazovat neda. Naopak i algoritmy s exponencidlni slozitosti mohou
byt pouzitelné, pokud nejsou urceny pro velké vstupy.

@ Pokud je zndm pro néjaky problém polynomidlni algoritmus, Casto se
najde i polynomialni algoritmus s nizkym stupném polynomu
(feknéme mensim nez 6)

@ Tfida PTIME neni zavisla na zvoleném (rozumném) modelu

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 320 / 478



Slozitosti konkrétnich problémi

Méjme dano pole A[]

@ Nalezeni konkrétniho prvku v A linedrnim prohledavanim je v O(n).
o Casovd slozitost setiidéni A je O(nlog n).
@ V setfidéném poli A lze nalézt prvek binarnim vyhledavanim v Case
O(log n).
Vezméme aritmetiku dlouhych n-mistnych Cisel.
@ Sedist dvé takovd &isla Ize v ¢ase O(n) a vynasobit v ase O(n?)
béznymi “Skolnimi” postupy.
@ Sofistikovany Strassentv algoritmus vynasobi dvé n-mistna Cisla v
¢ase O(nlog nloglogn).
Mé&jme dany graf G s n vrcholy a m hranami (m = O(n?)).
@ Komponenty souvislosti G najdeme v éase O(n+ m).
@ Nejkratsi cestu mezi dvéma vrcholy vypocteme v ¢ase O(n+ mlog n).
@ Minimdlni kostru nalezneme hladové v ¢ase O(n + mlogn).
@ Rovinné nakresleni grafu Ize nalézt (pokud existuje) v ¢ase O(n).
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Rekurentni vztahy

Nékdy je vhodné vyjadfovat hodnotu funkce pomoci rekurentnich vztahu.

Rekurentni vztah je rovnice nebo nerovnice, kde je hodnota funkce pro
vétsi argumenty vyjadfena pomoci hodnot, kterych funkce nabyva pro
mensi argumenty.

Priklad: Kolik vrcholi ma dplny binarni strom vysky n?
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Rekurentni vztahy

T (n) — pocet vrcholi Gplného binadrniho stromu vysky n

_J1 pron=20
7-('1)_{2‘T(n—1)+1 pron >0

T(n—1) T(n—1)
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Rekurentni vztahy

] 1 pron=20
7_('1)_{2‘T(n—1)+1 pron >0

T(0) =1
T(1)=2-TO)+1=2-1+1=3
T2)=2-T(1)+1=2-34+1=7
T)=2-TQ)+1=2-7+1=15
T(4)=2-T3)+1=2-15+1=31
T(5)=2-T(4)+1=2-31+1=63
T(6)=2-T(5)+1=2-63+1=127
T(7)=2-T(6)+1=2-127+1 =255
T(8)=2-T(7)+1=2-255+1=511
T(9)=2-T(8)+1=2-511+1=1023
T(10) =2-T(9)+1=2-1023+ 1 = 2047
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Rekurentni vztahy

Pokud chceme vyjadfit hodnotu T (n) nerekurentné, jednou z moznosti je
pouzit tzv. substitu¢ni metodu:

© Uhodnout spravné feseni.

© Ovéfit jeho spravnost pomoci matematické indukce.
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Rekurentni vztahy

Ptiklad:

)1 pron=20
T(n)_{2-T(n—1)—|—1 pron >0

Uhodneme, 7e T(n) = 2"+1 — 1.
Indukci ovéfime, Ze tomu tak skuteéné je:
@ Baze (i=0): T(0)=20"1-1=1
@ Indukéni krok (i > 0):
T(i)=2-T(i—-1)+1
= 2. (0-DF 1y 41

=2.2-2+1
:2f+1_1

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava)

Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 326 / 478



Rekurentni vztahy

Poznamka: Alternativni moznosti je spocitat pocty vrcholi v jednotlivych
wvrstvach® stromu.
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Rekurentni vztahy

Rekurentni vztahy se Casto pouzivaji pfi zkoumani ¢asové slozitosti
rekurzivnich algoritm.

Priklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setridéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.
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Rekurentni vztahy

Rekurentni vztahy se Casto pouzivaji pfi zkoumani ¢asové slozitosti
rekurzivnich algoritm.

Priklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setridéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

— 10
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Rekurentni vztahy

Rekurentni vztahy se Casto pouzivaji pfi zkoumani ¢asové slozitosti
rekurzivnich algoritm.

Priklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setridéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

— 0[]
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Rekurentni vztahy

Rekurentni vztahy se Casto pouzivaji pfi zkoumani ¢asové slozitosti
rekurzivnich algoritm.

Priklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setridéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

= [10]11]34]

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 328 / 478



Rekurentni vztahy

Rekurentni vztahy se Casto pouzivaji pfi zkoumani ¢asové slozitosti
rekurzivnich algoritm.

Priklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setridéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

58] 61]
= 10[11]34]42]
153]67]
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Rekurentni vztahy

Rekurentni vztahy se Casto pouzivaji pfi zkoumani ¢asové slozitosti
rekurzivnich algoritm.

Priklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setridéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

—  [10]11]34]42]53]
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Rekurentni vztahy

Rekurentni vztahy se Casto pouzivaji pfi zkoumani ¢asové slozitosti
rekurzivnich algoritm.

Priklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setridéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.
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Rekurentni vztahy

Rekurentni vztahy se Casto pouzivaji pfi zkoumani ¢asové slozitosti
rekurzivnich algoritm.

Priklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setridéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 328 / 478



Rekurentni vztahy

Rekurentni vztahy se Casto pouzivaji pfi zkoumani ¢asové slozitosti
rekurzivnich algoritm.

Priklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setridéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

—  [10]11]34]42]53[58]61]67]
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Rekurentni vztahy

MERGE-SORT(A, p, r)
1 ifr—p>1

2 then g — |(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, q, r)

5 MERGE(A, p, q, r)

Pro setfidéni pole A, které obsahuje prvky A[0], A[1],--- , A[n —1],

zavoldame MERGE-SORT(A, 0, n).

Poznamka: Procedura MERGE(A, p, g, r) spoji setfidéné posloupnosti
ulozené v Alp..q — 1] a Alg..r — 1] do jedné posloupnosti ulozené
vAp..r—1].
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Rekurentni vztahy

Vstup: 58, 42, 34, 61, 67, 10, 53, 11

(10 11 34 42 53 58 61 67|

/ \
134 42 58 61| 10 11 53 67|
/ X / X
|42 58] 134 61] 10 67| [11 53]

P N . U . R B
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Rekurentni vztahy

Dobu vypoétu T(n) algoritmu MERGE-SORT pro vstup velikosti n
muzeme vyjadrit jako:

[ eq) pron=1
T(n) = { 2T(n/2) 4+ O(n) pron>1

Poznamka: ©(1) oznaduje mnozinu vSech funkci jejichz hodnota je
omezena konstantou.

Poznamka: Presnéji mizeme T (n) vyjadfit jako

_ @(1) pron=1
T(n) = { T([n/2) + T(ln/2]) + ©(n)  pron>1
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Rekurentni vztahy

Pokud bychom znali hodnoty vSech konstant a presné hodnoty funkci,
mohli bychom spoéitat presnou hodnotu T (n) pro libovolné n.

Ptiklad:

_ 4 pron=1
{ T([n/2])+ T(|n/2]) +5n+11 pron>1

T(1)=4

T(2)=T([2/2])+ T(|2/2])+5-2+11=T(1)+ T(1)+21=29
T(3)=T([3/2])+ T(|3/2])+5-3+11=T(2)+ T(1)+26 =59
T(4)=T([4/2])+ T(|4/2])+5-4+11=T(2)+ T(2)+31=289
T(5)=T([5/2])+ T(|5/2])+5-5+11=T(3)+ T(2)+36=124
T(6)=T([6/2])+ T([6/2])+5-6+11=T(3)+ T(3)+41 =159
TT)=T(7/2])+ T(|7/2])+5-7+11=T(4)+ T(3) +46 =194
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Rekurentni vztahy

@ Presné hodnoty funkci vétSinou nezndme, misto nich zndme jen
asymptotické odhady.

@ V tom pripadé bude vysledkem také jen asymptoticky odhad.

@ | kdyz vSechny presné hodnoty zndme, miiZze nam stacit jen
asymptoticky odhad, pokud by pfesné odvozeni bylo prilis
komplikované.
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Rekurentni vztahy

O(1) pron=1

Priklad: T (n) = { 27(|n/2))+n  pon>1

Uhodneme, ze feSenim je T(n) = O(nlogn), a dokazeme, ze
T(n) < cnlg n pro néjakou vhodné zvolenou konstantu c:

T(n) <2(c|n/2]lg(|n/2])) +n
< cnlg(n/2) +n
=cnlgn—cnlg2+n
=cnlgn—cn+n

<cnlgn

kde posledni nerovnost plati pro libovolné ¢ > 1.

Poznamka: Ig n oznacuje log, n.
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Rekurentni vztahy

Zbyva ovéfit, Ze plati baze indukce.
Predpoklddejme na chvili pro jednoduchost, ze T(1) = 1.

Vsimnéte si, ze vztah T(n) < cnlg n neplati pro n =1, at uz zvolime
jakoukoliv hodnotu ¢ > 1 (protoze Ig1 = 0), a baze indukce tedy neplati!

Reseni: Pokud chceme odvodit pouze asymptoticky odhad, staci ukazat,
ze T(n) < cnlgn plati pro n > ng, kde ng je néjakd vhodné zvolena
konstanta.
Zvolime-li napriklad ng = 2, staci ukazat, ze pro n€jaké c plati pro
libovolné n > 2 vztah T(n) < cnlgn:

o Baze: T(2) < c2lg2, T(3) < c3lg3

Plati pro ¢ =2, nebot T(2) =4a T(3) =5
@ Indukéni krok: pro n > 4 hodnota T (n) nezévisi (pfimo) na T(1).
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Rekurentni vztahy

P¥i pouzivani asymptotické notace je tfeba davat pozor, protoze snadno
muzeme udélat chybu pri zanedbavani konstant.

Ptiklad:

[ e pron=1
T(n)—{ 2T(|n/2])+n pron>1

Uhodneme, Ze T(n) = O(n) a tedy T(n) < cn pro néjakou konstantu c.

T(n) <2(c|n/2])+n
<cn-+n
= 0(n) <= Chybal

Vyse uvedené odvozeni je Spatné, protoze jsme nedokazali, ze T(n) < cn
plati pro tutéz konstantu c, ktera byla pouzita v indukénim predpokladu.
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Rekurentni vztahy

Poznamka:
Nadale budeme predpokladat, Ze pro ,,malé" hodnoty n je funkce T (n)
omezena néjakou konstantou, tj. Ze existuji néjaké konstanty c, d takové,
Ze

n<d = T(n<c

Tento predpoklad nebudeme nadale explicitné uvadét.

Pokud se napfiklad hodnota T (1) zméni, vyslednd hodnota T (n) se
vétSinou zméni nanejvys o konstantu, ale asymptoticky rast funkce T(n)
se nezméni.
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Rekurentni vztahy

Lemma

Necht ay, ..., ak, c jsou kladné konstanty takové, Ze a; + ... +ax <1 a
pro funkci T : N — N plati

T(n) < T([ain])+ T([azn])+ ...+ T([axn]) + cn.

Pak T(n) = O(n).

Dukaz: Zvolme € > 0 takové, ze a; + ...+ ax < 1 — 2¢. Pak pro néjaké
dostatecné velké ng plati pro vSechna n > ng

[ain] + ...+ [akn] < (1 —¢€)n

Chceme ukazat, ze pro néjaké vhodné zvolené d plati pro vSechna n >1

T(n) <dn
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Rekurentni vztahy

@ Baze: Pro n < ng staci, aby pro d platilo

d>max{T(n)/n|1<n<ngp}

@ Indukéni krok:
T([ain])+ ...+ T([akn]) +cn
d-[ain|+...+d-[akn] +cn
d-([ain] + ...+ [akn]|) +cn
d-(1—¢)n+cn
=dn—den+cn
=dn— (de —¢c)n
< dn
Posledni nerovnost plati, pokud d zvolime tak, ze de > c.
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Rekurentni vztahy

Lemma

Necht k > 2 a a1, ..., ax, ¢ jsou kladné konstanty takové, ze
a1+...+ax=1apro funkci T : N — N plati

T(n) < T([ain])+ T([azn])+ ...+ T([axn]) + cn.

Pak T(n) = O(nlogn).

Dukaz by byl podobny jako v pfedchozim pfipadé (o néco komplikovanéjsi).
Ideu budeme ilustrovat na prikladé

T(n)=T(n/3)+ T(2n/3) + cn

Ukazeme, ze T(n) = O(nlogn). Pro jednoduchost zanedbdme
zaokrouhlovani.
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Rekurentni vztahy

Celkem: O(nlogn)
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Rekurentni vztahy

Véta (Master theorem)

Necht a > 1 a b > 1 jsou konstanty, f : N — N je funkce a funkce
T : N — N je definovana vztahem

T(n)=aT(n/b) + f(n)
Pak plati:
@ Je-li f(n) = O(n°), kde ¢ < log, a, pak T(n) = ©(n'°8s2),

o Je-li f(n) = ©(n'°8:3), pak T(n) = O(n'°&>7log n).
o Je-li f(n) = O(n°), kde ¢ > log, a, pak T(n) = O(n°).

Poznamka: Zapis n/b ve vySe uvedené vété, mize znamenat jak [n/b|,
tak [n/b].
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Slozitost problémil

Ukazuje se, ze rizné (algoritmické) problémy jsou riizné tézké.

(]

(4

Obtiznéjsi jsou ty problémy, k jejichz FeSeni potfebujeme vice Casu a
paméti.

©

Obtiznost problémi chceme néjak posuzovat, a to jak
@ absolutné — kolik ¢asu a kolik paméti potfebujeme k jejich feseni, tak

sV vy

@ relativné — o kolik je jejich feSeni obtiznéjSi nebo naopak jednodussi
oproti jinym problémdm.

©

Pro¢ se u nékterych problému nedafi nalézt efektivni algoritmy?
Miuize vibec néjaky efektivni algoritmus pro dany problém existovat?

o

Kde presné jsou limity toho, co mizZeme prakticky zvladnout?
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Slozitost problémil

Je potfeba odlisovat slozitost algoritmu a slozitost problému.

Pokud napriklad zkoumdme ¢asovou slozitost v nejhorSim pripad€, mohli
bychom neformalné Fict:

@ slozitost algoritmu — funkce, ktera vyjadfuje, kolik kroki maximalné
udéla dany algoritmus pro vstup velikosti n

@ slozitost problému — jaka je casova slozitost ,,nejoptimalnéjsiho*
algoritmu, ktery resSi dany problém

Zavedeni pojmu ,sloZitost problému* ve vyse uvedeném smyslu narazi na
znacné technické obtize. Pojem ,slozitost problému” se tedy jako takovy
nedefinuje, ale obchazi se zavedenim tzv. t¥id slozitosti.

Pokud pak hovorime o slozitosti problému, mame tim na mysli to, do
kterych t¥id sloZitosti dany problém patfi resp. nepatfi.
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Tridy slozitosti

Tridy slozitosti jsou podmnoziny mnoziny vSech (algoritmickych)
problému.

Dana konkrétni trida slozitosti je vzdy charakterizovana néjakou vlastnosti,
kterou maji problémy do ni patfici.

Typickym prikladem takové vlastnosti je vlastnost, Zze pro dany problém
existuje néjaky algoritmus s urcitym omezenim (napf. ¢asové nebo
prostorové slozitosti):

@ Do dané tfidy pak patfi vsechny problémy, pro které takovyto
algoritmus existuje.

@ Naopak do ni nepatfi problémy, pro které zadny takovy algoritmus
neexistuje.
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Tridy slozitosti

Pro libovolnou funkci f : N — N definujeme tfidu 7 (f(n)) jako tfidu
obsahujici pravé ty problémy, pro néz existuje algoritmus s ¢asovou
sloZitosti O(f(n)).

Priklad:
@ 7 (n) — tfida vSech problému pro néz existuje algoritmus s ¢asovou
slozitosti O(n)

@ 7 (n?) - t¥ida viech problém(i pro nez existuje algoritmus s ¢asovou
slozitosti O(n?)

@ 7T (nlog n) — tfida vSech problém0 pro nezZ existuje algoritmus
s Casovou slozitosti O(nlog n)
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Tridy slozitosti

Pro libovolnou funkci f : N — N definujeme tfidu S(f(n)) jako tfidu
obsahujici pravé ty problémy, pro néz existuje algoritmus s prostorovou
sloZitosti O(f(n)).

Priklad:
@ S(n) — tfida v8ech problémi pro néz existuje algoritmus s prostorovou
slozitosti O(n)
@ S(n?) - t¥ida viech problém(i pro nez existuje algoritmus
s prostorovou slozitosti O(n?)

@ S(nlog n) — t¥ida viech problém0 pro nez existuje algoritmus
s prostorovou sloZitosti O(nlog n)
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Tridy slozitosti

Poznamka:

Vsimnéte si, ze u tfid 7 (f) a S(f) mize to, které problémy do dané tfidy
pat¥i, zaviset na pouzitém vypocetnim modelu (zda je to stroj RAM,
jednopéskovy Turingiv stroj, vicepaskovy Turingtiv stroj, ... ).
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Tridy slozitosti

Pomoci tfid 7 (f(n)) a S(f(n)) mizeme definovat tfidy PTIME a PSPACE
jako
PTIME = | 7(n*) PSPACE = [  S(n¥)
k>0 k>0

@ PTIME je trida vSech problémi, pro které existuje algoritmus
s polynomialni ¢asovou slozitosti, tj. s ¢asovou slozitosti O(nk), kde k
je néjaka konstanta.

o PSPACE je tfida vSech problém, pro které existuje algoritmus
s polynomialni prostorovou sloZitosti, tj. s prostorovou slozitosti
O(n*), kde k je n&jaka konstanta.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 350 / 478



Tridy slozitosti

Poznamka: Vzhledem k tomu, Ze vSechny (rozumné) vypocetni modely
jsou schopné se navzdjem simulovat tak, ze pti dané simulaci nevzroste
pocet krokd ani mnozstvi pouzité paméti vic nez polynomialné, neni
definice tfid PTIME a PSPACE zavisla na pouzitém vypocetnim modelu.
Pro jejich zadefinovani mizeme pouzit kterykoliv vypocetni model.

Rikame, Ze tyto t¥idy jsou robustni — jejich definice nezavisi na pouZitém
vypocetnim modelu.
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Tridy slozitosti

Analogicky miiZeme zavést dalsi tridy:

EXPTIME — mnozina vSech problémd, pro které existuje algoritmus
v . K C e s
s ¢asovou slozitosti 29(") kde k je n&jaka konstanta

EXPSPACE — mnozina vSech problémi, pro které existuje algoritmus
. k C s
s prostorovou slozitosti 29("), kde k je n&jaka konstanta

LOGSPACE — mnozina vSech problémi, pro které existuje algoritmus
s prostorovou sloZitosti O(log n)

Poznamka: Misto 20() bychom mohli psat také O(c”k), kde c a k jsou
néjaké konstanty.
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Tridy slozitosti

Pti definici tfidy LOGSPACE musime presnéji specifikovat, co povazujeme
za prostorovou slozitost algoritmu.

Uvazujeme napriklad Turinglv stroj, ktery pracuje se tfemi paskami:
@ Vstupni paskou, na které je na zacatku vypoctu zapsan vstup.

Z této pasky je mozno pouze Cist.

@ Pracovni paskou, kterd je na zaCatku vypoltu prazdna. Z této pasky
je mozno dist i na ni zapisovat.

@ Vystupni paskou, ktera je také na zacatku vypoctu prazdna a na
kterou je mozZno pouze zapisovat.

Mnozstvi pouzité paméti je pak definovdno, jako pocet pouzitych poli¢ek
na pracovni pdsce.
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Tridy slozitosti

Dalsi priklady tfid slozitosti:

2-EXPTIME — mnozina vSech problémd, pro které existuje algoritmus

. . , ~00(n¥ C e
s &asovou slozitosti 22°"" ), kde k je né€jakad konstanta

2-EXPSPACE — mnozZina vSech problémd, pro které existuje algoritmus

v , o] nk . v ,
s prostorovou sloZitosti 22 ( ), kde k je né€jaka konstanta

ELEMENTARY — mnozina vsech problémd, pro které existuje algoritmus
s Casovou (¢i prostorovou) slozitosti

,20(1)
22"

kde k je konstanta a poclet exponentl je omezen konstantou.
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Pokud Turingliv stroj provede m krokl, tak pouzije maximalné m policek
na pasce.

Pokud tedy existuje pro néjaky problém algoritmus s ¢asovou slozitosti
O(f(n)), ma tento algoritmus pamétovou sloZitost (nejvyse) O(f(n)).

Je tedy zrejmé, ze plati nasledujici vztah.

Pozorovani
Pro libovolnou funkci f : N — N plati 7(f(n)) C S(f(n)).

Poznamka: Analogicky bychom mohli argumentovat napfriklad pro
stroj RAM.
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Z predchoziho okamzité plyne:

PTIME C PSPACE
EXPTIME C EXPSPACE
2-EXPTIME C 2-EXPSPACE

Vzhledem k tomu, ze polynomialni funkce rostou pomaleji nez
exponencialni, zjevné plati:

PTIME C EXPTIME C 2-EXPTIME C - --

LOGSPACE C PSPACE C EXPSPACE C 2-EXPSPACE C - --
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Pro libovolnou prostorové zkonstruovatelnou funkci f : N — N existuje
problém, ktery je mozné fesit algoritmem s prostorovou slozitosti O(f(n)),
ale neni mozné fesit zadnym algoritmem s prostorovou slozitosti o(f(n)).

Dikaz tohoto tvrzeni je netrividlni a znacné presahuje rozsah tohoto
predmétu.

Poznamka: Funkce f : N — N, kde f(n) > log n, se nazyva prostorové
zkonstruovatelnd, jestlize existuje algoritmus s prostorovou

sloZitosti O(f(n)), ktery pro vstup w, kde |w| = n, vytvofi binarni
reprezentaci hodnoty f(n).

Prakticky vSechny ,rozumné" funkce maji tuto vlastnost.
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Dusledek

Pro libovolné dvé funkce fi, > : N — N takové, ze fi(n) je v o(fa(n)) a
f(n) je prostorové zkonstruovatelnd, plati, ze S(fi(n)) C S(f2(n)).

Z tohoto tvrzeni okamzité plynou ndsledujici dasledky:

@ Pro libovolna dvé redlna Cisla 0 < €1 < €5 plati

5(n%) € §(n)

o LOGSPACE C PSPACE
o PSPACE C EXPSPACE
o EXPSPACE C 2-EXPSPACE
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Pro libovolnou ¢asové zkonstruovatelnou funkci t : N — N existuje
problém, ktery je mozné fesit algoritmem s ¢asovou slozitosti O(t(n)), ale
neni mozné fesit zadnym algoritmem s ¢asovou slozitosti o(t(n)/ log t(n)).

Poznamka: Funkce t : N — N, kde t(n) > log n, se nazyva ¢asové
zkonstruovatelnd, jestlize existuje algoritmus s ¢asovou slozitosti O(t(n)),
ktery pro vstup w, kde |w| = n, vytvofi binarni reprezentaci hodnoty t(n).

Dusledek

Pro libovolné dvé funkce t;, tp : N — N takové, ze t1(n) je
v o(t2(n)/ log ta(n)) a ta(n) je Casové zkonstruovatelnd, plati, ze
7 (fi(n)) & T(f2(n)).
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Z predchoziho plynou nasledujici dasledky:

@ Pro libovolna dvé redlna cisla 0 < ¢; < €3 plati

T(n) ¢ T(n?)

e PTIME C EXPTIME
o EXPTIME C 2-EXPTIME
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

P¥i zkoumani vztah(i mezi tfidami slozitosti se ukazuje jako uzitecny pojem
konfigurace.

Konfiguraci budeme rozumét celkovy stav, ve kterém se béhem jednoho
kroku nachazi stroj, provadéjici néjaky dany algoritmus.

@ U Turingova stroje je konfigurace dana stavem jeho fidici jednotky,
obsahem pasky (resp. pasek) a pozici hlavy (resp. hlav).

@ U stroje RAM je konfigurace ddna obsahem paméti, obsahem vsech
registri (véetné IP) a pozicemi Cteci a zapisovaci hlavy.
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Mélo by byt jasné, ze konfigurace (resp. jejich popisy) mizeme zapisovat
jako slova v néjaké abecedé.

Navic miZeme konfigurace zapisovat tak, ze délka téchto slov bude zhruba
stejnd jako mnozstvi paméti pouzité algoritmem (tj. poclet poli¢ek na

pasce pouzitych Turingovym stojem, pocet bitl paméti pouzitych strojem
RAM apod.).

Poznamka: Pokud mame abecedu ¥, kde |X| = ¢ tak:
@ Pocet slov délky n je ¢, tj. 29(".

@ Pocet slov délky nejvyse n je

-1
ZC c—1

tj. také 29(n),
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Je jasné, ze béhem vypoctu korektniho algoritmu se zadna konfigurace
nemuiZe zopakovat, protoze jinak by se algoritmus zacyklil a bézel by
donekonecna.

Pokud tedy vime, Zze pamétova slozitost néjakého algoritmu je O(f(n)),
znamena to, ze pocet riznych konfiguraci dosazitelnych béhem vypoctu
je 20(F(m)

ProtozZe se konfigurace béhem zadného vypoctu neopakuji, je i Casova
sloZitost daného algoritmu maximaln& 20(f(m)

Pozorovani

Pro libovolnou funkci f : N — N plati, ze S(f(n)) C 7 (2f(").
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Z predchoziho plynou nasledujici dasledky:

LOGSPACE C PTIME
PSPACE C EXPTIME
EXPSPACE C 2-EXPTIME
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Vztahy mezi tfidami slozitosti

Shrnuti:

LOGSPACE C PTIME C PSPACE C EXPTIME C EXPSPACE C
C 2-EXPTIME C 2-EXPSPACE C --- C ELEMENTARY

Navic je znamo, Ze:

o PTIME C EXPTIME C 2-EXPTIME C ---
o LOGSPACE C PSPACE C EXPSPACE C 2-EXPSPACE C - --
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Horni a dolni odhady slozitosti problémii

Hornim odhadem slozitosti problému rozumime to, Ze slozitost problému
neni vyssi nez néjakad uvedenad.
Vétsinou je to formulovano tak, ze dany problém patfi do néjaké urcité
tridy sloZzitosti.
Priklady tvrzeni, které se tykaji hornich odhadi slozitosti:

@ Problém nalezeni nejkratsi cesty v grafu je v PTIME.

@ Problém ekvivalence dvou regularnich vyrazl je v EXPSPACE.

Pokud chceme zjistit néjaky horni odhad slozitosti problému, staci ukazat,
Ze existuje algoritmus s danou slozitosti.
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Horni a dolni odhady slozitosti problémii

Dolnim odhadem slozitosti problému rozumime to, ze slozitost problému
je alespon takova jako néjaka uvedena.

VétsSinou je to formulovdno tak, ze dany problém nepatfi do néjaké urcité
tridy slozitosti.

Obecné je zjistovani (netrivialnich) dolnich odhadi slozZitosti problém
mnohem obtizné;jsi neZ zjistovani hornich odhadd.

Pro odvozeni dolniho odhadu musime totiz ukazat, ze neexistuje zadny
algoritmus, ktery by Fesil dany problém a pfitom mél danou slozitost.
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Ve

had pro problém tridéni

Problém , Tridéni*
Vstup: Posloupnost prvki ag, as, ..., an.
Vystup: Prvky a1, ap, ..., a, setfidéné od nejmensiho po nejvétsi.

Ukazeme, Ze kazdy algoritmus, ktery resi problém t¥idéni a na prvcich
tfidéné posloupnosti pouZivd pouze operaci porovnavani (tj. nezkouma
obsah téchto prvki), ma slozitost Q(nlog n).
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Ve

Dolni odhad pro problém tridéni

Jestlize algoritmus nezkouma obsah jednotlivych prvki jinak nez jejich
porovnavanim, je zfejmé, Ze pro cinnost algoritmu je dilezité pouze
relativni poradi prvkl na vstupu a nikoliv jejich konkrétni hodnoty.
MiZeme se tedy omezit na pfipad, kdy vstupem jsou pouze permutace
mnoziny {1,2,...,n}.

Budeme sledovat béhem vypoctu hodnotu registru IP stroje RAM, tj. ktera
instrukce se v kterém kroku provadi.

Pokud predlozime stroji RAM dvé riizné permutace, je jasné, Ze od
néjakého okamziku se budou hodnoty registru IP lisit (v dasledku
porovnani dvou prvkid a nasledného provedeni nebo naopak neprovedeni
podminéného skoku), protoze pokud by se v obou vypoétech provadély
presné stejné operace, v jednom z nich bychom dostali chybny vystup.
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e

Dolni odhad pro problém tridéni

Vsechny mozné vypoclty nad vstupy velikosti n si mzeme predstavit jako
strom, kde jednotlivé vétve odpovidaji jednotlivym vypoctim.

@ Tento strom musi mit nejméné n! listll, protoze existuje n! riiznych
permutaci n prvkd.

@ Vyska tohoto stromu t (tj. délka jeho nejdelsi vétve) odpovida Casové
slozitosti algoritmu.

@ Predpokladame-li, ze kazdy vrchol ma nanejvys ¢ potomki, pak pocet
listli stromu je nanejvy$ ct.

Z toho plyne, ze

neboli
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e

Dolni odhad pro problém tridéni

Vzhledem k tomu, ze log. n! = ©(nlog n), dostdvdme pozadovany
vysledek.

Poznamka: K dokazani toho, ze log. n! = ©(nlog n), stadi vyuzit faktu,
ze n! < n" < (n!)?, z &eho? plyne

log n! < log n" < log(n!)?

log n! < nlogn < 2logn!

%nlogng log n! < nlogn
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Rozhodovaci problémy

Rozhodovaci problém je takovy, kde je mnoZina moznych vystupt
dvouprvkovd {ANO, NE}.

@ V této a nasledujici prednasce se budeme zabyvat vyhradné
rozhodovacimi problémy
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Nedeterministicky Turingliv stroj

Podobny princip jako byl pouZit pro nedeterministické kone¢né (resp.
zasobnikové) automaty mizeme pouzit i na Turingovy stroje.

Definice

Nedeterministicky Turingtiv stroj je definovan jako Sestice

M= (Q,%,T,6,qo, gano, ne) kde:

Q@ je kone¢nd mnozina stavi

I" je konecna mnozina paskovych symbolii

Y CTI,X # () je kone¢nd mnoZina vstupnich symbola
§:(Q—F)xT'—>P(Q xT x{-1,0,+1}) je prechodova funkce
go € @ je pocatecni stav

e & © 6 ¢ ¢

dAnos gne € Q jsou koncové stavy (prijimajici a nepfijimajici)
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Nedeterministicky Turingliv stroj

@ PoZadujeme, aby kazdy vypocet skonéil bud ve stavu gayo nebo ve
stavu gng.-

@ Odpovéd nedeterministického TS na vstup w je ANO, jestlize alespori
jeden z moznych vypoctl skonci v gano.

@ Slozitost takového nedeterministického stroje mizeme definovat jako
pocet krokid nejdelsiho mozného vypoctu stroje nad danym vstupem
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Nedeterministicky stroj RAM

@ Je definovan stejné jako deterministicky RAM

@ Navic je jen jedna instrukce CHOOSE GOTO x OR GOTO vy, ktera
umoznuje stroji vybrat si jedno z moznych pokracovani

@ Pokud by ze vSech moznych vypoctl takového stroje nad zadanym
vstupem alespori jeden skonéil s odpovédi ANO, je odpovéd ANO
(bez ohledu na dalsi mozné vypocty)

@ Pokud vdechny mozné vypocty konéi odpovédi NE, je odpovéd NE

@ Slozitost nedeterministického stroje RAM definujeme jako délku
nejdelSiho mozného vypoctu nad zadanym vstupem

@ Podobné mizeme definovat nedeterministické verze jinych
vypocetnich modell
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Nedeterminismus

Na nedeterminismus miZeme nahlizet dvéma zpusoby:

© Ve chvili, kdy dochazi k nejednoznacnému pokracovani, se stroj
rozhodne pro tu nejlepsi vedouci nejrychleji k odpovédi ANO (pokud
takova moznost existuje). Odpovéd je ANO, pravé kdyz tento jediny
vypocet skonéi odpovédi ANO.

@ Ve chvili, kdy dochézi k nejednoznadnosti se stroj rozdvoji (pfipadné
rozdéli na vice identickych kopii) a kazda kopie pokraduje jednim
moznym pokracovanim. Odpovéd je ANO pravé tehdy, kdyz alespon
jedna z kopii stroje odpovi ANO.

@ Oba pristupy jsou ekvivalentni.

@ Moznost 1. uhadne to nejlepsi pokracovani zatimco moznost 2. jej
najde mezi véemi moznymi. Pokud je odpovéd ne, tak ani pf¥i vybéru
nejlepsi varianty ani prozkoumani véech moznych variant nikdy
nedostaneme odpovéd ANO.
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Vyznam nedeterminismu

@ Z hlediska rozhodnutelnosti nemd nedeterminismus vyznam. Pokud
néjaky problém fesi nedeterministicky RAM nebo TS, tak ho dokaze
resSit i deterministicky, ktery postupné vyzkousi vSechny mozné
vypocty.

@ Vyznam je pfi rozdélovani problémi do slozitostnich tfid, kdy ndm
diky nedeterminismu vznikaji tfidy mezi témi deterministickymi.
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Nedeterministické tridy slozitosti

Definice

Pro funkci f : N — N rozumime tfidou &asové slozitosti N7 (f) mnoZinu
téch problémd, které jsou reseny nedeterministickymi RAMy s casovou
slozitosti v O(f(n)).

Definice

| N\

Pro funkci f : N — N rozumime t¥idou prostorové slozitosti N S(f)
mnozinu téch problémi, které jsou feseny nedeterminictickymi RAMy s
prostorovou slozitosti v O(f(n)).

.
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Trida NPTIME

NPTIME = U2 (N7 (n*)

@ Existuji rozhodovaci problémy, pro které zndme exponencialni
algoritmus (s polynomidlni prostorovou sloZitosti), ale nevime, jestli
existuje polynomialni algoritmus.

@ Mnoho takovych problémii patfi pravé do tridy NPTIME

o Kazdy problém patfici do PTIME patfi i do NPTIME- algoritmus
fesici problém z PTIME mizeme prohldsit za nedeterministicky (ktery
ma 0 instrukci CHOOSE) a sloZitost takového nedeterministického
algoritmu je stejnd jako plivodniho deterministického, protoZze nejdelsSi
vétev vypocltu je ta jedind mozna, kterd urcovala i slozitost
deterministického.
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Trida NPTIME

Problém ,,Barveni grafu k barvami*
Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k

Vystup: ANO, pokud lze vrcholy grafu obarvit k barvami tak, aby
zadné dva vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu. NE
pokud to takto obarvit nelze.

@ RAM prochazi postupné vsechny vrcholy a u kazdého ma volbu z k
barev. Po pfifazeni barvy zkontroluje sousedni vrcholy, jestli jiz
néktery nema prirazenu stejnou barvu.

@ Pokud ma byt odpovéd ANO, tak existuje spravné obarveni. Jestlize
se pfi kazdé volbé mezi vice barvami stroj rozdéli na nékolik kopii, tak
ta kopie, kde se priradily barvy odpovidajici sprdvnému reseni odpovi
ANO a tedy i cely nedeterministicky RAM.

@ Pokud ma byt odpovéd NE, tak zddné mozné pfifazeni nespliiuje
pozadavky na barveni a vSechny kopie RAMu musi odpovédét NE,
tedy i nedeterministicky RAM odpovi NE.
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Trida NPTIME

Problém ,,Barveni grafu k barvami*

Vstup: Neorientovany graf G a pfirozené Cislo k

Vystup: ANO, pokud lze vrcholy grafu obarvit k barvami tak, aby
z3dné dva vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu. NE
pokud to takto obarvit nelze.

@ Pocet krokl kterékoliv kopie algoritmu odpovida poctu vrcholil a hran
v grafu. SloZitost tohoto algoritmu je tedy polynomialni.

@ Problém barveni grafu tedy patfi do tfidy NPTIME.
@ Nejlepsi znamy deterministicky algoritmus pracuje v exponencialnim
case a polynomialnim prostoru.
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Tridy slozitosti

@ Podobné muzeme definovat tfidu NPSPACE.

@ Obdobné jako v deterministickém pripadé zfejmé plati
NPTIME C NPSPACE.

@ Jiz dfive jsme zdivodnili PTIME C NPTIME.

@ Nedeterministicky RAM miizeme simulovat deterministickym, ktery
zkusi véechny mozné vypoclty. Kazdy z moznych vypoctl pouzije
maximalné polynomidlné mnoho paméti a jednotlivé vypoclty si nic
nepredavaji, takze mlzeme pouzivat pro vsechny stejnou oblast
paméti. Plati tedy NPTIME C PSPACE.

@ Savitch ukazal, ze pokud je problém rozhodovan nedeterministickym
Turingovym strojem s prostorovou slozitosti f(n), tak je rozhodovén i

néjakym deterministickym Turingovym strojem s prostorovou
slozitosti f2(n). Z toho plyne NPSPACE C PSPACE.

PTIME C NPTIME C PSPACE = NPSPACE
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Trida NPTIME

Vv

nedeterminismu, protoZe obsahuje mnoho praktickych problémi. Tuto
tfidu mizeme alternativné definovat nasledujicim zpisobem.

Definice

NPTIME je tfidou vSech rozhodovacich problémi P se vstupem x
takovych, ze existuje algoritmus A splnujici:

@ Slozitost A je v O(p(|x])).
@ Vstupem A je (x,y), kde |y| € O(p(|x|)).

@ Odpovéd P na x je ANO pravé tehdy, kdyZ existuje y takové, Zze A
vraci ANO pro vstup (x, y).

@ y je jakdsi “ndpovéda”, kterd se Casto nazyvad svédek.

@ Neni dllezité, jak je t€zké svédka najit. Jen kdyz je zndm, musi bézet
algoritmus v polynomialnim case.
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Trida NPTIME

Problém , Isomorfismus grafi”
Vstup: Neorientované grafy G; = (V4, 1), Go = (Vo E)
Vystup: ANO, jestlize jsou grafy isomorfni, tedy existuje-li zobrazeni
p: Vi — Vo takové, Ze (x,y) € E1 < (p(x), p(y)) € E». NE
pokud takové zobrazeni neexistuje.

Svédkem je v tomto pFipadé zobrazeni p. Algoritmus pouze ovéri, jestli
hrany mezi vrcholy v G; odpovidaji pfislusnym hranam v Go.
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Trida NPTIME

Problém ,,loupeznika*

Vstup: Mnozina pfirozenych Cisel A= {a1,a2,...,an}
Vystup: ANO, jestlize je mozné najit mnozinu X tak, ze X C A,
Daex di = ZajeA—x 2=

Svédkem je v tomto pfipadé mnozina X a algoritmus kontroluje, Ze je
podmnozinou A a soulty se rovnaji.
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Trida NPTIME

@ Obé defnice tfidy NPTIME (deterministicky algoritmus s vyuzitim
svédkid a nedeterministicky algoritmus) jsou ekvivalentni
@ Prevod z nedeterministického algoritmu na deterministicky se svédky
@ Pokud mame nedeterministicky algoritmus, tak se mize rozhodovat
mezi vice variantami a vybere vzdy tu vedouci nejrychleji k feseni.
@ Rozhoduje se maximalné polynomidlné &asto (vic kroki ani neudéld) a
tak mlzeme jako svédka zvolit posloupnost voleb algoritmu.
@ Potom nam jiz staci deterministicky algoritmus, ktery diky svédkovi
vzdy vi, jak pokracovat.
@ Prevod z deterministického algoritmu se svédky na nedeterministicky
@ Nedeterministicky algoritmus si na za¢atku mize nedeterministicky
nagenerovat svédka (v polynomidlnim &ase)
@ Dale jiz nedeterministicky algoritmus pracuje s vygenerovanym svédkem
stejné, jako deterministicky
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Polynomidlni prevoditelnost

Problém P; je polynomialné preveditelny na problém P,, jestlize existuje
algoritmus s polynomidlni ¢asovou slozitosti, ktery pro libovolny vstup w
problému P; sestroji vstup w’ problému P,, pfi¢emz plati, Ze odpovéd na
otazku problému P; pro vstup w je stejnd jako odpovéd na otdzku
problému P, pro vstup w’.

@ Pokud pfevedeme polynomialnim algoritmem w na w’, kde |w| = n a
\w'| = m, tak m € O(n¥). Pokud je P, € PTIME, tak jeho sloZitost
je v O(m'). Pokud pfevedeme w na w’ a na to spustime algoritmus
pro Py vyfesime v O((n*)) = O(n¥') = O(n") problém P;. Tedy
P; € PTIME.

@ Podobnég, prevedeme-li P; na P, a P, € NPTIME, tak i
P1 € NPTIME
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Polynomidlni prevoditelnost

S nékolika priklady prevodu jste se setkali v pfedmétu Diskrétni
matematika.

Tok v siti

Vstup: Orientovany ohodnoceny graf s vyznacenou dvojici vrcholi
zdroj a stok a konstanta /

Vystup: ANO, pokud existuje v grafu tok o velikosti /, NE jinak

| \

Parovani v bipartitnim grafu
Vstup: Neorientovany bipartitni graf a konstanta k

Vystup: ANO, pokud existuje parovani o velikosti k (k hran takovych,
Ze zadné dvé z nich nemaji stejny koncovy vrchol)
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Polynomidlni prevoditelnost

@ Je znam polynomialni algoritmus feSici problém toku v siti

@ Problém parovani dokazeme prevést na problém toku v siti v
polynomidlnim Case (dokonce linedrnim) a tedy sloZzenim dvou
algoritmi (pfevodu a feSeni problému toku) dostaneme algoritmus
resSici problém pdrovani v polynomidlnim case.

@ P¥i prevodu si oznalime partity grafu, ktery je vstupem pro parovani,
jako Vi a V5. Priddme nové dva vrcholy z a s. Pfidame orientované
hrany ze z do kazdého vrcholu z V4. Hrany mezi vrcholy z V; a V)
budou mit orientaci ve sméru z V; do V,. Z kazdého vrcholu z V5,
priddme orientovanou hranu do s.
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NP-Gplnost

Problém Q je NP-tézky, pokud kazdy problém ve t¥idé NP (neboli
NPTIME) Ize na Q prevést polynomidlnim prevodem.

Definice

| A\

Problém @ nazveme NP-tplnym, pokud je NP-tézky a soucasné patti do
tridy NP.

@ Pokud bychom znali polynomialni algoritmus pro kterykoliv NP-Gplny
problém P, tak dokdzeme polynomidlné resit viechny.

o Kazdy NP-GplIny problém P’ totiz miZeme pFevést na P a sloZzenim
dvou polynomialnich algoritmil (pfevodu a feSeni P) dostaneme zase
polynomidlni algoritmus Fesici P’.
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NP-Gplnost

Necht problém @ je NP-tézky. Pokud existuje polynomidlni prevod
problému Q na néjaky problém P, pak také P je NP-tézky.

Duakaz: Protoze je @ NP-tézky, je mozné na néj prevést vsechny problémy
z tfidy NP. Spojeni algoritmi prevodu na @ a z @ na P dostaneme pro
jakykoliv problém z NP algoritmus prevodu na P. Protoze tedy jakykoliv
problém z NP umime prevést na P, je P NP-tézky.
@ Dokazovat NP-tézkost hledanim prevodl vsech problém(i z NP neni
mozné
@ Na zakladé této véty nam staci ukazat prevod z jednoho problému,
o kterém jiz dfive bylo dokdzano, ze je NP-tézky.
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NP-Gplnost

@ Navrzeni polynomidlniho algoritmu pro jeden NP-aplny problém
znamena, ze znadme polynomialni algoritmus pro kazdy problém v NP

@ Navrzeni polynomialniho algoritmu pro problém z NP, ktery neni
NP-tézky, neznamend nic pro slozitost NP-tézkych problémii

o Otazka jestli P = NP je jednou z nejzndméjsich dlouhodobé
otevrenych otazek teoretické informatiky

o Predpoklada se P # NP, tedy ze NP-Gplné problémy nepatfi mezi
efektivné resitelné

@ Otdazka ale zni, jestli viibec néjaky NP-(plny problém existuje. Jak
ukdzat, ze vSechny problémy z NP jdou na néj prevést, kdyz jich je
nekonecné mnoho?
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NP-Gplnost

SAT - Splnitelnost logickych formuli

Vstup: Logicka formule @ v konjunktivni normalni formé

Vystup: ANO, pokud existuje ohodnoceni p proménnych takové, aby
pravdivostni hodnota formule p(®) =1

Priklad: Mé&jme formuli

® = (a1 V-axVag) A(—apVas)A(—ar V-az Vv —ag)

Reseni: Pokud ohodnotime napt. ju(a1) = p(a3) = 1, p(az) = p(as) =0
dostaneme u(®) = 1, tedy odpovéd je, Ze formule je splnitelna.

@ ai, ap, as, a4 nazyvame atomické promeénné.
@ Proménné i jejich negace jsou literaly.

@ Disjunkce, napf. (a1 V —ay V a4), nazyvame klauzule.

@ Aby byla formule splnéna, musi ohodnoceni pfifazovat 1 alespon
jednomu literdlu v kazdé klauzuli.
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Cookova véta

Véta (Cook)
Existuje NP-Gplny problém.

@ V dikazu se ukdze, ze SAT je NP-aplny

@ Prislusnost SATu do NP je zfejma. Nedeterministicky algoritmus hada
ohodnoceni proménnych a jen ové¥fi pravdivostni hodnotu formule
(popf. vyuzijeme svédka v podobé ohodnoceni proménnych a
algortimus jen kontroluje, jesli je ohodnoceni spravné).

@ Presny diikaz NP-obtiznosti neni Gplné snadny, musi se oSetfit mnoho
drobnosti

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 393 / 478




Cookova véta

o Kazdy problém z NP m3a byt prevoditelny na SAT

@ Pro jeden konkrétni problém, pro ktery chceme prevoditelnost zrovna
ukdzat, existuje néjaky nedeterministicky Turinglv stroj, ktery jej
rozhoduje

@ UkaZzeme konstrukci, kterd pro tento Turingiv stroj M a vstupni
slovo w sestroji formuli ¢,

@ Formule ¢, bude spinitelnd pravé tehdy, kdyz TS pfijme slovo w

@ Naisledujici konstrukce funguje pro vsechny Turingovy stroje, tedy
bychom mohli postupné ukazat prevod vsech problémi z NP na SAT
(coz nemiizeme udélat explicitné, protoze jich je nekone¢né mnoho)
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Cookova véta

Vypocet Turingova stroje M na vstupnim slové w (|w| = n) mizZeme
reprezentovat tabulkou

0 1 2 nk
0|# | (qo,wp) W2 Wo | # - # 4t
i # al az R an an+1- .. #
nk| # 51 B2 On ﬁn+1... #
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Cookova véta

@ Zavedeme proménné x; ;s pro kazdé 0 </ < nk, 0 <j< nk, seTl.
Hodnota 1 takové proménné znamend, ze v i-tém Fadku a j-tém
sloupci se nachazi symbol s, tedy stroj ma v i-té konfiguraci na j-té
pozici pasky symbol s.

@ Zavedeme proménné Xi j.(q.s) Pro kazdé 0 < j < nk, 0 <j< nk,sel
a g € Q. Hodnota 1 takové proménné znamena, ze v j-tém Fadku a
J-tém sloupci se nachdzi symbol (g, s), tedy stroj ma v i-té
konfiguraci na j-té pozici pasky symbol s, na tento symbol ukazuje
hlava a stroj se nachazi ve stavu q.

o Formuli ¢q,w vytvofime jako

Qb/\/l,w = ¢cell A ¢start A ¢move A d)accept
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Cookova véta

Ocen je formule, kterd musi zajistit, ze v kazdé bunce tabulky je pravé
jeden symbol.

bt = )\ \V o xis | A AN g Vi)

0<i,j<nk selU(QxT) r£teTU(QxT)

\/SGFU(QXI‘) Xi j.s zajisti, Ze kazdd bunika obsahuje alespon jeden symbol.

Nrzeeru(oxry(TXij,r V 7Xij,e) zajisti, Ze Zadna bufika neobsahuje vice
riznych symboli.
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Cookova véta

Ostart Musi zajistit, ze prvni radek odpovida pocateéni konfiguraci. Tedy na
pasce je slovo w, hlava ukazuje na prvni symbol tohoto slova a stav je qp.

¢start = XO,O,# A X071’(q0’W1) A X(_')72,W2 AN XO,n,wn A X07n+]_’# AN XO,nk,#

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava)
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Cookova véta

®accept Musi zajistit, Ze na poslednim Fadku tabulky se vyskytuje stav
gano- Predpokladame, ze pokud Turinglv stroj skonci vypocet driv nez po
n¥ krocich, véechny nasledujici konfigurace (¥adky tabulky) jsou stejné.

¢accept = \/ Xnk j(Ganow)

1<j<nk,werl

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava)
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Cookova véta

®move Musi zajistit, ze kazda nasledujici konfigurace vznikne z predchozi
spravnym zpusobem.

@ Musime prozkoumat vsechna “okna” o dvou fadcich a tfech sloupcich.

@ Pokud horni fadek neobsahuje stav, muze v dolnim pribyt na kraji
stav, ale symboly musi z(stat stejné.

@ Pokud horni radek obsahuje stav, miZe na spodnim byt stav posunuty
a symbol na pozici, kde stav byl, mize byt jiny.

@ Konkrétni spravna okna zalezi jen na prechodové funkci stroje M.
Vibec nezdlezi na délce vstupu w, takze pocet spravnych oken je
konstantni vzhledem k velikosti vstupu.

@ Oznac¢me SO mnozinu spravnych oken, tedy Sestic symboli z
I'U (Q x I') takovych, Ze tvofi spravné okno

Smove = [\ Vo (ietjeia A XijiLas)

1<i,j<nk (a1,...,a6) €SO
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Cookova véta

@ Formule (Z)M,W = ¢cell A (bstart A ¢move A ¢accept je polynomiélni
vzhledem k n.

@ Jestlize je splnitelna tato formule, dokaZzeme vyplnit tabulku tak, ze
reprezentuje pfijimajici vypolet Turingova stroje M na slové w.

@ Jestlize je formule nesplnitelna, tak neexistuje pfijimajici vypocet
Turingova stroje M na slové w, protoZe se ndm nepodafi vyplnit
tabulku reprezentujici takovy vypocet.

@ Ukazali jsme tedy polynomidlni prevod libovolného problému z NP na
problém SAT
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NP-Gplnost

Dikazy NP-aplnosti problémid mazeme rozdélit na:

© Primé - podobné jako pro SAT se ukaze pfimo prevoditelnost vsech
moznych problémi z NP na zadany problém. Nejéastéji se vyuziva
posloupnosti konfiguraci Turingova stroje - odpovéd na problém pro
ktery dokazujeme NP-(plnost bude ANO pravé tehdy, kdyz existuje
prijimajici vypocet daného Turingova stroje na daném slové.

© Nepfimé - prevodem z néjakého jiz znamého NP-(plného problému.
Vznika vlastné sekvence prevodi zacinajici néjakym s pfimo
dokdzanou NP-Gplnosti a koncici problémem, pro ktery NP-Gplnost
pravé dokazujeme.

Vsechny dikazy, které budeme dale délat, budou vedeny zpisobem 2. Ten
je obecné béznéjsi a Castéji pouzivany.
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Polynomidlni prevoditelnost

Problém P; je polynomialné preveditelny na problém P», jestlize existuje
algoritmus s polynomialni ¢asovou slozitosti, ktery pro libovolny vstup w
problému P; sestroji vstup w’ problému P,, pficemz plati, Ze odpovéd na
otdzku problému P; pro vstup w je stejnd jako odpovéd na otdzku
problému P, pro vstup w’.

@ Algoritmus prevodu musi byt obecny, tedy ke kazdému moznému
vstupu problému P; umét sestrojit vstup problému P,

@ Musime ovéfit, ze z kazdého vstupu s odpovédi ANO vznikne vstup s
odpovédi ANO (nebo ekvivalentné, Zze pokud vznikne vstup s
odpovédi NE, tak i pivodni mél odpovéd NE).

@ Musime ovérit, ze z kazdého vstupu s odpovédi NE vznikne vstup s
odpovédi NE (nebo ekvivalentné, Ze pokud vznikne vstup s odpovédi
ANO, tak i plvodni mél odpovéd ANO).
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SAT

SAT - Splnitelnost logickych formuli

Vstup: Logicka formule ® v konjunktivni normalni formé

Vystup: ANO, pokud existuje ohodnoceni p proménnych takové, aby
pravdivostni hodnota formule i (®) =1

Priklad: Mé&jme formuli

¢ = (a1 V —ay V a4) AN (—\a]_ V a3) VAN (—\31 V —a3z Vv ﬂa4)

Reseni: Pokud ohodnotime napt. ju(a1) = u(a3) = 1, pu(a2) = p(as) = 0
dostaneme 1(®) = 1, tedy odpovéd je, ze formule je splnitelna.

Priklad: Mé&jme formuli ® = (a1 V ap) A —a1 A —ap
Re$eni: Formule neni splnitelna.
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3-SAT - Splnitelnost logickych formuli

3-SAT - Splnitelnost logickych formuli

Vstup: Logicka formule ® v konjunktivni normalni formé takova, ze
kazda klauzule obsahuje pravé 3 literaly

Vystup: ANO, pokud existuje ohodnoceni p proménnych takové, aby
pravdivostni hodnota formule (@) =1

Priklad: Mé&jme formuli

P = (21 V —ay V a4) A (—\a]_ VaszV a3) A (—\21 V —az Vv _\34)

Reseni: Pokud ohodnotime napt. u(a1) = u(a3) = 1, p(as) = p(as) = 0
dostaneme u(®) = 1, tedy odpovéd je, ze formule je splnitelna.
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3-SAT - Splnitelnost logickych formuli

Problém 3-SAT je NP-Gplny.
@ Prislusnost do tfidy NP ukaZeme stejné jako v pfipadé SAT. Staci
jako svédka vzit ohodnoceni vSech proménnych a ovérit, zda pro dané
ohodnoceni je formule pravdiva.

@ NP-obtiznost ukazeme prevodem z problému SAT
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Prevod SAT na 3-SAT

Algoritmus prevodu musi k obecné formuli v konjunktivni normalni formé
sestrojit formuli, kterd bude mit v kazdé klauzuli pravé 3 literdly.
Problém plsobi pouze klauzule, kde jsou méné nez 3 nebo vice nez 3
literaly.
Algoritmus prevodu:
o Ke klauzuli s 1 literdlem x (resp —x) sestrojime klauzuli (x V x V x)
(resp. (—x V —=x V —x))

o Ke klauzuli se 2 literdly (x VV y) (kde x, y jsou bud proménné nebo
jejich negace) sestrojime klauzuli (x V x V y)

o Ke klauzuli s n > 3 literdly (x; V x2 V...V x,) sestrojime n — 2

klauzuli:

(x1VxaVy ) A(=y1VxsVy2 ) A(myaVxaVys) Ao oA (2yn—3V Xn—1V Xp),
kde x1, x2, ..., X, jsou literdly (proménné nebo negace proménnych) a
Y1,¥2,...,Yn—3 jsou nové pridané proménné.
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Prevod SAT na 3-SAT

Priklad: M&jme formuli
(13 = (al V —ay V a4) VAN (—|al V 33) VAN (—\al V —az VvV ag VagV —|a5) N as.
Reseni:

o Klauzule (a1 V —ay V a4) mize zistat

o Klauzuli (—ay V a3) nahradime (—a; V —a; V a3)

o Klauzuli as nahradime (as V as V as)

o Klauzuli (maj V —az V —as V as V —as) nahradime

(—|31 V —asz Vv y1) VAN (—|y1 V —ag V y2) A (ﬂyg V ag V —|a5)

Vysledkem je (a1 V —az V ag) A (—ap V —ar Vaz) A(—-ap V—as V) A
(—|y1 V —ag V y2) VAN (—|y2 V ag V —\35) VAN (35 V ag V 35)
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Prevod SAT na 3-SAT

@ x, (xVx)i(xVxVx) maji stejnou hodnotu pfi stejném ohodnoceni
literdlu x. Rozsireni klauzule o literal, ktery se v ni vyskytuje nema
tedy vliv na splnitelnost.

@ Pokud byla formule splnitelnd vznikne splnitelnd formule:

o Ohodnoceni proménnych muselo alespon jednomu literdlu z klauzule
(x1Vx2 V...V x,) pfifadit 1.

@ Stejné ohodnoceni znamend, Ze v (x1 VX2 V y1) A (my1 V x3 V y2)A
A=y2 Vxa Vys) Ao A(mYn—3 V Xp—1 V X,) bude alesponi jedna
klauzule mit hodnotu 1 bez ohledu na hodnoty yy,...,y,_3

@ Pokud to neni prvni klauzule z nové vzniklych, je v ni je literdl —y;,
ktery mizeme ohodnotit 0 a v predchozi klauzuli je y; ohodnocena 1 a
hodnota této klauzule je tedy také 1. Obdobné nejde-li o posledni
klauzuli, je v ni je literal —y; 1, ktery mizeme ohodnotit 0 a v
nasledujici klauzuli je y;11 ohodnocena 1 a hodnota klauzule je 1.

@ Podobnou Gvahu mizeme induktivné opakovat az k prvni a posledni
klauzuli. Pokud v né&jakém ohodnoceni byla hodnota pivodni klauzule
1, bude existovat ohodnoceni takové, ze hodnota vSech novych klauzuli
bude 1.
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Prevod SAT na 3-SAT

@ Pokud vznikne splnitelnd formule byla i pivodni splnitelna:

@ Ohodnoceni, které priradi formuli (x1 Vx2 V y1) A (=1 V x3 V y2)A
A=yaVxg Vy3) Ao A(myn—3 V Xp—1 V Xp) hodnotu 1 musi n — 2
vyskytlm literdlG prifadit 1. Proménnych y je jen n— 3, jen jedna z y
nebo -y mize byt 1 a kazda ma ve formuli jen jeden vyskyt v
negované a jeden v nenegované verzi. Tedy alesporn jeden z literdl( x
musi byt ohodnocen 1.

o Uvazujeme-li na pavodni formuli stejné ohodnoceni, tak musi mit
stejny literdl x také hodnotu 1.

o Ukazali jsme tedy, ze po prevodu z odpovédi ANO pro SAT plyne
odpovéd ANO pro 3-SAT a opacné

@ Délka vytvorené formule nebude vice nez trojnasobné delsi nez
plvodni
@ Problém 3-SAT je tedy NP-aplny
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Barveni grafu 3 barvami

3-COL - Problém ,,Barveni grafu 3 barvami“

Vstup: Neorientovany graf G

Vystup: Lze vrcholy grafu obarvit 3 barvami tak, aby zadné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Ptiklad:
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Barveni grafu 3 barvami

3-COL - Problém ,,Barveni grafu 3 barvami*
Vstup: Neorientovany graf G

Vystup: Lze vrcholy grafu obarvit 3 barvami tak, aby zddné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Ptiklad:
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Barveni grafu 3 barvami

3-COL - Problém ,,Barveni grafu 3 barvami*
Vstup: Neorientovany graf G

Vystup: Lze vrcholy grafu obarvit 3 barvami tak, aby zddné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Ptiklad:

v
Odpovéd: NE
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Prevod 3-SAT na 3-COL

Hledame algoritmus, ktery sestroji k zadané formuli v konjunktivni
normalni formé s pravé 3 literdly v kazdé klauzuli graf tak, Ze formule bude
splnitelna pravé tehdy, kdyz pajde graf obarvit korektné 3 barvami.

@ Graf bude obsahovat vrcholy X, F, T propojené do trojihelniku

@ Pro kazdou proménnou bude graf mit dvojici vrcholi x, —x popojené
hranou. Kazdy z nich bude propojen hranou s X.

@ Pro kazdou klauzuli pfiddme 6 vrcholt ¢, ¢f, ¢, €5, c3, ¢} a hrany
(Clv C2)> (Cl, C3)> (C2a C3)v (Cla Ci)» (C2> Cé)a (C3v Cé)

o Pfidame hrany mezi ¢/ a x; nebo —x; podle toho, jaky literal se
nachazi na i-té pozici v dané klauzuli
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Prevod 3-SAT na 3-COL

Priklad: Uvazujme formuli (x; V =x2 V x3) A (—x1 V x2 V X3)
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Prevod 3-SAT na 3-COL

Priklad: Uvazujme formuli (x; V =x2 V x3) A (—x1 V x2 V X3)
X1

—\Xl

X2

—\X2 T

X3

X3
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Prevod 3-SAT na 3-COL

Priklad: Uvazujme formuli (x; V =x2 V x3) A (—=x1 V x2 V X3)
X1

—\Xl

X2

—\X2 "XZ
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Prevod 3-SAT na 3-COL

Priklad: Uvazujme formuli (x; V =x2 V x3) A (—=x1 V x2 V X3)

X1
—\Xl
X1
X2
—\X2 "XZ
X:
X3 3
—|X1
X3

X2

X3
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Prevod 3-SAT na 3-COL

Priklad: Uvazujme formuli (x; V =x2 V x3) A (—=x1 V x2 V X3)

X1
—\Xl
X1
X2
—\X2 "XZ
X:
X3 3
—|X1
X3

X2

X3
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Nezavisla mnozina

IS - Problém ,,Nezavisld mnozina"

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k

Vystup: Existuje v grafu nezdvisla mnozina velikosti k (mnozina k
vrcholl, které vzajemné nejsou propojeny hranou)?

Piiklad: k =5
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Piiklad: k =5

v
Odpovéd: ANO
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Prevod 3-COL na IS

Hledame algoritmus, ktery sestroji ke grafu G graf G’ a Cislo k tak, ze G

bude obarvitelny 3 barvami pravé tehdy, kdyz v G’ bude existovat nezavisld
mnozina velikosti k.

@ Graf G’ bude obsahovat 3 kopie grafu G

@ Vsechny tfi kopie kazdého vrcholu budou propojeny hranami do
trojahelniku

@ Cislo k polozime rovno |G]|
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Prevod 3-COL na IS

Ptiklad:
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Prevod 3-COL na IS

Ptiklad:
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Prevod 3-COL na IS

Ptiklad:
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Prevod 3-COL na IS

Ptiklad:
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Vrcholové pokryti

VC - Problém ,Vrcholové pokryti*

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k

Vystup: Existuje v grafu mnozina vrcholil velikosti k takova, ze kazda
hrana ma alespon jeden svij vrchol v této mnoziné?

Priklad: k =6
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Vrcholové pokryti

@ Vrcholové pokryti patfi do NP. Stadi jako svédka vzit mnozinu k
vrcholll a ovéfit, Ze tato mnozina tvori pokryti.

@ NP-obtiznost lehce ukdzeme pfevodem z problému IS

@ Graf nemusime ménit, jen limit k pro pokryti bude |G| — n, kde n je
limit pro nezavislou mnozinu

@ Pokud existovala nezavisla mnozina, tak Zadna hrana v ni nemohla
mit oba krajni vrcholy. Tedy alespon jeden krajni vrchol kazdé hrany
je v dopliiku nezavislé mnoziny a ta tedy tvori pokryti poZzadované
velikosti.

@ Pokud bude existovat pokryti, kazdd hrana v ném m4d alespon jeden
vrchol. Tedy v doplitku nejsou oba krajni vrcholy zadné hrany (Zddné
dva vrcholy nejsou spojeny hranou) a tedy tento doplnék tvori
nezdvislou mnozinu velikosti n = |G| — k
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Hamiltonovsky cyklus

HC - Problém ,,Hamiltonovsky cyklus*

Vstup: Orientovany graf G

Vystup: Existuje v grafu Hamiltonovsky cyklus (orientovand kruznice
prochézejici kazdy vrchol pravé jednou)?

Ptiklad:
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Hamiltonovsky cyklus

HC - Problém ,,Hamiltonovsky cyklus*

Vstup: Orientovany graf G

Vystup: Existuje v grafu Hamiltonovsky cyklus (orientovand kruznice
prochézejici kazdy vrchol pravé jednou)?

Ptiklad:

v
Odpovéd:ANO
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Hamiltonovsky cyklus

@ Problém patfi do tfidy NP. Stadi vzit jako svédka mnozinu hran a
OVEFit, Ze tyto hrany tvorfi cyklus a kazdy vrchol ma pravé jednu
vstupni a vystupni hranu.

@ NP-obtiznost mizeme ukazat napriklad pfevodem z problému VC
nebo SAT

@ Oba diltkazy jsou slozitéjSi na popsani, proto je vynechame
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Hamiltonovska kruznice

HK - Problém ,,Hamiltonovska kruznice"

Vstup: Neorientovany graf G

Vystup: Existuje v grafu Hamiltonovska kruznice (neorientovand
kruznice prochazejici kazdy vrchol pravé jednou)?

Ptiklad:

v
Odpovéd:NE
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Hamiltonovska kruznice

@ Problém patfi do tfidy NP. Stadi vzit jako svédka mnozinu hran a
oVErit, Ze tyto hrany tvori kruznici a kazdy vrchol ma pravé dvé hrany.

@ NP-obtiznost mzeme ukazat prevodem z problému HC

@ Ke kazdému vrcholu x orientovaného grafu dame do neorientovaného
tfi vrcholy xi, x2, x3, které spojime hranami (x1, x2), (x2, x3).

@ Kazda orientovana hrana (x, y) bude reprezentovana hranou (x3, y1)
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Prevod HC na HK
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Problém obchodniho cestujiciho

TSP - Problém ,,obchodniho cestujiciho"

Vstup: Neorientovany graf G s hranami ohodnocenymi prirozenymi
Cisly a Cislo k

Vystup: Existuje v grafu uzavreny sled prochazejici vsemi vrcholy a
majici souéet délek hran (véetné opakovanych) maximalné k?

Ptiklad: k = 70
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Problém obchodniho cestujiciho

TSP - Problém ,,obchodniho cestujiciho"

Vstup: Neorientovany graf G s hranami ohodnocenymi prirozenymi
Cisly a Cislo k

Vystup: Existuje v grafu uzavreny sled prochazejici vsemi vrcholy a
majici souéet délek hran (véetné opakovanych) maximalné k?

Ptiklad: k = 70

Odpovéd: ANO, protoZe byl nalezen sled se sou¢tem 69
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Problém obchodniho cestujiciho

@ Problém patfi do tfidy NP. Stadi vzit jako svédka mnoZzinu hran a
oveérit, ze tyto hrany tvori uzavreny sled prochdzejici kazdym vrcholem
a soucet je mensi nebo roven k.

@ NP-obtiznost mizeme ukazat prevodem z problému HK

@ Vstupni graf do problému HK G pfevedeme na G’ (vstup do TSP)
tak, ze jen ohodnotime vSechny hrany 1.

@ Jako limit k pro délku cesty obchodniho cestujiciho vezmeme |G|
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Problém loupeznika

PART - Problém ,loupeznika“

Vstup: Mnozina pfirozenych Cisel A= {a1,a2,...,an}

Vystup: ANO, jestlize je mozné najit mnozinu X tak, ze X C A,
D aex A = ZajeA—x 2

Priklad: A = {10, 40, 60, 70, 100, 120, 140, 160, 300}
Reseni:

X ={10,70,120, 140, 160}, Za;eX a; = 500

A — X = {40,60,100,300}, ZajeA_X a; = 500
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Prevod 3-SAT na problém loupeznika

@ Budeme reprezentovat proménné a klauzule jako Useky bitl v
dlouhych binarnich cislech

@ Pro kazdou proménnou je v kazdém Cisle vyhrazen 1 bit
@ Pro kazdou klauzuli jsou vyhrazeny 3 bity

@ Pro kazdy mozny literdl pfiddme jedno Cislo s 1 na misté
reprezentujicim proménnou tohoto literdlu a dale poctem vyskyt(
literdlu v klauzuli v misté vyhrazeném kazdé klauzuli

@ Priddme jedno ¢&islo F (reprezentujici hodnotu false) s 1 na misté
vSech klauzuli

@ Pro kazdou klauzuli pfidame 2 Cisla s jednickou jen na misté klauzule,
pro kterou jsou urcena
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Prevod 3-SAT na problém loupeznika

Priklad: Uvazujme formuli (x; V =x2 V x3) A (—x1 V x2 V X3)

C1 ()

xy 100 001 000
—-x; 100 000 001
x, 010 000 001
—x2 010 001 000
x3 001 001 001
—-x3 001 000 000
F 000 001 001
c 000 001 000
c 000 001 000
c 000 000 001
co 000 000 001
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Prevod 3-SAT na problém loupeznika

Priklad: Uvazujme formuli (x; V =x2 V x3) A (—x1 V x2 V X3)
C1 2
x; 100 001 000
xp 010 000 001
-x3 001 000 000
c 000 000 001
c 000 000 001
¢ 000 001 000
cg 000 001 000
111 011 011

a (2]

x; 100 001 000
—-x; 100 000 001
xo 010 000 001
—-xp 010 001 000
x3 001 001 001
—x3 001 000 000
F 000 001 001
c 000 001 000
c 000 001 000
c 000 000 001
c 000 000 001

—-x; 100 000 001
-xp 010 001 000
x3 001 001 001
F 000 001 o001
111 011 011
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Celociselné linearni programovani

ILP - Problém ,,Celociselné linedrni programovani*

Vstup: Matice A a vektor b urcujici soustavu linearnich nerovnic s
proménnymi z;.
A-Z<b

Vystup: Existuje vektor Z € {0,1}* takovy, Ze je soustava nerovnic
A - Z < b splnéna?

Priklad:

321 — 222 + 4Z3 < 1

—4z1 — 320 < —6

221 — Z3 S 2

Reseni:

Pro z; =1, z = 1, z3 = 0 plati v8echny nerovnice, takZe opovéd je ANO.
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Prevod PART na ILP

@ Uvazujme A = {aj, a2,...,a,} mnozinu prirozenych Cisel, ktera je
vstupem problému loupeznika

o Necht a=3", ,a;.

@ Sestavime sestavu dvou nerovnic:

a1z1+az+...4+apzp < 3/2
a(l—z)+a(l—2z)+...+a,(1—2z,) <a/2

@ Hodnota z; = 1 nam fik4, ze Cislo a; ddme do prvni mnoziny rozkladu

@ Hodnota (1 — z;) = 1 ndm ¥ika, ze Cislo a; ddme do druhé mnoziny
rozkladu
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Redeni tézkych problémd

@ Pro mnoho dilezZitych problémi nejsou znamy efektivni algoritmy.

Rada téchto problémi je napiiklad NP-aplnych.

9 Je mozné, Ze pro tyto problémy ani polynomidlni algoritmy neexistuji
a my to zatim jenom neumime dokazat.

@ Presto potfebujeme tyto problémy resit.
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Redeni tézkych problémd

Pokud chceme Fesit néjaky problém, tak v idedlnim pripadé chceme pouzit
k jeho Feseni algoritmus, ktery:

@ Bude polynomialni, tj. rychle skon¢i pro libovolnou vstupni instanci.

@ Bude korektni, tj. pro libovolnou vstupni instanci najde spravnou
odpovéd.

Pokud nevime, jak takovy algoritmus najit, musime trochu slevit ze svych
pozadavkil.
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Redeni tézkych problémd

@ Obtizné instance versus typické instance

P¥i studiu slozitosti problém( zkoumame vétsinou slozitost
v nejhorSim pripadé.

Instance, kvili kterym je problém tézky, mohou byt dost odlisné od
»typickych® instanci, pro které chceme problém fesit.

P¥i podrobnéjsim zkoumani problému mdlzeme nalézt urcitou
podmnozinu instanci, pro které je mozné problém rychle resit.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 436 / 478



Redeni tézkych problémd

Problém batohu

Vstup: Cisla ai,az,...,am a Cislo s.

Otazka: Existuje podmnozina mnoziny Cisel ag, as, . .., an takova, Ze
soucet Cisel v této podmnoziné je s?

Poznamka: Jako velikost instance bereme celkovy pocet bitl v zapisu
Cisel a1, az,...,am a s.

Tento problém je NP-Uplny. Neumime ho v rozumném case Fesit, pokud
Cisla v instanci budou ,velka" (napf. 1000-bitovad).

Pokud je vSak hodnota s malad (napf. do 1000000, tj. asi 20 bitd), je
mozné tento problém vyresit béhem nékolika sekund i pro relativné velké
hodnoty m (napf. m = 10000).
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Redeni tézkych problémd

Problém ,SAT"
Vstup: Booleovska formule ¢ v KNF.

Otazka: Je ¢ splnitelna?

Pokud ¢ obsahuje pouze Hornovy klauzule, je mozné SAT vyfresit
v polynomidlnim case.

Poznamka: Hornova klauzule je klauzule, ve které se nachazi nejvyse
jeden pozitivni literdl.

Napfiklad (—x1 V =x2 V =x3 V x4 V x5) je Hornova klauzule.

Vsimnéte si, Ze tato klauzule je ekvivalentni formuli

(Xl/\Xz/\Xg/\X4):>X5
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Redeni tézkych problémd

SAT je mozné vyresit v polynomialnim Case také v pripadé, kdy se
omezime na formule, kde kazda klauzule obsahuje nanejvys dva literaly.

Ptiklad:

(X1 V —|X2) A (—\Xl vV X2) A (—\X2 vV X3) A (X3 V X4) A (X2 V —\X4)
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Redeni tézkych problémd

Exponencialni algoritmy

| exponencialni algoritmus mUze byt prakticky pouzitelny, pokud:
@ Instance, pro které problém chceme Fesit, jsou pomérné malé.
@ Slozitost je sice exponencialni, ale roste pomaleji nez 2.

@ Algoritmus je co nejoptimalnéji naprogramovan.

Ptiklad:
e f(n)=(1.2)"  pro n=100 je f(n) ~ 86 - 10°.
o f(n)=10-2V" pro n =300 je f(n) ~ 1.64 - 10°.
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Redeni tézkych problémd

Mensi pozadavky na korektnost

@ Randomizované algoritmy — algoritmy, které vyuzivaji pfi vypoctu
generdtor ndhodnych disel.
Existuje urcitd nenulovd pravdépodobnost, ze algoritmus vrati chybny
vysledek.

Pro libovolné malé £ > 0 jsme vSak schopni zarucit, ze
pravdépodobnost chyby neni vétsi nez e.

@ Aproximacni algoritmy — pouzivaji se pro feseni optimalizacnich
problémi.

U téchto algoritm neni zaruceno, ze naleznou optimdlni feseni, ale je
zaruceno, ze naleznou fesSeni, které nebude o moc horsi nez optimalni
feSeni (napf. nanejvys$ 2x horsi).
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Testovani prvociselnosti

Prvociselnost

Vstup: Prirozené Cislo p.

Otazka: Je p prvocislo?

Pro ,mald" p (napf. do 10%2) sta&i vyzkouget &isla od 2 do | /p], zda
nékteré z nich déli p.

Tento problém ma velky vyznam v kryptografii, kde ho potfebujeme resit
pro Cisla, ktera maji délku nékolik tisic bitd.
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Testovani prvociselnosti

To, zda je mozné testovat prvociselnost v polynomidlnim case, byl dlouho
otevreny problém.

V roce 2002 se podafilo najit polynomialni algoritmus se sloZitosti O(n'?)
(N. Saxona, M. Agrawal, N. Kayal).

Pozdéji se ho podafilo zlepsit na O(n®), ale pro praktické tcely je stale
nepouzitelny.
V praxi se pouzivaji randomizované algoritmy se sloZitosti O(n®):

@ Miller-Rabin (1976)
@ Solovay-Strassen (1977)

Poznamka: n zde oznacuje pocet bitl Cisla p.
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Testovani prvociselnosti

S problémem testovani prvociselnosti (1zce souvisi nasledujici problém.

Faktorizace
Vstup: Prirozené Cislo p.

Vystup: Rozklad cisla p na prvocisla.

Na rozdil od prvociselnosti neni pro problém faktorizace znam zadny
efektivni algoritmus, a to ani randomizovany.

Jedna z pouzivanych Sifer je tzv. RSA kryptosystém, ktery je zaloZen na
tom, Ze:
@ Umime rychle najit velkd prvodisla (a rychle je mezi sebou vynasobit).

@ Neni zndmo, jak v rozumném case z tohoto soucinu zjistit plvodni
prvocisla.
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Testovani prvociselnosti

Poznamka: Pokud umime rychle testovat, zda je dané cislo prvocislem,
neni problém velké prvocislo ndhodné vygenerovat, nebot je znamo, ze
prvocisla jsou mezi ostatnimi Cisly rozmisténa pomérné , husté".

m(n) — pocet prvocisel v intervalu 1,2,...,n
Je dokazano, ze
. w(n
lim (—) =1

n—oon/Inn -

neboli jinak Feeno, mezi ¢&isly od 1 do n je zhruba n/In n prvodisel.

Pokud tedy chceme nahodné vygenerovat k-bitové prvodislo, staci zhruba
k pokust.
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Randomizované algoritmy

Randomizovany algoritmus:
@ pouzivd béhem vypoctu generator nahodnych Cisel
@ mize pro tentyz vstup skondit s riznym vysledkem

@ existuje urcitd pravdépodobnost, Ze vrati chybny vysledek

Aby mél randomizovany algoritmus prakticky smysl, musime mit moznost
regulovat pravdépodobnost chyby:

Pro libovolné malé ¢ > 0 musime byt schopni zarucit, Ze
pravdépodobnost chyby nebude vétsi nez ¢.
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Randomizované algoritmy

Vezméme si napriklad algoritmus Miller-Rabin pro testovani prvociselnosti.

Pro libovolné n vraci bud odpovéd ,Prvo&islo"” nebo odpovéd
»Slozené".

@ Pokud n je prvodislo, vrati vZzdy odpovéd ,Prvoc&islo”.

@ Pokud n je &islo sloZené, je pravdépodobnost toho, Ze vrati odpovéd
»Slozené" nejméné 50%.

Muize vSak vratit (chybnou) odpovéd ,Prvo&islo”.

Algoritmus m{izeme spoustét opakované. Vysledek pfi dalSim spusténi je
nezavisly na vysledcich z pfedchozich spusténi.
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Randomizované algoritmy

Reknéme, Ze algoritmus spustime m krét (pro tentyZ vstup n).

@ Pokud alesporti jednou dostaneme odpovéd ,,Slozené", pak vime
s jistotou, ze n je Cislo slozené.

@ Pokud pokazdé dostaneme odpovéd ,Prvo&islo”, pak
pravdépodobnost toho, Ze n neni prvocislo je maximalné

@)=+

Napriklad pro m = 100 je pravdépodobnost chyby zanedbatelné mala.
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Randomizované algoritmy

Poznamka: Lze napriklad odvodit, Ze pravdépodobnost toho, ze pocitac
bude zasaZen b&hem dané mikrosekundy meteoritem, je nejméné 27100 za
predpokladu, e kazdych 1000 let je meteoritem zni¢eno alespoin 100 m?
zemského povrchu.
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Randomizované algoritmy

Randomizované algoritmy jsou typicky zaloZeny na hledani svédka
(witness), ktefi ,, dosvéd¢i” uréitou odpovéd vydanou algoritmem.

Tyto svédky vybirdme z mnoziny potencidlnich svédki:
@ Nahodné vybereme néjakého potencidlniho svédka.

@ Ovéfime, zda se jednd o skute¢ného svédka, a podle toho vyddme
odpovéd.

Napriklad v algoritmu Miller-Rabin hleddme svédky slozenosti Cisla n.
Vybirdme je z mnoziny ¢isel {1,2,...,n—1}:
@ Pokud n je prvocislo, Zadni svédci sloZenosti neexistuji.

@ Pokud n neni prvodislo, je zaru¢eno, Ze alespon polovina Cisel
v mnoziné {1,2,...,n— 1} jsou svédci sloZenosti n.
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Testovani prvociselnosti

Mala Fermatova véta:

Pokud n je prvodislo, pak pro kazdé a z mnoziny {1,2,...,n— 1} plati

a"1=1 (mod n)

Malou Fermatovu vétu Ize pouZit k testovani prvociselnosti (tzv. Fermativ
test):

@ Pro dané n zvolime néjaké a € {1,2,...,n—1}.
@ Pokud a""! # 1 (mod n), pak n uréité neni prvocislo.

@ Pokud a""! =1 (mod n), pak n je mozn4 prvocislo.
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Testovani prvociselnosti

Je prekvapivé, Ze tato procedura vraci chybny vysledek jen pomérné
zfidka:
@ Pro a=2 a n < 10000 je jen 22 hodnot, pro které dostaneme
chybnou odpovéd.
@ Pro a=2 a n— oo se pravdépodobnost toho, ze pro ndhodné
vybrané n dostaneme chybnou odpovéd, bliZi nule.
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Testovani prvociselnosti

Fermatdv test neni 100% spolehlivy. Existuji slozena &isla, kterd spliiuji
podminku 2"~ =1 (mod n) pro vdechna a € {1,2,...,n — 1} nesoudélna
s n.

Tato Cisla se nazyvaji Carmichaelova cisla a jsou extrémné vzicna.

Napiiklad mezi &isly do 102 existuje jen 255 Carmichaelovych &isel.

Prvnich 15 Carmichaelovych isel:

561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585, 15841, 29341, 41041,
46657, 52633, 62745, 63973
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Umocnovani v modularni aritmetice

Vstup: Prirozena Cisla a, b, n.

Vystup: Hodnota a® mod n.

VyuZijeme toho, 7e a® = a'-a' a 2* Tl =4 -4’ - a.
MODULAR-EXPONENTIATION(a, b, n)

1 d«1

2 (b, bk_1,...,bo) je bindrni reprezentace b

3 for i — k downto 0

4 do d «— (d-d) mod n

5 if bj=1

6 then d < (d-a) mod n

7 return d
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Testovani prvociselnosti (Miller-Rabin)

Na umocnovani je zalozen i nasledujici algoritmus pro testovani
prvociselnosti:

MILLER-RABIN(n,s)
1 forj«—1tos

2 do a — RANDOM(2,n — 1)

3 if WITNESS(a, n)

4 then return ,Slozené” > n je zcela jisté slozené.
5 return ,Prvo&islo” > n je s velkou pravdépodobnosti prvodislo.

Vyuziva malou Fermatovu vétu a toho, Ze plati nasledujici tvrzeni:

Jestlize p je liché prvocislo, pak rovnice x> =1 (mod p) ma pravé dvé
reSeni: x=1ax=p—1.
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Testovani prvociselnosti (Miller-Rabin)

WITNESS(a, n)

1 d<1
2 (bk,bk-1,...,bo) je bindrni reprezentace n — 1
3 for i+ k downto 0
4 dox — d
5 d«— (d-d)modn
6 ifd=1land x#1land x# n—1
7 then return TRUE
8 if =1
9 then d < (d - a) mod n
10 ifd#1
11 then return TRUE
12 return FALSE
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Randomizované algoritmy

@ Mnozina potencidlnich svédk(i byva obrovska — vétsinou
exponencialné velka
Poznamka: Kdyby byla polynomialné velkd mohli bychom
systematicky projit vSechny potencialni svédky a nepotrebovali
bychom randomizovany algoritmus.

@ Musi byt zaruceno, ze pokud néjaci skutecni svédci existuji, pak jich

je dostatecné mnoho, ¢imz je zaruceno, ze pravdépodobnost, Ze na
néjakého svédka narazime, je dostatecné vysoka.
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Randomizovany komunikacni protokol

Mame dvojici pocitacil C; a (,, které jsou velmi daleko od sebe

v

(napf. jeden v Evropé a druhy v Americe).
Oba pocitale obsahuji tutéz databézi, kterd by méla obsahovat presné
tatdz data.

Nasim cilem je navrhnout vhodny komunikaéni protokol, pomoci kterého
ovérime, Ze obé databaze obsahuji presné tatdz data.

Oznaéme n podet bitli dat v databézi. Reknéme, Ze n = 100, a Ze tedy
neni mozné prenaset cely obsah databaze, nebo by to bylo prilis ¢asové
narocné.

Poznamka: Neni té€zké ukizat, ze kazdy deterministicky protokol resici
tento problém musi pfenést minimalné n bitd.
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Randomizovany komunikacni protokol

Pocatecni situace:
C; ma n-bitovou sekvenci x = xq - - - Xp,
(> ma n-bitovou sekvenci y = y1 - - yp.

Cil: Zjistit, zda x = y.

© G zvoli ndhodné prvocislo p z mnoziny {2,3,...,n%}.
Q ( spocte Cislo s = Num(x) mod p a posle C, dvojici (s, p).
© ( prijme (s, p) a spolte Cislo t = Num(y) mod p.

Pokud s # t, vydd odpovéd ,x # y“, jinak vydd odpovéd ,x = y*“.
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Randomizovany komunikacni protokol

Objem prenasenych dat: s i p maji maximalné 2 - [Ig n| bitd, takze se
celkem prenasi maximalné 4 - [Ig n] bitd.

Priklad: Pro n = 10'% se bude pfenaéet maximalné
4.16 - [lg10] = 256 bitd.

Pravdépodobnost chyby:
@ Pokud x =y, pak pro libovolné p plati

Num(x) mod p = Num(y) mod p

takZe dostaneme vzdy odpovéd ,x = y
(pravdépodobnost chyby je 0).
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Randomizovany komunikacni protokol

@ Pokud x # y a dostaneme chybnou odpovéd ,,x = y*, znamena to, ze
z = Num(x) mod p = Num(y) mod p
neboli existuji &isla x’, y’ takova, Ze
Num(x) = x"-p+z Num(y)=y'-p+z
takze p je délitelem cisla w = |[Num(x) — Num(y)|, nebot

Num(x) = Num(y) =x"-p—y"-p=(x"=y') - p

Prvocislo p bylo vybirdno ndhodné z mnoziny {2,3, ..., n?}, ktera
obsahuje
2 n?
m(n°) ~ —
(n°) In n?

prvocisel. Musime zjistit, kolik z téchto prvocisel je délitelem w.
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Randomizovany komunikacni protokol

Zjevné je w = |Num(x) — Num(y)| < 2". Cislo w mtzeme rozloZit na
prvocisla

i il
W:p11p22-..pkk

Chceme ukdzat, ze k < n—1.
Predpokladejme, ze kK > n. Pak

i P2

W:p1p2p;<k2p1p2pn>123 ..... n:n!>2n

coz je spor s tim, ze w < 2",

Pravdépodobnost, e z mnoziny {2,3,--- , n?} vybereme ndhodné
prvocislo, které je délitelem w je maximdlné

n—1 n—1 In n?
w(n?) — n?/Inn2 — n

Napriklad pro n = 10'° je to maximalné& 0.36892 - 1014,
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Randomizovany komunikacni protokol

Modifikace protokolu:

@ (4 vygeneruje ndhodné 10 prvodisel p1, p2, ..., p1o a posle

P1, 51, P2, 52, - - -, P10, 510
kde s; = Num(x) mod p;.
o ( spocita t; = Num(y) mod p; pro i € {1,...,10}.
Pokud s; # t; pro néjaké i, vydd odpovéd , x # y*, jinak vydd

odpovéd ,x = y".

Pro n = 10'° je tfeba prenést maximalné 2560 bit.
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Randomizovany komunikacni protokol

Protoze 10 prvocisel je vybirano nahodné, je pravdépodobnost chyby
maximalné
n—1\" < Inn2\'° 210. (In )10
Gm) =(F) -

Pro n = 10'° je pravdépodobnost chyby mensi nez 0.4717 - 10141,
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Aproximacni algoritmy

Mnoho dilezitych problém0 je NP-Gplnych. U optimalizacnich problémfi
Casto nepotrebujeme nalézt nejoptimalnéjsi reseni, ale staci ndm resSeni,
které je , dostatecné dobré".

Algoritmim, které vraci takovato , dostatecné dobra" feseni, se rika
aproximacni algoritmy.

Poznamka: Optimalizacni problém je problém, kde pro kazdy vstup w
mame definovdnu mnozinu S, vech pripustnych feseni a funkci
c:S, — RT.

Ukolem je najit takové x € S,,, pro které je hodnota c(x) minimalni
(resp. maximalni).

Priklady: Hledani nejkratsi cesty v grafu, uréovani maximalniho toku v siti.
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Aproximacni algoritmy

Reknéme, ze fesime problém, kde je Gkolem hodnotu c(x) minimalizovat.
Reknéme, ze pro vstup w vydd algoritmus feseni x, pricemz optimalnim
feSenim je x*. Zjevné plati c(x) > c(x*).

Jako aproximacni pomér daného algoritmu oznacujeme funkci p(n), kterd

kazdému n pfifazuje maximalni hodnotu poméru c(x)/c(x*) pro vechny
vstupy velikosti n.

Poznamka: Naopak u algoritmu, kde je cile hodnotu ¢(x) maximalizovat,
bychom uvaZovali pomér c(x*)/c(x).
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Aproximacni algoritmy

O algoritmu, ktery dosahuje aproxima¢niho poméru p(n), fikame, Ze je to
p(n)-aproximacni algoritmus.

Pro fadu problémi jsou zndmy polynomidlni algoritmy, kde je hodnota
p(n) omezena:

@ malou konstantou, napf. 2-aproximacni algoritmy, nebo

@ pomalu rostouci funkci, napf. ©(log n)-aproximacdni algoritmy.
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Vrcholové pokryti grafu

Méjme neorientovany graf G = (V, E). Vrcholové pokryti (vertex-cover)
grafu G je mnozina C C V takova, zZe pro kazdou hranu (u,v) € E plati,
Ze bud u € C nebo v € C.

Ukolem je najit pro zadany graf minimalni vrcholové pokryti.

Poznamka: Je znamo, ze se jednd o NP-Uplny problém.
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Vrcholové pokryti grafu

APPROX-VERTEX-COVER(G)

1 C<0

2 E—E

3 while E' £ 0

4 do vyber libovolnou hranu (u,v) z E’

5 C— CU{u,v}

6 odstrafi z E’ hrany incidentni s u nebo v
7 return C

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 471 / 478



Vrcholové pokryti grafu

APPROX-VERTEX-COVER(G)

1 C<0

2 E—E

3 while E' £ 0

4 do vyber libovolnou hranu (u,v) z E’

5 C— CU{u,v}

6 odstrafi z E’ hrany incidentni s u nebo v
7 return C

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 471 / 478



Vrcholové pokryti grafu

APPROX-VERTEX-COVER(G)

1 C<0

2 E—E

3 while E' £ 0

4 do vyber libovolnou hranu (u,v) z E’

5 C— CU{u,v}

6 odstrafi z E’ hrany incidentni s u nebo v
7 return C

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 471 / 478



Vrcholové pokryti grafu

APPROX-VERTEX-COVER(G)

1 C<0

2 E—E

3 while E' £ 0

4 do vyber libovolnou hranu (u,v) z E’

5 C— CU{u,v}

6 odstrafi z E’ hrany incidentni s u nebo v
7 return C

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 471 / 478



Vrcholové pokryti grafu

APPROX-VERTEX-COVER(G)

C—10
E'— E
while E' #£ ()
do vyber libovolnou hranu (u,v) z E’
C— CU{u,v}
odstraft z E’ hrany incidentni s u nebo v
return C

~NOoO ok~ W N
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Vrcholové pokryti grafu

APPROX-VERTEX-COVER je polynomidlni 2-aproximacni algoritmus.

Duikaz: Ozna¢me A mnozinu vSech hran vybranych v kroku 4. Jakékoliv
vrcholové pokryti musi obsahovat alespon jeden z koncovych vrcholl kazdé
hrany z A.

Pokud je C* minimalni vrcholové pokryti, pak |C*| > |A|.
Na druhou stranu, zjevné plati |C| =2 |A|, a tedy |C| <2-|C*|.

Je zjevné, ze APPROX-VERTEX-COVER ma polynomidlni ¢asovou
slozitost.
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Problém obchodniho cestujiciho

V problému obchodniho cestujiciho (traveling-salesman problem) je
vstupem plny neorientovany graf s ohodnocenim hran.

Ukolem je najit co nejkratsi okruzni cestu, ktera prochazi kazdym vrcholem
pravé jednou.
(Délku cesty pocitdme jako soucet ohodnoceni hran na této cesté.)

Problém obchodniho cestujiciho je NP-Gpliny.

(Jednoducha redukce z problému Hamiltonovské kruznice.)

Poznamka: V problému Hamiltonovské kruznice je vstupem neorientovany
graf G a otazka je, zda v grafu G existuje cyklus prochazejici kazdym
vrcholem pravé jednou.
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Problém obchodniho cestujiciho

Pokud P £ NP, pak pro zadnou konstantu p > 1 neexistuje polynomialni
p-aproximacni algoritmus resici problém obchodniho cestujiciho.

Dukaz: Predpokladejme, Ze by pro né€jaké p takovy algoritmus existoval.
Ukazeme, Ze pak by existoval polynomidlni algoritmus pro problém
Hamiltonovské kruZznice.

Problém Hamiltonovské kruznice je NP-tplny, nalezeni polynomidlniho
algoritmu by znamenalo, ze P = NP.
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Problém obchodniho cestujiciho

Necht G = (V/, E) je instance problému Hamiltonovské kruznice.

Instanci problému obchodniho cestujiciho G' = (V’, E’) sestrojime tak, Ze
V! = V a E’ obsahuje viechny mozné hrany, kterym pfifadime ohodnoceni

1 pokud (u,v) € E
C(”"’){ p-|VI+1  jinak

Jestlize graf G obsahuje Hamiltonovskou kruznici, pak v G’ existuje
okruzni cesta délky |V/|.

Jakakoliv okruzni cesta v G’, kterd obsahuje hranu, kterd neni v G, m3
délku vétsi nez p - |V]|.

Pokud v G Hamiltonovska kruznice existuje, p-aproximacni algoritmus
musi néjakou takovou kruznici vratit jako vyslednou okruzni cestu.
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Problém obchodniho cestujiciho

Uvazujme nyni variantu TSP, kde musi kazda trojice vrchold u, v, w
spliovat trojahelnikovou nerovnost

c(u,w) < c(u,v) + c(v,w).
V praxi je tato podminka casto splnéna.
Problém obchodniho cestujiciho ziistdva NP-Gplny i za této podminky.

Existuje vsak pro néj polynomialni 1.5-aproximacni algoritmus.

My si ukdZeme jednodussi 2-aproximacni algoritmus.
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Problém obchodniho cestujiciho

Predpokladejme, ze instanci TSP je graf G, a Ze optimalnim feSenim
(které nezname) je cesta H*.

@ Nejprve najdeme v grafu G minimalni kostru T.

Poznamka: Zjevné plati ¢(T) < c(H*), nebot odstranénim libovolné
hrany z H* vznikne kostra grafu G.

@ Vytvorime okruzni cestu W, kterd odpovida priichodu stromem T do
hloubky.

Poznamka: Kazdou hranu T prochazime dvakrat. Plati tedy
c(W)=2-¢(T) <2-|H*.

@ Z cesty W vypustime vrcholy, které jsme jiz navstivili. Diky
trojuhelnikové nerovnosti se tim mize délka cesty pouze sniZzit.
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Problém obchodniho cestujiciho
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Problém obchodniho cestujiciho
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