Redeni tézkych problémd

@ Pro mnoho dilezZitych problémi nejsou znamy efektivni algoritmy.

Rada téchto problémi je napiiklad NP-aplnych.

9 Je mozné, Ze pro tyto problémy ani polynomidlni algoritmy neexistuji
a my to zatim jenom neumime dokazat.

@ Presto potfebujeme tyto problémy resit.
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Redeni tézkych problémd

Pokud chceme Fesit néjaky problém, tak v idedlnim pripadé chceme pouzit
k jeho Feseni algoritmus, ktery:

@ Bude polynomialni, tj. rychle skon¢i pro libovolnou vstupni instanci.

@ Bude korektni, tj. pro libovolnou vstupni instanci najde spravnou
odpovéd.

Pokud nevime, jak takovy algoritmus najit, musime trochu slevit ze svych
pozadavkil.
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Redeni tézkych problémd

@ Obtizné instance versus typické instance

P¥i studiu slozitosti problém( zkoumame vétsinou slozitost
v nejhorSim pripadé.

Instance, kvili kterym je problém tézky, mohou byt dost odlisné od
»typickych® instanci, pro které chceme problém fesit.

P¥i podrobnéjsim zkoumani problému mdlzeme nalézt urcitou
podmnozinu instanci, pro které je mozné problém rychle resit.
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Redeni tézkych problémd

Problém batohu

Vstup: Cisla ai,az,...,am a Cislo s.

Otazka: Existuje podmnozina mnoziny Cisel ag, as, . .., an takova, Ze
soucet Cisel v této podmnoziné je s?

Poznamka: Jako velikost instance bereme celkovy pocet bitl v zapisu
Cisel a1, az,...,am a s.

Tento problém je NP-Uplny. Neumime ho v rozumném case Fesit, pokud
Cisla v instanci budou ,velka" (napf. 1000-bitovad).

Pokud je vSak hodnota s malad (napf. do 1000000, tj. asi 20 bitd), je
mozné tento problém vyresit béhem nékolika sekund i pro relativné velké
hodnoty m (napf. m = 10000).
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Redeni tézkych problémd

Problém ,SAT"
Vstup: Booleovska formule ¢ v KNF.

Otazka: Je ¢ splnitelna?

Pokud ¢ obsahuje pouze Hornovy klauzule, je mozné SAT vyfresit
v polynomidlnim case.

Poznamka: Hornova klauzule je klauzule, ve které se nachazi nejvyse
jeden pozitivni literdl.

Napfiklad (—x1 V =x2 V =x3 V x4 V x5) je Hornova klauzule.

Vsimnéte si, Ze tato klauzule je ekvivalentni formuli

(Xl/\Xz/\Xg/\X4):>X5
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Redeni tézkych problémd

SAT je mozné vyresit v polynomialnim Case také v pripadé, kdy se
omezime na formule, kde kazda klauzule obsahuje nanejvys dva literaly.

Ptiklad:

(X1 V —|X2) A (—\Xl vV X2) A (—\X2 vV X3) A (X3 V X4) A (X2 V —\X4)
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Redeni tézkych problémd

Exponencialni algoritmy

| exponencialni algoritmus mUze byt prakticky pouzitelny, pokud:
@ Instance, pro které problém chceme Fesit, jsou pomérné malé.
@ Slozitost je sice exponencialni, ale roste pomaleji nez 2.

@ Algoritmus je co nejoptimalnéji naprogramovan.

Ptiklad:
e f(n)=(1.2)"  pro n=100 je f(n) ~ 86 - 10°.
o f(n)=10-2V" pro n =300 je f(n) ~ 1.64 - 10°.
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Redeni tézkych problémd

Mensi pozadavky na korektnost

@ Randomizované algoritmy — algoritmy, které vyuzivaji pfi vypoctu
generdtor ndhodnych disel.
Existuje urcitd nenulovd pravdépodobnost, ze algoritmus vrati chybny
vysledek.

Pro libovolné malé £ > 0 jsme vSak schopni zarucit, ze
pravdépodobnost chyby neni vétsi nez e.

@ Aproximacni algoritmy — pouzivaji se pro feseni optimalizacnich
problémi.

U téchto algoritm neni zaruceno, ze naleznou optimdlni feseni, ale je
zaruceno, ze naleznou fesSeni, které nebude o moc horsi nez optimalni
feSeni (napf. nanejvys$ 2x horsi).
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Testovani prvociselnosti

Prvociselnost

Vstup: Prirozené Cislo p.

Otazka: Je p prvocislo?

Pro ,mald" p (napf. do 10%2) sta&i vyzkouget &isla od 2 do | /p], zda
nékteré z nich déli p.

Tento problém ma velky vyznam v kryptografii, kde ho potfebujeme resit
pro Cisla, ktera maji délku nékolik tisic bitd.
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Testovani prvociselnosti

To, zda je mozné testovat prvociselnost v polynomidlnim case, byl dlouho
otevreny problém.

V roce 2002 se podafilo najit polynomialni algoritmus se sloZitosti O(n'?)
(N. Saxona, M. Agrawal, N. Kayal).

Pozdéji se ho podafilo zlepsit na O(n®), ale pro praktické tcely je stale
nepouzitelny.
V praxi se pouzivaji randomizované algoritmy se sloZitosti O(n®):

@ Miller-Rabin (1976)
@ Solovay-Strassen (1977)

Poznamka: n zde oznacuje pocet bitl Cisla p.
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Testovani prvociselnosti

S problémem testovani prvociselnosti (1zce souvisi nasledujici problém.

Faktorizace
Vstup: Prirozené Cislo p.

Vystup: Rozklad cisla p na prvocisla.

Na rozdil od prvociselnosti neni pro problém faktorizace znam zadny
efektivni algoritmus, a to ani randomizovany.

Jedna z pouzivanych Sifer je tzv. RSA kryptosystém, ktery je zaloZen na
tom, Ze:
@ Umime rychle najit velkd prvodisla (a rychle je mezi sebou vynasobit).

@ Neni zndmo, jak v rozumném case z tohoto soucinu zjistit plvodni
prvocisla.
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Testovani prvociselnosti

Poznamka: Pokud umime rychle testovat, zda je dané cislo prvocislem,
neni problém velké prvocislo ndhodné vygenerovat, nebot je znamo, ze
prvocisla jsou mezi ostatnimi Cisly rozmisténa pomérné , husté".

m(n) — pocet prvocisel v intervalu 1,2,...,n
Je dokazano, ze
. w(n
lim (—) =1

n—oon/Inn -

neboli jinak Feeno, mezi ¢&isly od 1 do n je zhruba n/In n prvodisel.

Pokud tedy chceme nahodné vygenerovat k-bitové prvodislo, staci zhruba
k pokust.
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Randomizované algoritmy

Randomizovany algoritmus:
@ pouzivd béhem vypoctu generator nahodnych Cisel
@ mize pro tentyz vstup skondit s riznym vysledkem

@ existuje urcitd pravdépodobnost, Ze vrati chybny vysledek

Aby mél randomizovany algoritmus prakticky smysl, musime mit moznost
regulovat pravdépodobnost chyby:

Pro libovolné malé ¢ > 0 musime byt schopni zarucit, Ze
pravdépodobnost chyby nebude vétsi nez ¢.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 13 / 45



Randomizované algoritmy

Vezméme si napriklad algoritmus Miller-Rabin pro testovani prvociselnosti.

Pro libovolné n vraci bud odpovéd ,Prvo&islo"” nebo odpovéd
»Slozené".

@ Pokud n je prvodislo, vrati vZzdy odpovéd ,Prvoc&islo”.

@ Pokud n je &islo sloZené, je pravdépodobnost toho, Ze vrati odpovéd
»Slozené" nejméné 50%.

Muize vSak vratit (chybnou) odpovéd ,Prvo&islo”.

Algoritmus m{izeme spoustét opakované. Vysledek pfi dalSim spusténi je
nezavisly na vysledcich z pfedchozich spusténi.
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Randomizované algoritmy

Reknéme, Ze algoritmus spustime m krét (pro tentyZ vstup n).

@ Pokud alesporti jednou dostaneme odpovéd ,,Slozené", pak vime
s jistotou, ze n je Cislo slozené.

@ Pokud pokazdé dostaneme odpovéd ,Prvo&islo”, pak
pravdépodobnost toho, Ze n neni prvocislo je maximalné

@)=+

Napriklad pro m = 100 je pravdépodobnost chyby zanedbatelné mala.
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Randomizované algoritmy

Poznamka: Lze napriklad odvodit, Ze pravdépodobnost toho, ze pocitac
bude zasaZen b&hem dané mikrosekundy meteoritem, je nejméné 27100 za
predpokladu, e kazdych 1000 let je meteoritem zni¢eno alespoin 100 m?
zemského povrchu.
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Randomizované algoritmy

Randomizované algoritmy jsou typicky zaloZeny na hledani svédka
(witness), ktefi ,, dosvéd¢i” uréitou odpovéd vydanou algoritmem.

Tyto svédky vybirdme z mnoziny potencidlnich svédki:
@ Nahodné vybereme néjakého potencidlniho svédka.

@ Ovéfime, zda se jednd o skute¢ného svédka, a podle toho vyddme
odpovéd.

Napriklad v algoritmu Miller-Rabin hleddme svédky slozenosti Cisla n.
Vybirdme je z mnoziny ¢isel {1,2,...,n—1}:
@ Pokud n je prvocislo, Zadni svédci sloZenosti neexistuji.

@ Pokud n neni prvodislo, je zaru¢eno, Ze alespon polovina Cisel
v mnoziné {1,2,...,n— 1} jsou svédci sloZenosti n.
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Testovani prvociselnosti

Mala Fermatova véta:

Pokud n je prvodislo, pak pro kazdé a z mnoziny {1,2,...,n— 1} plati

a"1=1 (mod n)

Malou Fermatovu vétu Ize pouZit k testovani prvociselnosti (tzv. Fermativ
test):

@ Pro dané n zvolime néjaké a € {1,2,...,n—1}.
@ Pokud a""! # 1 (mod n), pak n uréité neni prvocislo.

@ Pokud a""! =1 (mod n), pak n je mozn4 prvocislo.
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Testovani prvociselnosti

Je prekvapivé, Ze tato procedura vraci chybny vysledek jen pomérné
zfidka:
@ Pro a=2 a n < 10000 je jen 22 hodnot, pro které dostaneme
chybnou odpovéd.
@ Pro a=2 a n— oo se pravdépodobnost toho, ze pro ndhodné
vybrané n dostaneme chybnou odpovéd, bliZi nule.
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Testovani prvociselnosti

Fermatdv test neni 100% spolehlivy. Existuji slozena &isla, kterd spliiuji
podminku 2"~ =1 (mod n) pro vdechna a € {1,2,...,n — 1} nesoudélna
s n.

Tato Cisla se nazyvaji Carmichaelova cisla a jsou extrémné vzicna.

Napiiklad mezi &isly do 102 existuje jen 255 Carmichaelovych &isel.

Prvnich 15 Carmichaelovych isel:

561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585, 15841, 29341, 41041,
46657, 52633, 62745, 63973
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Umocnovani v modularni aritmetice

Vstup: Prirozena Cisla a, b, n.

Vystup: Hodnota a® mod n.

VyuZijeme toho, 7e a® = a'-a' a 2* Tl =4 -4’ - a.
MODULAR-EXPONENTIATION(a, b, n)

1 d«1

2 (b, bk_1,...,bo) je bindrni reprezentace b

3 for i — k downto 0

4 do d «— (d-d) mod n

5 if bj=1

6 then d < (d-a) mod n

7 return d
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Testovani prvociselnosti (Miller-Rabin)

Na umocnovani je zalozen i nasledujici algoritmus pro testovani
prvociselnosti:

MILLER-RABIN(n,s)
1 forj«—1tos

2 do a — RANDOM(2,n — 1)

3 if WITNESS(a, n)

4 then return ,Slozené” > n je zcela jisté slozené.
5 return ,Prvo&islo” > n je s velkou pravdépodobnosti prvodislo.

Vyuziva malou Fermatovu vétu a toho, Ze plati nasledujici tvrzeni:

Jestlize p je liché prvocislo, pak rovnice x> =1 (mod p) ma pravé dvé
reSeni: x=1ax=p—1.
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Testovani prvociselnosti (Miller-Rabin)

WITNESS(a, n)

1 d<1
2 (bk,bk-1,...,bo) je bindrni reprezentace n — 1
3 for i+ k downto 0
4 dox — d
5 d«— (d-d)modn
6 ifd=1land x#1land x# n—1
7 then return TRUE
8 if =1
9 then d < (d - a) mod n
10 ifd#1
11 then return TRUE
12 return FALSE

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 23 /45



Randomizované algoritmy

@ Mnozina potencidlnich svédk(i byva obrovska — vétsinou
exponencialné velka
Poznamka: Kdyby byla polynomialné velkd mohli bychom
systematicky projit vSechny potencialni svédky a nepotrebovali
bychom randomizovany algoritmus.

@ Musi byt zaruceno, ze pokud néjaci skutecni svédci existuji, pak jich

je dostatecné mnoho, ¢imz je zaruceno, ze pravdépodobnost, Ze na
néjakého svédka narazime, je dostatecné vysoka.
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Randomizovany komunikacni protokol

Mame dvojici pocitacil C; a (,, které jsou velmi daleko od sebe

v

(napf. jeden v Evropé a druhy v Americe).
Oba pocitale obsahuji tutéz databézi, kterd by méla obsahovat presné
tatdz data.

Nasim cilem je navrhnout vhodny komunikaéni protokol, pomoci kterého
ovérime, Ze obé databaze obsahuji presné tatdz data.

Oznaéme n podet bitli dat v databézi. Reknéme, Ze n = 100, a Ze tedy
neni mozné prenaset cely obsah databaze, nebo by to bylo prilis ¢asové
narocné.

Poznamka: Neni té€zké ukizat, ze kazdy deterministicky protokol resici
tento problém musi pfenést minimalné n bitd.
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Randomizovany komunikacni protokol

Pocatecni situace:
C; ma n-bitovou sekvenci x = xq - - - Xp,
(> ma n-bitovou sekvenci y = y1 - - yp.

Cil: Zjistit, zda x = y.

© G zvoli ndhodné prvocislo p z mnoziny {2,3,...,n%}.
Q ( spocte Cislo s = Num(x) mod p a posle C, dvojici (s, p).
© ( prijme (s, p) a spolte Cislo t = Num(y) mod p.

Pokud s # t, vydd odpovéd ,x # y“, jinak vydd odpovéd ,x = y*“.
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Randomizovany komunikacni protokol

Objem prenasenych dat: s i p maji maximalné 2 - [Ig n| bitd, takze se
celkem prenasi maximalné 4 - [Ig n] bitd.

Priklad: Pro n = 10'% se bude pfenaéet maximalné
4.16 - [lg10] = 256 bitd.

Pravdépodobnost chyby:
@ Pokud x =y, pak pro libovolné p plati

Num(x) mod p = Num(y) mod p

takZe dostaneme vzdy odpovéd ,x = y
(pravdépodobnost chyby je 0).
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Randomizovany komunikacni protokol

@ Pokud x # y a dostaneme chybnou odpovéd ,,x = y*, znamena to, ze
z = Num(x) mod p = Num(y) mod p
neboli existuji &isla x’, y’ takova, Ze
Num(x) = x"-p+z Num(y)=y'-p+z
takze p je délitelem cisla w = |[Num(x) — Num(y)|, nebot

Num(x) = Num(y) =x"-p—y"-p=(x"=y') - p

Prvocislo p bylo vybirdno ndhodné z mnoziny {2,3, ..., n?}, ktera
obsahuje
2 n?
m(n°) ~ —
(n°) In n?

prvocisel. Musime zjistit, kolik z téchto prvocisel je délitelem w.
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Randomizovany komunikacni protokol

Zjevné je w = |Num(x) — Num(y)| < 2". Cislo w mtzeme rozloZit na
prvocisla

i il
W:p11p22-..pkk

Chceme ukdzat, ze k < n—1.
Predpokladejme, ze kK > n. Pak

i P2

W:p1p2p;<k2p1p2pn>123 ..... n:n!>2n

coz je spor s tim, ze w < 2",

Pravdépodobnost, e z mnoziny {2,3,--- , n?} vybereme ndhodné
prvocislo, které je délitelem w je maximdlné

n—1 n—1 In n?
w(n?) — n?/Inn2 — n

Napriklad pro n = 10'° je to maximalné& 0.36892 - 1014,
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Randomizovany komunikacni protokol

Modifikace protokolu:

@ (4 vygeneruje ndhodné 10 prvodisel p1, p2, ..., p1o a posle

P1, 51, P2, 52, - - -, P10, 510
kde s; = Num(x) mod p;.
o ( spocita t; = Num(y) mod p; pro i € {1,...,10}.
Pokud s; # t; pro néjaké i, vydd odpovéd , x # y*, jinak vydd

odpovéd ,x = y".

Pro n = 10'° je tfeba prenést maximalné 2560 bit.
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Randomizovany komunikacni protokol

Protoze 10 prvocisel je vybirano nahodné, je pravdépodobnost chyby
maximalné
n—1\" < Inn2\'° 210. (In )10
Gm) =(F) -

Pro n = 10'° je pravdépodobnost chyby mensi nez 0.4717 - 10141,
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Aproximacni algoritmy

Mnoho dilezitych problém0 je NP-Gplnych. U optimalizacnich problémfi
Casto nepotrebujeme nalézt nejoptimalnéjsi reseni, ale staci ndm resSeni,
které je , dostatecné dobré".

Algoritmim, které vraci takovato , dostatecné dobra" feseni, se rika
aproximacni algoritmy.

Poznamka: Optimalizacni problém je problém, kde pro kazdy vstup w
mame definovdnu mnozinu S, vech pripustnych feseni a funkci
c:S, — RT.

Ukolem je najit takové x € S,,, pro které je hodnota c(x) minimalni
(resp. maximalni).

Priklady: Hledani nejkratsi cesty v grafu, uréovani maximalniho toku v siti.
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Aproximacni algoritmy

Reknéme, ze fesime problém, kde je Gkolem hodnotu c(x) minimalizovat.
Reknéme, ze pro vstup w vydd algoritmus feseni x, pricemz optimalnim
feSenim je x*. Zjevné plati c(x) > c(x*).

Jako aproximacni pomér daného algoritmu oznacujeme funkci p(n), kterd

kazdému n pfifazuje maximalni hodnotu poméru c(x)/c(x*) pro vechny
vstupy velikosti n.

Poznamka: Naopak u algoritmu, kde je cile hodnotu ¢(x) maximalizovat,
bychom uvaZovali pomér c(x*)/c(x).
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Aproximacni algoritmy

O algoritmu, ktery dosahuje aproxima¢niho poméru p(n), fikame, Ze je to
p(n)-aproximacni algoritmus.

Pro fadu problémi jsou zndmy polynomidlni algoritmy, kde je hodnota
p(n) omezena:

@ malou konstantou, napf. 2-aproximacni algoritmy, nebo

@ pomalu rostouci funkci, napf. ©(log n)-aproximacdni algoritmy.
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Vrcholové pokryti grafu

Méjme neorientovany graf G = (V, E). Vrcholové pokryti (vertex-cover)
grafu G je mnozina C C V takova, zZe pro kazdou hranu (u,v) € E plati,
Ze bud u € C nebo v € C.

Ukolem je najit pro zadany graf minimalni vrcholové pokryti.

Poznamka: Je znamo, ze se jednd o NP-Uplny problém.
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Vrcholové pokryti grafu

APPROX-VERTEX-COVER(G)

1 C<0

2 E—E

3 while E' £ 0

4 do vyber libovolnou hranu (u,v) z E’

5 C— CU{u,v}

6 odstrafi z E’ hrany incidentni s u nebo v
7 return C
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Vrcholové pokryti grafu

APPROX-VERTEX-COVER(G)

C—10
E'— E
while E' #£ ()
do vyber libovolnou hranu (u,v) z E’
C— CU{u,v}
odstraft z E’ hrany incidentni s u nebo v
return C

~NOoO ok~ W N
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Vrcholové pokryti grafu

APPROX-VERTEX-COVER je polynomidlni 2-aproximacni algoritmus.

Duikaz: Ozna¢me A mnozinu vSech hran vybranych v kroku 4. Jakékoliv
vrcholové pokryti musi obsahovat alespon jeden z koncovych vrcholl kazdé
hrany z A.

Pokud je C* minimalni vrcholové pokryti, pak |C*| > |A|.
Na druhou stranu, zjevné plati |C| =2 |A|, a tedy |C| <2-|C*|.

Je zjevné, ze APPROX-VERTEX-COVER ma polynomidlni ¢asovou
slozitost.
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Problém obchodniho cestujiciho

V problému obchodniho cestujiciho (traveling-salesman problem) je
vstupem plny neorientovany graf s ohodnocenim hran.

Ukolem je najit co nejkratsi okruzni cestu, ktera prochazi kazdym vrcholem
pravé jednou.
(Délku cesty pocitdme jako soucet ohodnoceni hran na této cesté.)

Problém obchodniho cestujiciho je NP-Gpliny.

(Jednoducha redukce z problému Hamiltonovské kruznice.)

Poznamka: V problému Hamiltonovské kruznice je vstupem neorientovany
graf G a otazka je, zda v grafu G existuje cyklus prochazejici kazdym
vrcholem pravé jednou.
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Problém obchodniho cestujiciho

Pokud P £ NP, pak pro zadnou konstantu p > 1 neexistuje polynomialni
p-aproximacni algoritmus resici problém obchodniho cestujiciho.

Dukaz: Predpokladejme, Ze by pro né€jaké p takovy algoritmus existoval.
Ukazeme, Ze pak by existoval polynomidlni algoritmus pro problém
Hamiltonovské kruZznice.

Problém Hamiltonovské kruznice je NP-tplny, nalezeni polynomidlniho
algoritmu by znamenalo, ze P = NP.
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Problém obchodniho cestujiciho

Necht G = (V/, E) je instance problému Hamiltonovské kruznice.

Instanci problému obchodniho cestujiciho G' = (V’, E’) sestrojime tak, Ze
V! = V a E’ obsahuje viechny mozné hrany, kterym pfifadime ohodnoceni

1 pokud (u,v) € E
C(”"’){ p-|VI+1  jinak

Jestlize graf G obsahuje Hamiltonovskou kruznici, pak v G’ existuje
okruzni cesta délky |V/|.

Jakakoliv okruzni cesta v G’, kterd obsahuje hranu, kterd neni v G, m3
délku vétsi nez p - |V]|.

Pokud v G Hamiltonovska kruznice existuje, p-aproximacni algoritmus
musi néjakou takovou kruznici vratit jako vyslednou okruzni cestu.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 27. listopadu 2006 42 / 45



Problém obchodniho cestujiciho

Uvazujme nyni variantu TSP, kde musi kazda trojice vrchold u, v, w
spliovat trojahelnikovou nerovnost

c(u,w) < c(u,v) + c(v,w).
V praxi je tato podminka casto splnéna.
Problém obchodniho cestujiciho ziistdva NP-Gplny i za této podminky.

Existuje vsak pro néj polynomialni 1.5-aproximacni algoritmus.

My si ukdZeme jednodussi 2-aproximacni algoritmus.
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Problém obchodniho cestujiciho

Predpokladejme, ze instanci TSP je graf G, a Ze optimalnim feSenim
(které nezname) je cesta H*.

@ Nejprve najdeme v grafu G minimalni kostru T.

Poznamka: Zjevné plati ¢(T) < c(H*), nebot odstranénim libovolné
hrany z H* vznikne kostra grafu G.

@ Vytvorime okruzni cestu W, kterd odpovida priichodu stromem T do
hloubky.

Poznamka: Kazdou hranu T prochazime dvakrat. Plati tedy
c(W)=2-¢(T) <2-|H*.

@ Z cesty W vypustime vrcholy, které jsme jiz navstivili. Diky
trojuhelnikové nerovnosti se tim mize délka cesty pouze sniZzit.
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