Jazyk rozpoznavany automatem

Uvazujme libovolny tah v grafu takovy, Ze:
@ Zadinad v pocatecnim stavu.

@ Kondi v nékterém z pfijimajicich stav(.

Symboly, jimiz jsou ohodnoceny hrany (tj. pfechody) v tomto tahu, tvofi
slovo, které je prijimano danym automatem.
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Jazyk rozpoznavany automatem

Jazyk rozpoznavany automatem je mnozina vsech slov, pro které v grafu
existuje takovyto tah.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Je ocividné, Ze pokud jazyk definujeme timto zpisobem, nemusime se
omezovat na grafy, kde:

@ Z kazdého stavu vede pravé jedna hrana oznacena danym symbolem
abecedy.

@ Mdme pravé jeden podatecni stav.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Takto obecnéji definovany automat se nazyva nedeterministicky
konecny automat.

Rozdily oproti deterministickym konecnym automatliim:

@ Z jednoho stavu muize vézt libovolny (i nulovy) podet pfechodd
oznacenych stejnym symbolem.

@ V automatu mize byt vic nez jeden pocatecni stav.

Pokud se na automat divdme jako na zafizeni ¢touci slovo, vidime, ze
jednomu slovu miize odpovidat vice nez jeden vypoclet (nebo naopak
zadny).
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
F (4, abb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
F (4, abb)
F (2,bb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
F (4, abb)
F (2,bb)
= (5b)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (3, babb)

[a[e]a]e]e]
F (4, abb)
F (2,bb)
F (5,b)
F(5,¢)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (2, babb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

(1, ababb)
- (2, babb)
(5, abb)
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky konecny automat prijima dané slovo, jestlize existuje
alespon jeden jeho vypocet, ktery vede k prijeti tohoto slova.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky konecny automat prijima dané slovo, jestlize existuje
alespon jeden jeho vypocet, ktery vede k prijeti tohoto slova.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

a b
—~11234 1
2 — 5
—3 — 4
4 2 3,5
—5 — 5

Priklad: Les reprezentujici vsechny mozné vypocty nad slovem abb.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Formalné je nedeterministicky konecny automat definovan jako pétice
(Q7 Ey 55 Ia F)

kde:

Q je kone¢nd mnozina stavi

> je konecnd abeceda

d:Qx X — P(Q) je prechodova funkce

I C Q je mnozina pocatecnich stavu

e © © 6 ¢

F C Q je mnoZina prijimajicich stavi
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—1] — 23
—212,3 3

3] 1 —
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—~1| — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—~1| — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b

—{1,2}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—~1| — 2,3
—212,3 3
311 —
b

—{1,2} {2,3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—~1| — 2,3
—212,3 3

311 —
b

{12} | {23}
{2,3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—~1| — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b

{12} | {23} {23}
{2,3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—~1| — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b

—{1,2} {2,3} {2,3}
{2,3} | {1,2,3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—~1| — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b

{12} | {23} {23}
{2,3} | {1,2,3}
—{1,2,3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
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a b

{12y | {23 {23}
{2,3} | {1.2,3t {3}
—{1,2,3}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—~1| — 2,3
—212,3 3
3 1 —
a b

{12y | {23 {23}
{2,3} | {1.2,3} {3}

—{1,2,3} | {1,2,3} {2,3}
{3} {1}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
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{12y | {23 {23}
(2,3} | {1,2,3} {3}
—{1,2,3} | {1,2,3} {2,3}
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—{1}
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—~1| — 2,3
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

’ a b
—1] — 23

—212,3 3

3] 1 -
a b a b
~{1,2} | {2,3} {2,3} —1]2 2
{2,3} |{1,2,3} {3} 213 4
«—{1,2,3} | {1,2,3} {2,3} ~3|3 2
{3} {1} 0 415 6
—{1} 0 {2,3} ~5|6 2
0 0 0 6|6 6
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Prevod nedeterministického automatu na deterministicky

Poznamka: Pri prevodu nedeterministického automatu, ktery ma n stavi,
muze mit vysledny deterministicky automat az 2" stavd.

Napriklad pri prevodu automatu, ktery ma 20 stavil, mlze vzniknout
automat, ktery ma 220 — 1048576 stavdl.

Casto ma sice vysledny automat podstatné méné nez 2" stavil, nicméné
tyto nejhorsi pripady obcas nastdvaji.
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

(1, ababb)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
(4, abb)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
(4, abb)
F (1, abb)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

(1, ababb)
- (3, babb)
(4, abb)

(1, abb)

(

}_
(2, bb)
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

Oproti nedeterministickému konecnému automatu ma zobecnény
nedeterministicky kone¢ny automat tzv. e-pfechody, tj. prechody
oznacené symbolem e¢.

P¥i provadéni e-prechodu se méni pouze stav ridici jednotky, ale hlava na
pasce se neposouva.

Poznamka: Vypocty zobecnéného nedeterministického automatu mohou
byt libovolné dlouhé a dokonce i nekonecné (pokud graf obsahuje cyklus
tvoreny e-pfechody) bez ohledu na délku slova na pésce.
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Zobecnény nedeterministicky konecny automat

Formalné je zobecnény nedeterministicky konec¢ny automat definovan
jako pétice
(Q,X%,6,1,F)
kde:
Q@ je kone¢nd mnozina stavil
. je konecna abeceda
d:Q x (2U{e}) — P(Q) je prechodova funkce

I € Q je mnozina pocatecnich stavi

e © 6 ¢ ¢

F C @ je mnozina pfijimajicich stavi
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Prevod na deterministicky konecny automat

Zobecnény nedeterministicky konecny automat je mozné prevést na
deterministicky podobnou konstrukci jako nedeterministicky konecny
automat, s tim rozdilem, Ze do mnozin stavii musime vzdy pfidat navic i
vSechny stavy dosazitelné danych stav( néjakou sekvenci e-prechodi.
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Zretézeni jazykl

¥ ={a,b,c,d}

Aq: Ax:

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 9. bfezna 2006 21/ 45



Zretézeni jazykl

¥ ={a,b,c,d}

Aq: Ax:

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 9. bfezna 2006 21/ 45



Zretézeni jazykl

¥ ={a,b,c,d}

A13 A2Z

Chybna konstrukce:

acdbac € L(A), ale acdbac & (A1) - L(Ap)
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Zretézeni jazykl
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M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 9. bfezna 2006 22 / 45



lterace jazyka
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Uzavrenost mnoziny v{i¢i operacim

Predpoklddejme, Zze madme dany mnoziny X a Y, kde X C Y, a déle
néjakou operaci f : Y X Y x---xY =Y.

O mnoziné X fekneme, ze je uzaviena vidi operaci f, jestlize plati, ze
pokud x1,x2, -, xk € X, pak f(x1,x2, -+ ,xx) € X.

Priklad: Uvazujme mnozinu pfirozenych ¢isel N = {0,1,2,3,...} a
mnozinu redlnych disel R.

@ Mnozina N je uzavrend vici operacim 4 a X, ale neni uzavrend vidi
operacim — a /.

Napfiklad 3+5€ N, ale3-5¢Na3/5¢N

@ Mnozina R je uzavfend viéi operacim +, x, —, /.
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Uzavrenost tridy reguldrnich jazyki

Mnozina (vSech) reguldrnich jazykd je uzaviena vici operacim:

(]

sjednoceni
praniku
dopliku

°
°

@ zretézeni
@ iteraci

°

Poznamka: Jazyk je reguldrni, pokud existuje kone¢ny automat, ktery ho
rozpoznava.

Existuji i jazyky, které nejsou reguldrni.
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Regularni vyrazy

Jako napriklad v aritmetice mizeme pomoci operdtorli + a x vytvéret
vyrazy jako
(5+3) x4

muzeme v teorii formalnich jazyk( pomoci operdtord +, - a * vytvaret
tzv. regularni vyrazy, jako tfeba

(0+1)-0*
které reprezentuji jazyky.

Jako je hodnotou aritmetického vyrazu (5 + 3) x 4 Cislo 32, je hodnotou
reguldrniho vyrazu (0 + 1) - 0* jazyk

({oyu{1})-{o}"
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Regularni vyrazy

Induktivni definice regularnich vyraz( nad abecedou :
o (), £, a (kde a € X) jsou regularni vyrazy:

() ... oznaluje prazdny jazyk
£ ... oznaluje jazyk {c}
a ... oznaluje jazyk {a}

o Jestlize o, 3 jsou regularni vyrazy, pak i (a+ ), (a- f3), (a*) jsou
reguldrni vyrazy:

(a4 B) ... oznaluje sjednoceni jazyk(l oznalenych o a 3
(- B) ... oznaluje zfetézeni jazykl oznalenych o a [
(a*) ... oznaluje iteraci jazyka oznaceného «

@ Neexistuji zadné dalsi regularni vyrazy nez ty definované podle
predchozich dvou bodd.

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 9. brezna 2006 28 / 45



Regularni vyrazy

Ptiklad:

@ Podle definice jsou 0 i 1 regularni vyrazy.
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Regularni vyrazy

Ptiklad:

@ Podle definice jsou 0 i 1 regularni vyrazy.

@ Protoze 0 i 1 jsou regularni vyrazy, je i (0 + 1) reguldrni vyraz.
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Regularni vyrazy

Priklad:
@ Podle definice jsou 0 i 1 regularni vyrazy.
@ Protoze 0 i 1 jsou regularni vyrazy, je i (0 + 1) reguldrni vyraz.

@ Protoze 0 je reguldrni vyraz, je i (0*) reguldrni vyraz.
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Ptiklad:
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@ Protoze 0 je reguldrni vyraz, je i (0*) reguldrni vyraz.

@ Protoze (0+ 1) i (0*) jsou regularni vyrazy, jei ((0+1)-(0%))
regularni vyraz.
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Regularni vyrazy

Priklad:
@ Podle definice jsou 0 i 1 regularni vyrazy.
@ Protoze 0 i 1 jsou regularni vyrazy, je i (0 + 1) reguldrni vyraz.
@ Protoze 0 je reguldrni vyraz, je i (0*) reguldrni vyraz.
@ Protoze (0+ 1) i (0*) jsou regularni vyrazy, jei ((0+1)-(0%))

regularni vyraz.

Poznamka: Jestlize « je regularni vyraz, zapisem [«] oznalujeme jazyk
definovany regularnim vyrazem a.

[((041)-(0")] = {0, 1, 00, 10, 000, 100, 0000, 1000, 00000, ...}
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Regularni vyrazy

vrvs

ndsleduji pravidla:

@ Vynechdvdme vnéjsi par zavorek.

@ Vynechdvdme zavorky, které jsou zbytecné vzhledem k asociativité
operaci sjednoceni (+) a zfetézeni (-).

@ Vynechdvame zavorky, které jsou zbytecné vzhledem k priorité operaci
(nejvyssi prioritu ma iterace (*), mensi zfetézeni () a nejmensi
sjednoceni (+)).

@ Nepiseme teCku pro zretézeni.

Ptiklad: Misto
(((((0-1)7)-1)- (1-1)) + (((0-0) +1)7))

obvykle piseme

(01)*111 + (00 + 1)*
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.
0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0

01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

0* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.
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0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

0* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...
(01)* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 01, 0101, 010101, ...

(0+1)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy nad abecedou {0, 1}
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.

0
01
0+1

o
(01)"
(0+1)*
(04 1)*00

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0

. jazyk tvoreny jedinym slovem 01

. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy €, 0, 00, 000, ...

. jazyk tvoreny slovy ¢, 01, 0101, 010101, ...

. jazyk tvofeny vSemi slovy nad abecedou {0, 1}

. jazyk tvoreny vsemi slovy koncicimi 00
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vsech pfipadech ¥ = {0,1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
041 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

0* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...
(01)* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 01, 0101, 010101, ...
(0+1)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy nad abecedou {0, 1}
(04 1)*00 ... jazyk tvoreny vSemi slovy konc&icimi 00

(01)*111(01)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy obsahujicimi podslovo 111
predchazené i nasledované libovolnym poctem slov 01
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Regularni vyrazy

(0+1)*00 4 (01)*111(01)* ... jazyk tvoreny viemi slovy, kterd bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
nasledované libovolnym poctem slov 01
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Regularni vyrazy

(0+1)*00 4 (01)*111(01)* ... jazyk tvoreny viemi slovy, kterd bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
nasledované libovolnym poctem slov 01

(0+1)*1(041)* ... jazyk tvofeny viemi slovy obsahujicimi alespon
jeden symbol 1
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Regularni vyrazy

(0+1)*00+ (01)*111(01)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy, kterd bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
nasledované libovolnym poctem slov 01

(0+1)*1(041)* ... jazyk tvofeny viemi slovy obsahujicimi alespon
jeden symbol 1

(0*10%10%)* ... jazyk tvoreny vSemi slovy obsahujicimi sudy pocet
symboll 1
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Regularni vyrazy

Strukturu reguldrniho vyrazu si mizeme znazornit jako strom:

(((((0-1)7)-1) - (1-1)) + (((0-0) + 1)7))
M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky




Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Kazdy jazyk, ktery je mozné vyjadrit regularnim vyrazem, je regularni
(tj. rozpoznavany néjakym kone¢nym automatem).

Duakaz: Stadi ukazat, jak k danému reguldrnimu vyrazu « zkonstruovat
kone¢ny automat, ktery rozpoznava jazyk [«].

Konstrukce je rekurzivni a postupuje podle struktury vyrazu a:

@ Pokud je o elementérni vyraz (tj. ), € nebo a):
@ Sestrojime pfimo odpovidajici automat.

@ Pokud je « tvaru (6 +7), (8- ~) nebo (5*):
o Rekurzivné sestrojime automaty rozpozndvajici jazyky [5] a [v].
@ Z nich sestrojime automat rozpozndvajici jazyk [a].

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 9. brezna 2006 34 /45



Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Automaty pro elementarni vyrazy:

~O ~0 ~0O—2-0

0 € a
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Konstrukce pro sjednoceni:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Konstrukce pro zretézeni:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Konstrukce pro zretézeni:

Konstrukce pro iteraci:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Konstrukce pro zretézeni:

Konstrukce pro iteraci:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:

—~0——0
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Prevod regularniho vyrazu na konec¢ny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1)-1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny

Pokud se vyraz « skladd z n znaki (nepocitdme-li zavorky), ma vysledny
automat:

@ nejvyse 2n stavil,

@ nejvySe 4n prechodl.

Poznamka: Prevodem ze zobecnéného nedeterministického automatu na
deterministicky vSak miize poclet stavil vzrist exponencidlné, tj. vysledny
automat pak miZe mit az 22" = 4" stavd.
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Kazdy regularni jazyk je mozné popsat n€jakym regularnim vyrazem.

Dukaz: Staci ukazat, jak pro libovolny kone¢ny automat A zkonstruovat
reguldrni vyraz « takovy, ze [a] = L(A).

@ A upravime tak, aby mél pravé jeden pocatecni a pravé jeden koncovy
stav.

@ Budeme postupné odebirat jednotlivé stavy.
@ Prechody budou oznaceny reguldrnimi vyrazy.

@ Zbude automat se dvéma stavy — pocdte¢nim a koncovym, a jednim
prechodem ohodnocenym vyslednym regularnim vyrazem.
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Hlavni myslenka: PFi odstraniovani stavu g nahradit pro kazdou dvojici
zbylych stavii g, qi cestu z g; do g, vedouci pres g.

Po odstranéni stavu g:
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

o

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 9. bfezna 2006 41 / 45



Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 9. bfezna 2006 41 / 45



Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

M. Kot, Z. Sawa (VSB-TU Ostrava) Uvod do teoretické informatiky 9. bfezna 2006 41 / 45



Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

a(b+ aa)*

b+ a(b + aa)*ab ¢+ (a+ba)(b+aa)"

bb + (a + ba)(b + aa)*ab
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

a(b + aa)*+
(b + a(b + aa)*ab)
(bb + (a + ba)(b + aa)*ab)*

(e + (a+Dba)(b+ aa)*)
—( ©
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Ekvivalence konecnych automatd a regularnich vyrazi

Jazyk je reguldrni pravé tehdy, kdyz je ho mozné popsat reguldrnim
vyrazem.
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V praxi pouzivané regularni vyrazy

Regularni vyrazy jsou pouzivany v celé radé riznych nastroja.

Priklady:
@ Knihovna regex jazyka C.
Package java.util.regex v jazyce Java.

Modul re v jazyce Python.

Unixové utility pro zpracovani textovych souborli grep, sed a awk.

0

0

@ Programovaci jazyk Perl.

°

@ Generatory lexikalnich analyzator(i lex a flex.
°

Textové editory (vi, vim, emacs, ...).
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V praxi pouzivané regularni vyrazy

Bézné pouzivand syntaxe (mezi jednotlivymi néstroji jsou vsak drobné
rozdily):

. zastupuje libovolny znak

aff ... zfetézenia a 8

alB ... sjednoceni a a 3
a* ... iterace o
a+ ... totéz, co o
a? ... totéz, coa+¢

a{m} ... totéZ co m krit «
a{m,n} ... a minimdlné m krat, maximalné n krat

(o) ... zévorky
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V praxi pouzivané regularni vyrazy

[xyz] ... libovolny ze znaki x, y, z
["xyz] ... libovolny znak, kromé x, y, z
[a-f] ... libovolny ze znaki a, b, ¢, 4, e, £
- . zacatek radku
$ ... konec radku
\c ... znak c

Priklad: spravné vytvorenad e-mailova adresa

~[La-zA-Z0-9\.\-1+@[_a-zA-Z0-9\.\-1+\. [a-zA-Z]{2,4}$

Poznamka: Podrobnéjsi informace najdete napriklad v seridlu ,,Regularni
vyrazy" autora Pavla Satrapy na

http://www.root.cz/serialy/regularni-vyrazy/
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