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Cviceni 2

Priklad 1: Na néasledujicim obrazku jsou zobrazeny diagramy dvou deterministickych ko-
necnych automatia M; a Ms. Odpovézte na nasledujici otazky tykajici se téchto automatt.

Jaky je pocatecni stav M;?
Jaka je mnozina ptijimajicich stav M;?

Jaky je pocatecni stav Msy?

Jakou sekvenci stavu projde M pii vstupu aabb?

)
)
)
d) Jaka je mnozina pfijimajicich stavi My?
)
) Piijimé M; slovo aabb?

)

Prijima My slovo €7

Cviceni 3
Priklad 2:
a) Uvedte forméalni definici automatia M; a My zobrazenych v ptikladé 1.

b) Automat M je formalné definovan jako ({q1, g2, q3, 44,95}, {u,d},d, q3,{q3}), kde funkce o
je dana nasledujici tabulkou. Nakreslete stavovy diagram tohoto automatu.

u d
q | @1 Qg2
q2 | 91 g3
q3 | 92 44
q4 | 43 G5
q5 | 44 G5

c) Uvedte stavové diagramy deterministickych koneénych automati, které rozpoznavaji na-
sledujici jazyky. V obou pfipadech je abeceda {0, 1}:

e {w | w za¢ind znakem 1 a konéi znakem 0}.
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e {w | w obsahuje alespon tii znaky 1}.

Priklad 3: Uvedte stavové diagramy deterministickych kone¢nych automatii, které rozpo-
znévaji nasledujici jazyky. Ve vSech pripadech je abeceda {0, 1}.

a) {w | w obsahuje podslovo 0101, tj. w = 0101y pro néjaka x a y}.

b) {w | w ma délku alespon 3 a jeho tieti symbol je 0}.

¢) {w | w za¢ind symbolem 0 a jeho délka je licha, nebo za¢ind symbolem 1 a jeho délka je sudd}.
)

d) {w | w neobsahuje podslovo 110}.

Priklad 4: Uvedte stavové diagramy deterministickych kone¢nych automatii, které rozpo-
znévaji nasledujici jazyky. Ve vSech pripadech je abeceda {0, 1}.

a) {w | délka slova w je nejvyse 5}.

b) {w | w je libovolné slovo, kromé 11 a 111}.

¢) {w | na vsech lichych pozicich slova w se vyskytuje symbol 1}.
)

d) {w | w obsahuje nejméné dva symboly 0 a nejvyse jeden symbol 1}.

Priiklad 5: Uvedte stavové diagramy deterministickych konecnych automati, které rozpo-
znévaji nésledujici jazyky. Ve vSech ptfipadech je abeceda {0, 1}.

a) {0,¢}.

b) {w | w obsahuje sudy pocet symbolti 0 nebo pravé dva symboly 1}.
¢) Prazdna mnozina.

d)

Vsechna slova kromé prazdného slova.

Priklad 6: Pro kazdy z nasledujicich jazyki navrhnéte nedeterministicky koneény automat
s danym poc¢tem stavi. (Ve vSech piipadech je abeceda {0,1}.)

a) Pro jazyk {w | w konéi 00} se tfemi stavy.
b) Pro jazyk {w | w obsahuje podslovo 0101, tj. w = 20101y pro néjakd = a y} s péti stavy.

c) Pro jazyk {w | w obsahuje sudy pocet symboli 0 nebo pravé dva symboly 1} se Sesti
stavy.

Priklad 7: Pro kazdy z nasledujicich jazyka navrhnéte nedeterministicky konecny automat
s danym poc¢tem stavii. (Ve vSech pfipadech je abeceda {0,1}.)
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a) Pro jazyk {0} se dvéma stavy.

)
b) Pro jazyk {0°170% | 4,5 > 0, k > 1} se tfemi stavy.
c) Pro jazyk {¢} s jednim stavem.

)

d) Pro jazyk {0°|i > 0} s jednim stavem.

Priklad 8: Sestrojte nedeterministické koneéné automaty rozpoznavajici sjednoceni nasle-
dujicich jazyku (abeceda je ve vSech ptipadech {0,1}):

a) Jazyka L1 = {w | w za¢ind znakem 1 a kon¢i znakem 0}
a jazyka Lo = {w | w obsahuje alespon tfi znaky 1}.

b) Jazyka L3 = {w | w obsahuje podslovo 0101, tj. w = 0101y pro néjaka = a y}
a jazyka Ly = {w | w neobsahuje podslovo 110}.

Priklad 9: Ukazte, Ze ke kazdému nedeterministickému koneé¢nému automatu lze sestrojit
ekvivalentni nedeterministicky kone¢ny automat s pravé jednim prijimajicim stavem.

Pozndmka: Uvazujte pouze nedeterministické automaty bez e-prechodii. Dejte pozor na pii-
pad, kdy € € L(A).

Priklad 10:

a) Ukazte, ze pokud M je deterministicky koneény automat rozpoznévajici jazyk B, pak po-
kud prohodime v M pfijimajici a nepfijimajici stavy, dostaneme deterministicky koneény
automat piijimajici doplnék B, z ¢ehoz plyne, Ze tfida regularnich jazyki je uzaviena
viaci doplnku.

b) Ukazte na néjakém konkrétnim piikladé, ze jestlize M je nedeterministicky konecény au-
tomat rozpoznavajici jazyk C, pak prohozeni jeho pfijimajicich a nepfijimajicich stavi
nemusi nutné vést k automatu, ktery by rozpoznaval doplnék jazyka C'. Je tfida jazyku
rozpoznavanych nedeterministickymi kone¢nymi automaty uzaviena vzhledem k doplnku?
Vasi odpovéd zdtvodnéte.

Priklad 11: Zkonstruujte k obéma nésledujicim nedeterministickym automatim ekviva-
lentni deterministické kone¢né automaty.

OBDL

bl|a,b
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Priklad 12:

a) Definujme B,, = {a* | k je nasobkem n}. Ukazte, Ze pro libovolné n > 1 je jazyk B,
regularni.

b) Definujme C,, = {x € {0,1}* | x je binarni ¢islo, které je nasobkem n}. Ukazte, Ze pro
libovolné n > 1 je jazyk C), regularni.

Cviceni 4
Priklad 13: Definujme néasledujici jazyk nad abecedou {0, 1}*:
D = {w | w obsahuje stejny pocet vyskytii podslov 01 a 10}.

Napriklad slovo 101 patii do D, protoze 101 obsahuje jednou 01 a jednou 10, ale napiiklad
slovo 1010 nepatti do D, protoze 1010 obsahuje dvakrat 10, ale jen jednou 01.
Ukazte, ze D je regularni jazyk.

Priklad 14: Sestrojte zobecnéné nedeterministické koneéné automaty rozpoznévajici zreté-
zeni nésledujicich jazyku (abeceda je ve vSech pfipadech {0,1}):

a) Jazyka L1 = {w | délka slova w je nejvyse 5}
a jazyka Lo = {w | na vSech lichych pozicich slova w se vyskytuje symbol 1}.

b) Jazyka L3 = {w | w obsahuje alespon tfi znaky 1} a jazyka L4 = 0.

Priklad 15: Sestrojte zobecnéné nedeterministické koneéné automaty rozpoznavajici iterace
néasledujicich jazyki (abeceda je ve vSech pfipadech {0, 1}):

a) Jazyka L1 = {w | w obsahuje alespon tfi znaky 1}.
b) Jazyka Lo = {w | w obsahuje nejméné dva symboly 0 a nejvysSe jeden symbol 1}.

c) Jazyka L3 = ().

Priklad 16: Ukazte na protiptikladu, Ze nésledujici konstrukce nedokazuje, Ze tiida regular-
nich jazyki je uzaviend vidi iteraci. (Jinymi slovy, ukazte néjaky koneény automat M takovy,
ze zkonstruovany M’ nerozpoznava iteraci jazyka L(M)). Popiste, pro¢ dana konstrukce ne-
funguje a jak by se dala opravit.

KONSTRUKCE: Méjme koneény automat M = (Q, X, d, qo, F') rozpoznavajici jazyk Li. Auto-
mat M’ = (Q',%, ¢, q, F') rozpoznavajici jazyk L zkonstruujeme nasledovné:

e Q=0
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® gy =qo
o F'={q}UF

e Funkci ¢ definujeme pro libovolné ¢ € Q' a a € ¥ U {e} nésledovné:

5 (g.a) = d(q,a) pokud ¢ € F' nebo a # ¢
’ d(q,a) U{qo} pokudge Faa=c¢

Priklad 17: Uvedte regularni vyrazy generujici nasledujici jazyky. Ve vSech pfipadech je
abeceda {0,1}.

a) {w | w za¢ind znakem 1 a konéi znakem 0}.
b) {w | w obsahuje alespon t¥i znaky 1}.

¢) {w | w obsahuje podslovo 0101, tj. w = 20101y pro néjakd = a y}.

)
)
)
d) {w | w ma délku alesponi 3 a jeho tfeti symbol je 0}.
e) {w | w za¢ind symbolem 0 a jeho délka je lichd, nebo za¢ind symbolem 1 a jeho délka je sudé}.
f) {w | w neobsahuje podslovo 110}.

)

g) {w | délka slova w je nejvyse 5}.

Priiklad 18: Uvedte regularni vyrazy generujici nésledujici jazyky. Ve vSech pripadech je
abeceda {0,1}.

a) {w | w je libovolné slovo, kromé 11 a 111}.

b) {w | na vSech lichych pozicich slova w se vyskytuje symbol 1}.

¢) {w | w obsahuje nejméné dva symboly 0 a nejvyse jeden symbol 1}.
d) {0,e}.

e) {w | w obsahuje sudy pocet symboli 0 nebo pravé dva symboly 1}.
f) Prazdna mnozina.
g)

Vsechna slova kromé prazdného slova.

Priklad 19: Ke kazdému z néasledujicich regularnich vyrazi sestrojte odpovidajici nedeter-
ministicky konec¢ny automat:

a) (0+1)*000(0 + 1)*

b) ((00)*11 + 01)*
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c) 0*

Priiklad 20: Pro kazdy z nésledujicich jazykt uvedte alespoii dvé slova, kterd do néj patii,
a alespon dvé slova, kterd do néj nepatii. Ve vSech pripadech predpokladejte, ze se jedna
o jazyky nad abecedou ¥ = {a,b}.

a) a*b*
a(ba)*b
a* +b*

(aaa)*

aba + bab

)
)
)
e) YraY*bY*a¥*
)
g) (e+a)b
)

h) (a+ ba-+ bb)X*

Priklad 21: K obéma nasledujicim automatiim sestrojte ekvivalentni regularni vyrazy:

@ )a

Priklad 22: Zrcadlovym obrazem libovolného slova w = ajas---a, je slovo, oznacované
w’, které je stejné jako slovo w az na to, ze jeho znaky jsou zapsany v opaéném potadi,
tj. wf* = a, - - - aza;. Pro libovolny jazyk L definujme LT = {wf | w € L}.

Ukazte, ze jestlize L je regularni, pak i L je regularni.

Cviceni 5
Priklad 23: Ukazte, ze nasledujici jazyky nejsou regularni:
a) Ly = {0"1"2" | n > 0}

b) Ly = {ww | w € {a,b}*}
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Priklad 24: Popiste, kde je chyba v nésledujicim dtkaze, Ze jazyk 0*1* neni regulérni.
(N¢jaka chyba zde musi byt, protoze jazyk 0*1* je regularni.)

DUKAZ: Jedna se o diikaz sporem. Predpokladejme, Ze jazyk 0*1* je regularni. Podle pumping
lemmatu existuje urc¢ita konstanta n. Zvolme z = 01", Slovo z zjevné patii do jazyka 0*1*.
Na druhou stranu vidime, Ze pumpovanim urcitého podslova dostaneme slovo, které do tohoto
jazyka nepatfi. Dospéli jsme ke sporu, a jazyk 0*1* tedy nemuze byt regularni.

SIS

Abeceda X3 tedy obsahuje vSechny trojice symboli 0 a 1. Na slovo tvofené symboly ze X3 se
miizeme divat jako na trojici radkt tvorenych symboly 0 a 1. Povazujme kazdy takovy radek
za zapis Cisla ve dvojkové soustavé a definujme

Priklad 25: Definujme

B = {w € X3 | spodni fadek slova w je souctem obou hornich fadk} .

Ukazte, ze jazyk B je regularni.

Ndvod: Je snadnéjsi pracovat s jazykem B'. Muzete predpokladat, ze tvrzeni z piikladu 22
plati.

Priklad 26: Definujme

m={[SL2 BB

Abeceda X5 tedy obsahuje vSechny dvojice symboli 0 a 1. Na slovo nad abecedou X5 se
miizeme divat jako na dva fadky symboli 0 a 1, které miizeme chapat jako zapisy cisel ve
dvojkové soustavé. Definujme jazyk

C = {w € 35 | spodni fadek slova w je trojnasobkem horniho fadku} .

Napriklad [ g H 0 H ! H g } € C, ale { 0 H 0 H (1) } ¢ C. Ukazte, ze jazyk C je regularni.

1 1 1 1

(Muzete predpoklddat, ze plati tvrzeni z prikladu 22.)

Priklad 27: Definujme abecedu 5 stejné jako v prikladé 26. Povazujme oba fadky za zapis
binarnich ¢isel a definujme

D = {w € ¥y | v hornim fadku slova w je vétsi ¢islo nez ve spodnim} .

0 0 0 0 1 0

Napiiklad {0}[1”1”0} € D, ale ["HO}[ng} ¢ D. Ukaite, ze jazyk D je

regularni.

Priklad 28: Definujme abecedu X5 stejné jako v prikladé 26. Povazujme horni a spodni
fadek za slova v abecedé {0,1} a definujme

E = {w € X9 | spodni fadek slova w je zrcadlovym obrazem horniho fadku slova w} .



8 Uvod do teoretické informatiky — Zapoctové piiklady

Ukazte, ze jazyk E neni regularni.

Priklad 29: Uvazujme nésledujici novy typ koneéného automatu nazvany universdlni nede-
terministicky konecny automat. Universalni nedeterministicky koneény automat M je pétice
(Q,%,0,q, F), ktera prijimé slovo w € ¥* pravé tehdy, jestlize vSechny mozné vypocty auto-
matu M na slové w skonéi v néjakém stavu z F'. VSimnéte si, Ze naproti tomu bézny nede-
terministicky kone¢ny automat prijima slovo w, jestlize existuje alespon jeden vypocet, ktery
skon¢i v prijimajicim stavu. Ukazte, Ze universalni nedeterministické automaty rozpoznavaji
pravé tridu regularnich jazykt.

Priklad 30: Méjme abecedu ¥ = {0,1,+,=} a definujme jazyk

ADD = {z=y+z | z, y a z jsou binarni ¢isla a z je souctem y a z}

Ukazte, Ze jazyk ADD neni regularni.

Priklad 31: Ukazte, ze jazyk
F ={a’c* |i,j,k >0, apokud i =1, pak j = k}
spliuje vsechny podminky podminky pumping lemmatu, a pfesto neni regularni. Vysvétlete

proc¢ tento fakt neni ve sporu s pumping lemmatem.

Priklad 32: Ukazte, ze pro kazdé k > 1 existuje jazyk Ax C {0,1}*, ktery je rozpoznéavan
néjakym deterministickym koneénym automatem s k stavy, ale neni rozpoznavan zadnym
deterministickym koneénym automatem s k — 1 stavy.

Cviceni 6
Priklad 33: Méjme nasledujici gramatiku:

E — E+T‘T
T — T*F|F
F — (E)\a

Uvedte deriva¢ni strom a derivaci pro kazdé z nésledujicich slov:

a) a

b) a+a
c) atata
d) ((a))
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Priklad 34: Odpovézte na nésledujici otazky tykajici se nasledujici bezkontextové grama-
tiky G-

R — XRX|S
S — aTb|bTa
T — XTX | X |e
X — alb

a) Co jsou mnoziny terminali a netermindla gramatiky G 7
b) Uvedte ptiklad tii slov, ktera patii do L(G).
c) Uvedte ptiklad t¥i slov, kterd nepatii do L(G).
d) Plati nebo neplati T' = aba?

e) Plati nebo neplati ' =" aba?

f) Plati nebo neplati T'= T'7

g) Plati nebo neplati 7' =*T'?

h) Plati nebo neplati XXX =* aba?

i) Plati nebo neplati X =* aba?

j) Plati nebo neplati T =* XX 7

k) Plati nebo neplati 7' =* X X X ?

1) Plati nebo neplati S =* ¢?

m) Popiste slovné jazyk L(G).

Priklad 35: Uvedte bezkontextovou gramatiku pro kazdy z nasledujicich jazyka. Ve vsech
ptipadech je abeceda ¥ = {0,1}.

a) {w | w obsahuje alespon t¥i symboly 1}

b) {w | w za¢ina i konéi stejnym symbolem}

c) {w | délka w je licha}

d) {w | délka w je lichd a prostfedni symbol je 0}
e) {w|w=wf}

f) prazdny jazyk
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Priklad 36: Méjme nésledujici gramatiku generujici anglické véty:

(SENTENCE
(NOUN-PHRASE
(VERB-PHRASE
(PREP-PHRASE

(CMPLX-NOUN
(CMPLX-VERB
(ARTICLE
(NOUN

(VERB

(PREP

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

(NOUN-PHRASE) (VERB-PHRASE)

(CMPLX-NOUN) | (CMPLX-NOUN)(PREP-PHRASE)
(CMPLX-VERB) | (CMPLX-VERB)(PREP-PHRASE)
(PREP)(CMPLX-NOUN)

(

ARTICLE)(NOUN)
(VERB) | (VERB)(NOUN-PHRASE)
a | the

boy | girl | flower
touches | likes | sees
with

Ukazte, ze odvozeni slova ‘the girl touches the boy with the flower’ odpovidajiv této
gramatice dva riizné deriva¢ni stromy. Uvedte tyto stromy a odpovidajici levé derivace a slovné
popiste, jak se budou lisit vyznamy této véty v zavislosti na pouzitém odvozeni.

Priiklad 37: Uvedte bezkontextovou gramatiku, kterd generuje nasledujici jazyk:

A={a'b’c" |i,j k> 0abudi=jnebo j=k}.

Je vaSe gramatika jednoznacna? Uvedte pro¢ ano nebo proc¢ ne.

Priklad 38: Méjme gramatiku G = (II, X, S, P), kde IT = {S,T,U}, ¥ = {0,#} a kde P

obsahuje nasledujici pravidla

a) Popiste slovné jazyk L(G).

S — TT|U
T — 0T |TO|#
U — 0U00 | #

b) Dokazte, ze L(G) neni regularni.

Cviceni 7

Piiklad 39: Uvedte zdsobnikové automaty rozpoznavajici nasledujici jazyky. Abeceda je

v obou ptipadech {0,1}.

a) {w | délka w je liché a prostfedni symbol je 0}

b) {w | w obsahuje vice symbolt 1 nez 0}
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Priklad 40:
a) Uvedte zasobnikovy automat, ktery rozpoznava jazyk A z ptikladu 37.

b) Pokuste se navrhnout deterministicky zasobnikovy automat rozpoznévajici tento jazyk,
a pripadné zdtvodnit, pro¢ to nejde.

Priklad 41: Ukazte, jak k libovolnému regularnimu vyrazu zkonstruovat ekvivalentni bez-
kontextovou gramatiku, tj. gramatiku generujici stejny jazyk. Vyuzijte toho, ze tiida regular-
nich jazykt je uzavienda vzhledem ke sjednoceni, zietézeni i iteraci.

Uvedte, pro¢ z této konstrukce vyplyva, ze tiida reguldrnich jazykt je obsaZena ve tiidé
bezkontextovych jazyki.

Priklad 42: Necht C je néjaky bezkontextovy jazyk a necht R je néjaky regularni jazyk.
Ukazte, ze jazyk C'N R je bezkontextovy.

Poznamka: Vyuzijte toho, ze kazdy bezkontextovy jazyk je rozpoznavan néjakym zasobniko-
vym automatem.

Priklad 43: Predpokladejme, Ze mame danu néjakou bezkontextovou gramatiku G, jejiz
kazdé pravidlo je jednoho ze dvou nésledujicich typi:

e Na pravé strané jsou dva neterminaly (a zadné terminély), naptiklad X — Y Z.
e Na pravé strané je pouze jeden termindl, napiiklad X — a.

(Poznamka: O takové gramatice fikame, Ze je v Chomského normélni formé.)
Ukazte, ze pro libovolné slovo w € L(G) délky n, kde n > 1, plati, ze jakékoliv derivace
tohoto slova v gramatice G méa pravé 2n — 1 kroka.

Cviceni 8
Priklad 44: Ukazte, ze nasledujici problém je rozhodnutelny:

VsTUP: Deterministicky koneény automat A a regularni vyraz ~.

OTAzKA: Jsou A a «y ekvivalentni, tj. plati L(A) = [y]?

Priklad 45: Ukazte, ze nasledujici problém je rozhodnutelny:

VSTUP: Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat A.
OTAzKA: Plati L(A) = ¥*7

Priklad 46: Ukazte, ze nasledujici problém je rozhodnutelny:
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VsTupP: Regularni vyraz a.

OTAzKA: Existuje néjaké slovo w € [a] takové, Ze w = 2111y pro néjakd = a y?

Priklad 47: Ukazte, ze nasledujici problém je rozhodnutelny:

VsTUP: Deterministicky koneény automat A.
OTAzKA: Plati, 7ze w € L(A) pravé kdyz w? € L(A)?

Priklad 48: Navrhnéte Turinguv stroj, ktery rozpoznava nasledujici jazyk:

L= {a"?c | n>1}

Priklad 49: Navrhnéte Turinguv stroj, ktery fesi nasledujici problém:

Vstup: Slovo tvaru z+y, kde x,y € {0,1}*.

VysTup: Slovo z € {0,1}* reprezentujici v bindrnim zapise soucet hodnot z a y,
pokud se na né divame jako na binarni c¢isla.

Cviceni 9
Priklad 50: UkazZte, Ze existuje polynomiélni algoritmus fesici nésledujici problém:

VSTUP: Deterministicky koneény automat A.
OTAzKA: Plati L(A) =X*7?

Priklad 51: UkaZte, Ze existuje polynomiélni algoritmus fesici nasledujici problém:

VsTup: Bezkontextova gramatika G.
OTAzKA: Plati e € L(G)?

Priklad 52: Ukazte, ze existuje polynomiélni algoritmus fesici nasledujici problém:

VsTUP: Deterministicky koneény automat A.
OTAZKA: Je jazyk L(A) nekonecny?

Priklad 53: UkazZte, ze existuje polynomiélni algoritmus fesici nasledujici problém:
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VsTUP: Deterministicky koneény automat A a symbol a € 3.

OTAZKA: Plati, ze jazyk L(A) neobsahuje zadné slovo obsahujici lichy pocet sym-
boli a?

Priklad 54: Ukazte, Zze problém, zda dané bezkontextova gramatika generuje alespon jedno
slovo z 1%, je rozhodnutelny v polynomialnim case. Tj. ukazte, Ze existuje polynomidlni algo-
ritmus FeSici nasledujici problém:

VsTup: Bezkontextova gramatika G.
OTAzZKA: Je 1*NL(G) #07?

Priklad 55: Ukazte, ze nasledujici problém je rozhodnutelny v polynomidlnim case:

VsTUP: Orientovany graf G.

OTAZKA: Je graf G silné souvisly?

Poznamka: Graf G je silné€ souvisly, jestlize pro libovolné dva jeho vrcholy u a v plati, ze
existuje (orientovand) cesta z u do v iz v do w.

Cviceni 10

Priklad 56: Urcete, které z nasledujicich vztahi plati a které ne:

Priklad 57: Urcete, které z nasledujicich vztahi plati a které ne:
a) n € o(2n)

)
b) 2n € o(n?)
c) 2" € o(3")

)

d) 1 €o(n)
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e) n € o(logn)
f) 1 €o(1/n)

Priklad 58: Necht f(n)a g(n) jsou funkce z N do R™, kde R™ ozna¢uje mnozinu nezdpornych
realnych ¢éisel. Pouzitim zékladnich definic dokazte, ze max(f(n),g(n)) = O(f(n) + g(n)).

Priklad 59: Dokazte, Ze:
a) nl € w(2")
b) n! € o(n™)
c)

logy(n!) € ©(nlogn)

Piiklad 60: Necht f(n)a g(n) jsou funkce z N do R™, kde R ozna¢uje mnozinu nezdpornych
realnych ¢isel. Dokazte nebo vyvrafte nasledujici tvrzeni:

a) Z f(n) € O(g(n)) plyne g(n) € O(f(n)).
b) f(n)+ g(n) € O(min(f(n), g(n))).
¢) Z f(n) € O(g(n)) plyne 2/ ¢ O(290).

Piiklad 61: Necht f(n)a g(n) jsou funkce z N do R™, kde R ozna¢uje mnozinu nezdpornych
realnych ¢isel. Dokazte nebo vyvrafte nasledujici tvrzeni:

a) f(n) € O((f(n))?).
b) Z f(n) € O(g(n)) plyne g(n) € Q(f(n)).
c) f(n) +o(f(n)) € O(f(n)).

Priklad 62: Co nejpiesnéji odhadnéte, jak rychle rostou nésledujici rekurentné definované
funkce:

(n) = 4T(n/2)
b) T(n) = 4T (n/2) + n?
c) T(n) =4T(n/2) + n?
d) T(n) =9T(n/3) +n
e) T(n)=T(2n/3) +1
f) T(n) =3T(n/4) + nlogyn
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Cvicéeni 11

Priklad 63: Na libovolny rozhodovaci problém muzeme pohliZet jako na jazyk, do kterého
patii ta slova, kterd jsou zapisem instanci, pro néz je odpovéd ANO. Diky tomu se na t¥idu
PTIME miuzZeme divat jako na tfidu jazykt.

Ukazte, ze tato tfida je uzaviena vzhledem k operacim sjednoceni, zietézeni a doplinku.

Pozndmka: Predpokladejte, Ze vstupy vSech problémi jsou kédovany jako slova v abecedé {0, 1}.

Priiklad 64: Na libovolny rozhodovaci problém muzeme pohliZet jako na jazyk, do kterého
patii ta slova, kterd jsou zapisem instanci, pro néz je odpovéd ANO. Diky tomu se na t¥idu
NP miizeme divat jako na tfidu jazykd.

Ukazte, ze tato tfida je uzaviena vzhledem k operacim sjednoceni, zietézeni a iterace.

Pozndamka: Predpokladejte, ze vstupy vSech problémt jsou kédovéany jako slova v abecedé {0, 1}.

Priklad 65: Ukazte, ze nasledujici problém patii do tfidy NP:

VsTUP: Dva neorientované grafy G a H.

OTAzZKA: Jsou grafy G a H isomorfni?

Priklad 66:
a) Ukazte, ze pokud plati P = NP, pak kazdy netrividlni problém P € P je NP-tuplny.

Pozndmka: Problém je netrividlni, pokud existuje alespori jeden vstup, pro néjz je odpoveéd
ANO, a soucasné existuje alespon jeden vstup, pro néjz je odpovéd NE.

b) Najdéte chybu v nésledujicim chybném ,dikazu® toho, ze P # NP:

DUKAZ: Uvazujme nasledujici algoritmus fesici problém SAT: ,Pro danou formuli ¢ po-
stupné vyzkousej vSechna mozné ohodnoceni jejich proménnych. Dej odpovéd ANO pokud
formule nabyva hodnoty TRUE pro alespon jedno z téchto ohodnoceni, jinak dej odpovéd
NE.“ Tento algoritmus zjevné bézi v exponencidlnim case, takze SAT méa exponencialni
éasovou slozitost, a tedy SAT ¢ P. Vzhledem k tomu, ze SAT € NP, musi platit P # NP.

Priklad 67: Ukazte, ze nasledujici problém je NP-tplny:

VsTuP: Booleovska formule ¢.

OTAzKA: Existuji alesponi dvé (rtiznd) ohodnoceni booleovskych proménnych vy-
skytujicich se ve ¢, pfi kterych nabyva formule ¢ hodnoty TRUE?

Priklad 68: Ukazte, ze pokud P = NP, pak existuje polynomialni algoritmus, ktery pro
danou splnitelnou booleovskou formuli ¢ nalezne ohodnoceni, pii kterém je formule splnéna,
tj. algoritmus Tesici nasledujici problém:
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VSTUP: Booleovska formule ¢.
VYsTUP:

e Slovo ‘NESPLNITELNA’, pokud ¢ neni splnitelna.

e N¢jaké ohodnoceni, pii kterém ¢ nabyva hodnoty TRUE, pokud ¢ je
splnitelna.

Pozndamka: VSimnéte si, Ze existence tohoto algoritmu neplyne piimo z rovnosti P = NP,
protoze tiida NP obsahuje pouze rozhodovaci problémy a vysSe uvedeny problém neni rozho-
dovaci.

Priklad 69: Ukazte, Ze nasledujici problém patii do t¥idy PTIME:

VSTUP: Booleovska formule ¢ v konjunktivni normalni formé takova, ze kazda
klauzule obsahuje nejvyse jeden pozitivni literal (pfi¢emz muze obsahovat
libovolny pocet negativnich literali).

OTAzZKA: Je formule ¢ splnitelnd?

Pozndmka: Literal je pozitivni, jestliZze je tvaru z, a negativni, jestlize je tvaru —zx.

Priklad 70: Ukazte, kde je chyba v nasledujicim ,dukazu® toho, ze existuje polynomidlni
algoritmus, ktery fesi problém SAT:
DUKAZ: Zjevné plati, ze booleovské formule v disjunktivni normélni formé je splnitelnd préve
tehdy, jestlize obsahuje alespon jednu klauzuli, ve které se nevyskytuji soucasné literdly x
a —x pro zadnou proménnou x. Rovnéz je dobfe znamo, ze kazdou formuli v konjunktivni
normalni formé lze prevést na ekvivalentni formuli v disjunktivni normélni forme.
Polynomiélni algoritmus fesici problém SAT vypada takto: Vezmi formuli ¢ v konjunk-
tivni normalni formé, sestroj k ni ekvivalentni formuli ¢’ v disjunktivni normalni formé a pak
ovét, zda mé ¢’ vyse uvedenou vlastnost. Tento algoritmus je zjevné polynomialni.




