Nedeterministicky kone¢ny automat

@ Z jednoho stavu mize vézt libovolny (i nulovy) pocet prechodu
oznacenych stejnym symbolem.

@ V automatu mdze byt vic nez jeden pocatecni stav.

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 20. zafi 2015 1/ 47



Nedeterministicky kone¢ny automat

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 20. zafi 2015 2 /47



Nedeterministicky kone¢ny automat

123

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 20. zafi 2015 2 /47



Nedeterministicky kone¢ny automat

1253244

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 20. zafi 2015 2 /47



Nedeterministicky kone¢ny automat

125324242

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 20. zafi 2015 2 /47



Nedeterministicky kone¢ny automat

125324252 25

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 20. zafi 2015 2 /47



Nedeterministicky kone¢ny automat

12532422 25 25

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 20. zafi 2015 2 /47



Nedeterministicky kone¢ny automat

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 20. zafi 2015 2 /47



Nedeterministicky kone¢ny automat

122

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 20. zafi 2015 2 /47



Nedeterministicky kone¢ny automat

125225

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 20. zafi 2015 2 /47



Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky konecny automat prijima dané slovo, jestlize existuje
alespon jeden jeho vypocet, ktery vede k prijeti tohoto slova.
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Nedeterministicky kone¢ny automat
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Priklad: Les reprezentujici vSéechny mozné vypocty nad slovem abb.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Formalné je nedeterministicky koneény automat (NKA) definovéan jako
pétice
(Q,%,8,1,F)
kde:
Q je kone¢nd mnozina stavu
Y je konecnd abeceda
0:Q x X — P(Q) je prechodova funkce
I C @ je mnozina pocatecnich stavi

e © 6 6 ¢

F C Q je mnoZina prijimajicich stavi
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Prevod NKA na DKA

Poznamka: P¥i prevodu nedeterministického automatu, ktery ma n stavd,
mize mit vysledny deterministicky automat az 2" stavd.

Napriklad pri prevodu automatu, ktery ma 20 stavl, mdze vzniknout
automat, ktery ma 229 = 1048576 stavd.

Casto ma sice vysledny automat podstatné méné nez 27 stavii, nicméné
tyto nejhorsi pripady obcas nastavaji.
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

Oproti nedeterministickému kone¢nému automatu ma zobecnény
nedeterministicky konecny automat tzv. e-prechody, tj. prechody
oznacené symbolem e.

P¥i provadéni e-prechodu se méni pouze stav fidici jednotky, ale hlava na
pasce se neposouva.

Poznamka: Vypoclty zobecnéného nedeterministického automatu mohou
byt libovolné dlouhé a dokonce i nekoneéné (pokud graf obsahuje cyklus
tvofeny ¢-prechody) bez ohledu na délku slova na pésce.
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

Formalné je zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat (ZNKA)
definovan jako pétice
(Q,%,8,1,F)

kde:

@ @ je kone¢nd mnozina stavii

@ X je koneCna abeceda

0 0:Q x (XU{e}) = P(Q) je prechodova funkce

@ | C Q je mnozina pocatecnich stavi

°

F C Q je mnozina prijimajicich stavii

Poznamka: Na NKA miZeme nahlizet jako na specialni pripad ZNKA,
kde 5(q, ¢) = () pro véechna g € Q.
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Prevod na deterministicky kone¢ny automat

Zobecnény nedeterministicky konecny automat je mozné prevést na
deterministicky podobnou konstrukci jako nedeterministicky konecny
automat, s tim rozdilem, Ze do mnozin stavii musime vzdy pfidat navic i

vSechny stavy dosazitelné z jiz pridanych stavli né€jakou sekvenci
e-prechodil.
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Prevod ZNKA na DKA

Predtim, neZ formalné popiSeme pfevod ZNKA na DKA, zavedme si
nékolik pomocnych definic.

Predpoklddejme n&jaky dany ZNKA A = (Q, X, 5, [, F).

Definujme funkci & : P(Q) x (ZU{e}) — P(Q) tak, 2e pro K C Q a
ae€ XU{e}je

S(K)a) = U 6(q)a)

qgekK
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Prevod ZNKA na DKA

Pro K C Q oznaéme Cl.(K) mnoZinu vSech stavii dosazitelnych ze stavi
z mnoziny K néjakou libovolnou sekvenci e-prechodd.

To znamend, ze funkce Cl; : P(Q) — P(Q) je definovéna tak, Ze pro
K C Q je Cl.(K) nejmensi (vzledem k inkluzi) mnozina spliiujici
nasledujici dvé podminky:

o K C (l:(K)
@ Pro kazdé q € Cl.(K) plati, ze 6(q,¢) C Cl.(K).

Poznamka: Vsimnéme si, Ze pro libovolné K je Cl.(Cl:.(K)) = Cl:(K).

Vsimnéme si také, ze v pripadé NKA (kde 5(g, ) = () pro kazdé g € Q) je
Cl.(K) =K.
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Prevod ZNKA na DKA

K danému ZNKA A = (Q, %, 5,1, F) nyni miZeme sestrojit DKA
A= (Q',L,5',qb, F'), kde:

o Q'=P(Q) (K € Q' tedy znamen3, Ze K C Q)
00 :Q' xX— Qjedefinovd tak, Zepro K € Q" aac L je

§'(K,a) = CL.(8(Cl:(K), a))

° qé = CI(I)
o F/={KeQ'|Cl:(K)NF # 0}

Neni tezké ovéfit, ze L(A) = L(A).
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Uzavrenost tridy regularnich jazyk

Mnozina (vSech) reguldrnich jazyki je uzaviena vici celé ¥adé raznych
operaci:

©

sjednoceni
prinik
doplnék

°
°

@ zretézeni
@ iterace
°

Napriklad uzavfenost vici sjednoceni znamena toto:

Jestlize jsou jazyky Ly a Ly regularni, pak také jazyk L1 U Ly je
regularni.

Poznamka: Jazyk je reguldrni, jestlize existuje konecny automat, ktery ho
rozpoznava.
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:

Prijmou oba slovo ababb?
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(

b
0@9 a '3 @
O O O 0
b a ,b b b

(@

o

Z. Sawa (VSB-TUO) rma 20. zaFi 2015 20 / 47
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Automat pro prinik jazyk(

Formalné mizeme popsat tuto konstrukci nasledovné:

Predpokladame, ze mame dva deterministické konec¢né automaty
A1 = (Q1, %, 81,901, F1) @ Az = (@2, L, 82, qoz2, F2).
K nim setrojime DKA A = (Q, %, d, qo, F) kde:

0 Q=01 x @

@ 5((q1,q2),a) = (01(q1,a),02(qo,a)) pro viechna g1 € Q1, g2 € Qo,
ack

@ qo = (qo1, go2)
o F=FXxFk

Neni tezké ovéfit, ze pro libovolné slovo w € L* plati, Ze w € L(A) pravé
tehdy, kdyz w € L(A1) a w € L(As), tj.

L(A) = L(A1) N L(A2)
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Prinik regularnich jazyk

Jestlize jazyky L1, Ly C X* jsou regularni, pak také jazyk L; N Ly je
reguldrni.

Duikaz: Predpokladejme, ze A1 a As jsou deterministické konecné
automaty takové, ze

Ly = L(Ay) Ly = L(A2)

Popsanou konstrukci k nim mizeme sestrojit deterministicky konec¢ny
automat A takovy, ze

L(A) = L(A]) N L(Ay) = L1 N Ly
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Automat pro sjednoceni jazyki
b
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Sjednoceni regularnich jazyk(

Konstukce automatu A, ktery pfijima sjednoceni jazyk( pfijimanych
automaty A; a A, tj. jazyk

L(A1) U L(A1)

je témé¥ stejnd jako v pfipadé automatu pfijimajiciho L(A1) N L(A2).
Jediny rozdil je v definici mnoziny pfijimajicich stavi:

o F=(Fx®Q)U(Q x F)
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Sjednoceni regularnich jazyk(

Konstukce automatu A, ktery pfijima sjednoceni jazyk( pfijimanych
automaty A; a A, tj. jazyk

L(A1) U L(A1)

je témé¥ stejnd jako v pfipadé automatu pfijimajiciho L(A1) N L(A2).

Jediny rozdil je v definici mnoziny pfijimajicich stavi:

o F=(Fx®Q)U(Q x F)

Jestlize jazyky L1, Ly C X* jsou reguldrni, pak také jazyk L; U Ly je

regularni.
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Automat pro doplnék jazyka
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Automat pro doplnék jazyka
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Doplnék regularniho jazyka

K DKA A= (Q,%,9, qo, F) sestrojime DKA A’ = (Q,%,0,q0, @ — F).

Je odividné, Ze pro kazdé slovo w € L* plati, Ze w € L(A’) pravé tehdy,
kdyz w € L(A), tj.

L(A") = L(A)

Z. Sawa (VSB-TUO)

Teoreticka informatika 20. zari 2015
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Doplnék regularniho jazyka

K DKA A= (Q,%,9, qo, F) sestrojime DKA A’ = (Q,%,0,q0, @ — F).

Je odividné, Ze pro kazdé slovo w € L* plati, Ze w € L(A’) pravé tehdy,
kdyz w € L(A), tj.

L(A") = L(A)

Jestlize jazyk L je regularni, pak také jeho doplnék L je regularni.

Z. Sawa (VSB-TUO)

Teoreticka informatika 20. zari 2015
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Zretézeni jazykl

Y ={a,b,c,d}

Ai: Az
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Zretézeni jazykl

Y ={a,b,c,d}

Ai: Az

A:
b d
O—=0——O——0

L(A) = L(A;y) - L(A2)
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Zretézeni jazykl

Y ={a,b,c,d}

A12 A2:

Chybna konstrukce:

acdbac € L(A), ale acdbac & L(A1) - L(A2)
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Zretézeni jazykl
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Zretézeni jazykl
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lterace jazyka
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lterace jazyka
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Sjednoceni jazykd

Alternativni konstrukce pro sjednoceni jazyk:
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Sjednoceni jazykd

Alternativni konstrukce pro sjednoceni jazyk:
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Regularni vyrazy
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Regularni vyrazy

Regularni vyrazy popisujici jazyky nad abecedou X:
o (), ¢, a (kde a € X) jsou reguldrni vyrazy:

() ... oznaluje prazdny jazyk
€ ... oznaluje jazyk {e}
a ... oznaluje jazyk {a}

o Jestlize «, 3 jsou reguldrni vyrazy, pak i (c+ B), (¢- ), (x*) jsou
reguldrni vyrazy:

(¢+ B) ... oznaluje sjednoceni jazyk( oznacenych o a 3
(- B) ... oznaluje zfetézeni jazyk( oznacenych o a 3
(a*) ... oznaluje iteraci jazyka oznaceného o

@ Neexistuji zadné dalsi regularni vyrazy nez ty definované podle
predchozich dvou bodd.
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.

@ Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}
@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
@ Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.

@ Protoze 0 je reguldrni vyraz, je i (0*) reguldrni vyraz.
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}

Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.

Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) reguldrni vyraz.
ProtoZe O je regularni vyraz, je i (0*) regularni vyraz.

Protoze (0 + 1) i (0*) jsou regularni vyrazy, je i ((0+ 1) - (0%))
regularni vyraz.

]
]
]
]
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}

Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) reguldrni vyraz.
ProtoZe O je regularni vyraz, je i (0*) regularni vyraz.

Protoze (0 + 1) i (0*) jsou regularni vyrazy, je i ((0+ 1) - (0%))
reguldrni vyraz.

]
]
]
]

Poznamka: Jestlize « je reguldrni vyraz, zapisem [«] oznalujeme jazyk
definovany regularnim vyrazem «.

[((0+1)-(0%))] ={0, 1, 00, 10, 000, 100, 0000, 1000, 00000, ...}
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Regularni vyrazy

Strukturu reguldrniho vyrazu si mizeme zndzornit abstraktnim
syntaktickym stromem:
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Regularni vyrazy

Formalni definice sémantiky reguldrnich vyrazi:

9
=

[
[
[
[
[
[
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Regularni vyrazy

Vv

ndsleduji pravidla:

@ Vynechiavame vnéjsi par zavorek.

@ Vynechdvame zavorky, které jsou zbytecné vzhledem k asociativité
operaci sjednoceni (+) a zfetézeni (-).

@ Vynechivame zavorky, které jsou zbytecné vzhledem k priorité operaci
(nejvyssi prioritu ma iterace (*), mensi zfetézeni () a nejmensi
sjednoceni (+)).

@ Nepiseme tecku pro zretézeni.

Priklad: Misto
(((((0-1)*)-1)-(1-1)) + (((0-0) +1)*))
obvykle piseme

(01)*111 + (00 4 1)*
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.
0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0

01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1
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Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0

01
0+1
O*

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0
. jazyk tvoreny jedinym slovem 01
. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

20. zari 2015

Regularni vyrazy
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0

01
0+1
O*
(01)*

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0
. jazyk tvoreny jedinym slovem 01
. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

. jazyk tvoreny slovy €, 01, 0101, 010101, ...
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0

01
0+1
o

(01)*
(0+1)*

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0

. jazyk tvoreny jedinym slovem 01

. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

. jazyk tvoreny slovy €, 01, 0101, 010101, ...

. jazyk tvofeny viemi slovy nad abecedou {0, 1}
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0

01

0+1

o

(01)*
(0+1)*
(0+1)*00

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0

. jazyk tvoreny jedinym slovem 01

. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

. jazyk tvoreny slovy €, 01, 0101, 010101, ...
. jazyk tvofeny viemi slovy nad abecedou {0, 1}

. jazyk tvoreny viemi slovy koncicimi 00
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1
0* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

(01)* ... jazyk tvofeny slovy ¢, 01, 0101, 010101, ...
(0+1)* ... jazyk tvoreny vsemi slovy nad abecedou {0, 1}
(0+1)*00 ... jazyk tvoreny vSemi slovy koncicimi 00

(01)*111(01)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy obsahujicimi podslovo 111
predchizené i nasledované libovolnym poctem slov 01
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Regularni vyrazy

(0+1)*00 + (01)*111(01)* ... jazyk tvoreny viemi slovy, kterd bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
ndsledované libovolnym poctem slov 01
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Regularni vyrazy

(0+1)*00 + (01)*111(01)* ... jazyk tvoreny viemi slovy, kterd bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
ndsledované libovolnym poctem slov 01

(0+1)*1(0+1)* ... jazyk tvoreny viemi slovy obsahujicimi alespon
jeden symbol 1
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Regularni vyrazy

(0+1)*00 + (01)*111(01)* ... jazyk tvoreny viemi slovy, kterd bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
ndsledované libovolnym poctem slov 01

(0+1)*1(0+1)* ... jazyk tvoreny viemi slovy obsahujicimi alespon
jeden symbol 1

0*(10*10*)* ... jazyk tvorfeny vsemi slovy obsahujicimi sudy pocet
symbold 1

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 20. zaFi 2015 38 / 47



Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Kazdy jazyk, ktery je mozné vyjadrit regularnim vyrazem, je regularni
(tj. rozpoznavany néjakym kone¢nym automatem).

Dukaz: Stadi ukdzat, jak k danému reguldrnimu vyrazu o zkonstruovat
kone¢ny automat, ktery rozpoznava jazyk [o].

Konstrukce je rekurzivni a postupuje podle struktury vyrazu o

@ Pokud je « elementdrni vyraz (tj. (), ¢ nebo a):
o Sestrojime pfimo odpovidajici automat.

@ Pokud je o tvaru (B +7v), (B -v) nebo (B*):

@ Rekurzivné sestrojime automaty rozpozndvajici jazyky [B] a [v].
@ Z nich sestrojime automat rozpoznavajici jazyk [«].
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Prevod regularniho vyrazu na konec

Automaty pro elementarni vyrazy:

~O ~0 ~0—-0

0 € a
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Automaty pro elementarni vyrazy:

-0 ~0 ~0—-0

0 € a

Konstrukce pro sjednoceni:
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Automaty pro elementarni vyrazy:
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0 € a

Konstrukce pro sjednoceni:

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 20. zari 2015 40 / 47



Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Konstrukce pro zretézeni:

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 20. zari 2015 41 / 47



Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Konstrukce pro zretézeni:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Konstrukce pro zretézeni:

Konstrukce pro iteraci:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Konstrukce pro zretézeni:

Konstrukce pro iteraci:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+ 1) - 1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+ 1) - 1)*:

COC
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+ 1) - 1)*:

COC

—0——0
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+ 1) - 1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+ 1) - 1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+ 1) - 1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Pokud se vyraz o skldda z n znak( (nepocitdme-li zavorky), ma vysledny
automat:

@ nejvyse 2n stavd,
@ nejvyse 4n prechodi.
Poznamka: Prevodem ze zobecnéného nedeterministického automatu na

deterministicky vsak muize pocet stavl vzrist exponencialné, tj. vysledny
automat pak mize mit az 22" = 4" stavi.
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Kazdy regularni jazyk je mozné popsat n€jakym reguldrnim vyrazem.

Dukaz: Stadi ukazat, jak pro libovolny kone¢ny automat A zkonstruovat
reguldrni vyraz o takovy, ze [a] = L(A).

@ A upravime tak, aby mél pravé jeden pocatecni a pravé jeden koncovy
stav.

@ Budeme postupné odebirat jednotlivé stavy.
@ Prechody budou oznaceny regularnimi vyrazy.

@ Zbude automat se dvéma stavy — pocate¢nim a koncovym, a jednim
prechodem ohodnocenym vyslednym reguldrnim vyrazem.
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Hlavni myslenka: PFi odstranovani stavu g nahradit pro kazdou dvojici
zbylych stavii g, g, cestu z g; do g, vedouci pres g.

Po odstranéni stavu gq:
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

a(b+aa)*

b+a(b+aa)*ab s—i—(a—i—ba)(b—i—aa)*

bb + (a + ba)(b + aa)*ab
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

a(b+ aa)*+
(b+ a(b + aa)*ab)
(bb + (a+ba)(b + aa)*ab)*

4»@ (€+(a+ba)(b+aa)*) @
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Ekvivalence kone¢nych automat(i a regularnich vyrazi

Jazyk je regularni pravé tehdy, kdyZ je ho mozné popsat regularnim
vyrazem.
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