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Tyden 10

Prednaska

Slozitost algoritmaii

Ptipomnéli jsme si, ze slozitosti algoritmi vétsinou nemyslime slozitost jejich struktury ¢i
obtiZznost jejich navrhu, ale ¢asovou (¢i pamétovou) naroc¢nost jimi definovanych vypocti.
Ptirozené jsme navrhli chapat

casovou sloZitost Turingova stroje M jako funkci Ty : N — N

tak, ze Ty (n) udava pocet krokit vypoctu stroje M nad vstupem velikosti (tj. délky) n v
nejhorsim pripadé (worst-case complexity).

Poznamka. O ¢asové slozitosti mé tedy rozumny smysl hovofit jen u stroji, jejichz (v8echny)
vypocty jsou konecné.

Pak jsme navrhli (rdmcové) Turingtiv stroj M; pfijimajici (pfechodem do stavu guecept)
pravé ta slova v abecedé {0, 1}, ktera jsou z jazyka {0™1™ | m > 1}.

Jednalo se o standardni jednopéaskovy Turingiiv stroj (s jednostranné nekone¢nou paskou).
Pti analyze jeho ¢asové slozitosti jsme si pripomnéli

asymptotickou notaci f(n) € O(g(n)), f(n) € o(g(n)), f(n) € BO(g(n)) (véetné
béznych funkei, které se vyskytuji pii analyze slozitosti algoritmu)

a prisli na to, Ze u naseho konkrétniho stroje M; plati Ty, (n) € ©(n?).

Pak jsme se zamysleli a piisli na ndpad, jak navrhnout (standardni) stroj M, Tesici tentyz
problém, pro néjz jsme odvodili Ty, (n) € O(nlogn).

Pfitom jsme si uvédomili, pro¢ pifi takové analyze nezalezi na zakladu logaritmu (ktery zde
bereme jako 2, pokud neni feceno jinak).

Pak jsme si jesté v8imli, Ze umime navrhnout dvoupdskovy (¢i jen dvouhlavy) Turingiv
stroj M3, ktery fesi vySe uvedeny problém a pro néjz je Ty (n) € ©(n).

Jen letmo jsme zaznamenali jako fakt, ze

mezi rozumnymi vypocetnimi modely existuji (vzajemné) polynomialni simu-
lace,

takze tiida PTIME, tedy trida problémi resitelngch polynomidlnimi algoritmy (tedy algo-
ritmy s ¢asovou sloZitosti omezenou polynomy), je nezavisla na tom, ve kterém (rozumném)
vypocetnim modelu (tedy ve kterém ,programovacim jazyku“) algoritmy realizujeme.

Trida PTIME

Ptipomnéli jsme si definici ttidy PTIME. Ptitom jsem zdtraznil, Ze vSechny problémy ve
studijnim textu (nejen ty, které jsou v PTIME) je tfeba diikladné promyslet — pak nemtize
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byt pro nikoho problémem u zkousky néjaky pozadovany problém presné definovat a uvést
priklady instanci s pozitivni odpovédi a instanci s negativni odpovédi.
Déle zminime nékolik obecnych metod navrhu polynomidalnich algoritmi.

Dynamické programovani

Uvazovali jsme o problému nejdelsi spolecné podposloupnosti ze sekce 10.2.4. Nejprve jsme
celkem pfimocare sestrojili rekurzivni proceduru LC'S(u, v). Analyzou jsme zjistili, Zze pocet
volani LC'S pfi FeSeni instance u, v, kde |u| = |v| = n, mize byt vétsi nez 2". Navrzeny
algoritmus tedy jisté neni polynomialni.

Kladli jsme si otazku, zda se neda navrhnout polynomiélni algoritmus fesici uvedeny pro-
blém. Zlepseni nas napadlo, kdyz jsme si uvédomili, ze pfi rekurzivnim feSeni se mnohé
podptipady mohou zbytetné fesit vicekrat (nezéavisle na sobé). Pritom kazdy podpiipad
staci vyfesit jednou a feSeni poznamenat do vhodné ,tabulky“ (v nasem pfipadé dvou-
rozmérného pole). Pfitom postupujeme od mensich podpfipadi k vétsim. To je princip
tzv. metody dynamického programovdni. Vysledny algoritmus (také ilustrovany jednou z
animaci) uz polynomialni oc¢ividné je.

Jako pékny piiklad dynamického programovani jsme zminili také algoritmus Cocke-
Younger-Kasami pro rozhodovani piislusnosti k jazyku generovanému bezkontextovou gra-
matikou.

Metoda ,,Rozdél a panuj“

Pfipomnéli jsme si i tuto obecnou metodu navrhu (efektivnich) algoritmi. Naznadcili jsme
si odvozeni TeSeni rekurentnich rovnic uzitecnych pii analyze slozitosti rekurzivnich algo-
ritmt, jak je to probrano v ¢asti 10.2.2. Tlustrovano na mergesortu O(nlogn) a nasobeni

matic: klasicky v O(n?) (kde n je rozmér matic), zminéna slozitost Strassenova algoritmu
v O(nlo&27).

Hltavy (greedy) pfFistup u optimaliza¢nich problémi

[lustrovano na problému miniméalni kostry v grafu (kde tento pfistup funguje).

Napf. u problému obchodniho cestujiciho hltavy pfistup nefunguje. Rozhodovaci (neboli
ANO/NE) verze tohoto optimaliza¢niho problému je tato:

NAzEv: TSP (problém obchodniho cestujictho (ANO/NE verze))

VSTUP: mnozina ,mést“ {1,2,...,n}, pfir. ¢isla (,vzdalenosti) d;; (i = 1,2,...,n,
j=1,2,...,n); dale ¢islo ¢ (,limit*).

OTAZKA: existuje ,okruzni jizda“ dlouha nejvyse ¢, tj. existuje permutace {i1, 4, ...,4,}
mnoiiny {1, 2, Ce ,77,} tz. d(’il, 22) —+ d(’ig, 23) + 4 d(’infl, ’Ln) + d(ln, Zl) S 07
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Nedeterministické algoritmy a jejich slozitost; tfida NPTIME

Ujasnili jsme si pojem nedeterministického algoritmu (Turingova stroje) a definici toho, co
to znamena, ze néjaky nedeterministicky Turingtv stroj M rozhoduje dany problém P.

7N

Také jsme piimocafe rozsifili pojem (¢asové) slozitosti na nedeterministické stroje a defi-
novali jsme tiidu NPTIME.

Ukézali jsme si (nedeterministické) algoritmy prokazujici, ze problém SAT (splnitelnost bo-
oleovskych formuli) a IS (Independent Set, rozhodovaci verze problému nezavislé mnoziny
v grafu) jsou v NPTIME.

Polynomialni preveditelnost; NP-tuplné problémy

Jiz zndmy pojem preveditelnosti mezi problémy jsme vyuzili v definici polynomidlni pieve-
ditelnosti mezi problémy. (Ptislusny prevadéjici algoritmus musi mit polynomialni ¢asovou
slozitost, tedy ¢asovou slozitost omezenou polynomem.)

Vsimli jsme si, jak mtize prokdazand polynomidlni preveditelnost mezi problémy pomoci v
urc¢ovani (ne)pfislusnosti k PTIME ¢ NPTIME.

Definovali jsme pojem NP-tiplného problému; problémy SAT, 3-SAT, HC, HK, 3-CG a IS
jsou priklady NP-tplnych problémi.

Pripomenuti: animace ukazuji dikaz Cookovy véty, tedy dikaz toho, ze SAT je NP-tplny,
a dale demonstruji SAT < 3-SAT, 3-SAT « IS, IS <« HC, HC < HK (a také nyni pozadovany
prevod HK <« TSP.)

Partie textu k prostudovani

Slozitost algoritmu (8.1., 8.2.). Dynamické programovani (10.2.4.), ¢ast 10.2.2. (metoda
,rozdél a panuj“). Césti 8.3., 8.4., 8.5. (tiida PTIME, tiida NPTIME, NP-tiplné problémy).

Cvicdeni
Priklad 10.1

Pripomente si, jak se pouziva a co vyjadifuje znaceni O, o, © a presné jej zadefinujte.
Pak sefadte néasledujici t¥i funkce podle rychlosti jejich rustu.

a/ n/2005, v/n-3n, n+n-logn

b/ (logn)®, n", 2V"

Priklad 10.2
Necht a,b > 1. Ukazte:

e Jdc:Vux:log,z = c-log,x (tedy log, n € O(log,n))
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o 8™ = plosr @ (n4vod: aplikujte na obé strany funkci log )
Priklad 10.3

Pripomerite si definici tiidy PTIME. Uvedte precizné priklady alespoi dvou problémi z
PTIME a prokazte, ze jsou v PTIME.

Priklad 10.4

Definujte pojem polynomidlni preveditelnosti jako specialni ptipad diive uvedené (algorit-
mické) preveditelnosti mezi problémy. (Ptislusny prevadéjici algoritmus musi mit polyno-
miélni ¢asovou slozitost, tedy ¢asovou slozitost omezenou polynomem.)

Vysvétlete nejdiive pfesné, co mame udélat, chceme-li prokazat polynomiélni preveditel-
nost problému HC (hamiltonovsky cyklus v orientovaném grafu) na problém HK (hamil-
tonovska kruznice v neorientovaném grafu).

Pak to udélejte.

Priklad 10.5

Vysvétlete pojem ,,NP-tplny problém*.

Definujte problémy SAT, 3-SAT, HC, HK, 3-CG a IS (s priklady pozitivnich a negativ-
nich instanci). Tyto problémy jsou NP-uplné. U kazdého si alespon uvédomte algoritmus,
prokazujici prislusnost k NP.

Priklad 10.6
Uvazujme nasledujici problém (jeden z ¢asto uvadénych NP-tplnych problémii).

NAzEv: TSP (problém obchodniho cestujictho (ANO/NE verze))

VSTUP: mnozina ,mést“ {1,2,...,n}, pfir. ¢sla (,vzdalenosti“) d;; (i = 1,2,...,n,
j=1,2,...,n); dale ¢islo ¢ (,,limit*).
OTAZKA: existuje ,,okruzni jizda* dlouha nejvyse ¢, tj. existuje permutace {iy, i, ...,0,}

mnoiiny {1, 2, Ce ,’TL} tz. d(il, 22) + d(ig, 23) + -4 d(infl,l'n) + d(Zn, Zl) S 0?7

Je to rozhodovaci (neboli ANO/NE) verze optimaliza¢niho problému. Odvodte nejdiive,
jak vypada onen optimaliza¢ni problém (tedy co je jeho vstupem a co odpovidajicim vy-
stupem).

Déle ukazte néjakou malou (ale ne uplné trividlni) instanci (tedy vstup) uvedeného pro-
blému TSP, pro niz je odpovéd ANO, a instanci, pro niz je odpovéd NE.

Pak prokazte (navrhem konkrétniho nedeterministického algoritmu), ze TSP je v NP.
Nakonec zkuste vymyslet diikaz NP-obtiznosti problému TSP.

(Napovéda. Muzete vyuzit faktu, Ze problém hamiltonovské kruznice (HK) je NP-tplny.)
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Priklad 10.7
Uvazujme problém

NAzev: ILP (problém celociselného linedrniho programovdni)

VsTUP: Matice A typu m x n a sloupcovy vektor b velikosti m, jejichz prvky jsou cela
Cisla.

OTAzKA: Existuje celociselny sloupcovy vektor = (velikosti n) tz. Az > b7

UkaZte nejprve néjakou malou (ale ne Gplné trivialni) instanci (tedy vstup) uvedeného
problému ILP, pro niz je odpovéd ANO, a instanci, pro niz je odpovéd NE.

Vysvétlete presné, co bychom museli udélat, kdybychom chtéli ukazat, ze 3-SAT < ILP.
(Zbytek ptikladu je nepovinny.)

Zbude-li cas, zkuste tuto preveditelnost dokézat. Pfinejmensim ale uvedte, co bychom
mohli Fici o slozitosti problému ILP poté, co bychom prokéazali 3-SAT < ILP.

Déle pouvazujte o tom, zda ILP patii do NP.

Je to tak, ale je to priklad problému, jehoz pfislusnost k NP neni ihned ziejméa — na rozdil
od drivéjsich prikladt problému v NP.

(Spokojime se zde jen s odkazem na fakt, Ze se d4 ukazat, Ze existuje-li feSeni nerovnosti
Ax > b, pak existuje i FeSeni ,dostatecné malé“ — jeho zapis je polynomialni vzhledem
k zapisu A a b; FeSeni se tedy da v polynomidlnim ¢ase ,uhodnout® a ovéfit. )

Priklad 10.8
(Nepovinné; doplnéni k metodé ,rozdél a panuj*)

Véta o feSeni rekurentnich rovnic se da tvest i takto (mirné obecnéji nez je v ufebnim
textu):

Necht a > 1, b > 1 jsou konstanty, f je funkce (typu N — N ¢&i alesponi asymptoticky
kladna) a pro funkci 7" : N — N plati rekurentni vztah

T(n) =aT(n/b) + f(n).
Pak plati:
1. Je-li f(n) = O(n°) a c < logy a, pak T'(n) = O(n'°s ),
2. Je-li f(n) =0O(n'&2), pak T'(n) = O(n'°s* - logn).
Obecnéji: je-li f(n) = ©(n'°*loghn), k > 0, pak T'(n) = O(n'% % - log"™' n).
3. Je-li f(n) =Q(n) ac>log,a

a a-f(n/b) <d-f(n) pro néjaké d < 1 a skoro vSechna n (tedy az na koneéné mnoho
vyjimek),
pak T(n) = ©(f(n)).
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Ve 3. pripadu lze vyvodit, ze kdyz f(n) = ©(n°), tak T'(n) = O(n°). (Mizete ovéfit.)
Pak zjistéte u nasledujicich prikladi, zda se na né véta vztahuje, a v kladném pripadé
odvodte FeSeni.



