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Tyden 9

Prednaska

Pripomenme si, co to znamena rozhodnutelnost problému, v feci ,tabulek“: problém P
(typu ANO/NE) je rozhodnutelny, jestlize existuje algoritmus [Turingtv stroj] M takovy, ze
vstupné-vystupni tabulka T); je konzistentni s tabulkou Tp (stejnym vstuptim odpovidaji
stejné vystupy).

Pro zajimavost si vSimnéme, ze o konkrétnim problému miizeme zjistit, Ze je rozhodnu-
telny, aniz jsme schopni urcit konkrétni algoritmus, ktery jej fesi. Podivejme se napt. na
nasledujici problém.

NAzEv: TvPi (Sedmicky v Ludolfové cisle )
VSTUP: Prfirozené ¢islo k.

OTAZKA: Existuje v desetinném rozvoji ¢isla m tsek sedmicek délky k 7

Je jasné, ze problému 7vPi odpovida jedna z nésledujicich tabulek.

Vstup | Vystup Vstup | Vystup Vstup | Vystup Vstup | Vystup
0 ANO 0 ANO 0 ANO 0 ANO
1 ANO 1 NE 1 ANO 1 ANO
2 ANO 2 NE 2 NE 2 ANO
3 ANoO 3 NE 3 NE 3 NE
4 ANO 4 NE 4 NE 4 NE
5 ANO 5 NE 5 NE 5 NE

Ke kazdé tabulce umime snadno navrhnout ptislusny algoritmus, takze problém 7vPi je jisté
rozhodnutelny. Nevime ovsem, ktera tabulka je ta prava, takze nejsme schopni predlozit
konkrétni algoritmus a prokazat, ze fesi problém 7vPi.

Zékladem k prokazovani nerozhodnutelnosti problému je kratky, byt trochu ,zapeklity*,
ditkaz nerozhodnutelnosti tzv. diagonalniho problému zastaveni:

NAzev: DHP (Diagonal Halting Problem)
VsTup: Turingtv stroj M (resp. jeho pfirozeny kéd t¥eba v binadrni abecedé).

OTAZKA: Zastavi se (vypocet stroje) M, kdyz za¢ne pracovat na (vstupnim) slové, které
je kéodem jeho samého ?

Diikaz nerozhodnutelnosti DHP (sporem). Pfedpokladejme, Ze tento problém je rozhodovan
Turingovym strojem D. Pak mtzeme vyuzit D jako proceduru a sestrojit Turingiv stroj X,
ktery se chova takto: pro zadané slovo w nejdiive zkontroluje, zda w je kédem Turingova
stroje, a kdyz ano, tak pomoci D zjisti, zda onen zadany stroj se na svij kod zastavi
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¢i nezastavi; v pfipadé kladné odpovédi od procedury D se X nezastavi (provadi napi.
nekonecény cyklus), v pfipadé zdporné odpovédi se zastavi. Zkusme ted zodpovédét otézku,
zda se X zastavi, kdyz je mu na vstupu predlozen jeho vlastni kéd. Jelikoz nutné dojdeme
k logickému sporu, stroj D nemiize existovat.

Preveditelnost mezi problémy
Ujasnili jsme si (i vyuzitim tabulek problémil), co to znamend, kdyZ se fekne, ze

problém P, je algoritmicky preveditelny (struénéji preveditelny) na problém Py;
oznacujeme P; ~» Ps: existuje algoritmus, ktery k instanci I; problému P;
sestroji instanci I problému P, tak, Ze odpovéd na otdzku pro I; v P; je stejna
jakou odpovéd na otazku pro Iy v P.

[lustrovali jsme si na pripadu DHP~~HP, kde HP je definovan nize. Vyvodili jsme, ze HP
je také nerozhodnutelny (vyuzitim tvrzeni 6.11. v ¢asti 6.5.).

NAzev: HP (Halting Problem)
Vstup: Turingtv stroj M a (vstupni) slovo w.

OTAZKA: Zastavi se M na w ? (Je tedy vypocet M pro vstup w koneény ?)

Poznamka. Obecné je prirozené definovat, ze P; je preveditelny na P;, jestlize existuje
algoritmus rozhodujici P;, pokud muze vyuzivat (hypotetickou) proceduru rozhodujici P;
to je tzv. turingovskd preveditelnost. Casto ale stadi specialni piipad, ktery je uveden vyse;
ten bereme jako zakladni.

Casteéna rozhodnutelnost, Postova véta

Pripomnéli jsme cdstecnou rozhodnutelnost problémi. Pritom byla podstatna nasledujici
definice, kterou zde formulujeme v feéi ,tabulek* (problému P odpovida tabulka Tp, stroj
M pftirozené definuje tabulku T)):

Turingiiv stroj M castecné rozhoduje problém P (typu ANO/NE), jestlize u
kazdého vstupu, pro néjz je v Tp ANO, je v tabulce Ty, vystup ANO a pro kazdy
vstup, pro néjz je v Tp NE, je v Ty vystup NE nebo znak | (nedefinovano).

(Pro vstupy, kterym problém P piifazuje odpovéd NE, nemusi stroj M sviij vypocet skon-
¢it.)

Jak se da ocekavat, o problému fekneme. zZe je castecné rozhodnutelny, jestlize existuje
algoritmus (Turingiv stroj), ktery jej ¢astecné rozhoduje.

Specidlné jsme si uvédomili Postovu vétu (Véta 7.2.)

Uvédomili jsme si také, Ze problém HP je ¢dstené rozhodnutelny (viz Univerzalni TS), a
ze tedy HP (dopliikovy problém k problému HP) neni (ani) ¢asteéné rozhodnutelny.
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Univerzalni Turinguv stroj

Algoritmus, kterym jsme prokazovali ¢aste¢nou rozhodnutelnost problému zastaveni (HP)
byl tento: na zadany stroj (program) M a vstup w spust ,interpret“, ktery provadi ¢innost
(vypocet) M na vstupu w. Takovy interpret je ovSem také program, tedy algoritmus, a
slo by jej proto realizovat (naprogramovat) ve formé konkrétniho Turingova stroje U (viz
Véta 7.3.).

Riceova véta

Uvédomili jsme si, ze kazda vlastnost V' Turingovych stroji (napf. ,stroj M mé vice
nez 100 stavi“, ,vypocet stroje M je pro kazdy vstup konecny“, apod.) rozdéli mnozinu
vSech Turingovych stroji na dvé disjunktni podmnoziny: jedna je mnozina stroji, které
vlastnost V' maji, a druha je mnozina stroji, které vlastnost V nemaji. Vlastnost V je
trividlnd, jestlize je jedna z onéch dvou pfislusnych mnoZin prazdna (tedy bud vSechny
stroje vlastnost V' maji nebo ji nemd ani jeden). Vlastnost V' je netrividlni, jestlize ji
alespon jeden stroj mé a alespon jeden stroj nema.

Dukladné jsme si promysleli, co to je vstupné/vystupni viastnost, zkrdcené téz I1/0 vlastnost,
Turingovych stroji (¢i obecné ,programi‘).

Specidlné jsme si uvédomili, ze vlastnost V' neni I/O vlastnosti pravé tehdy, kdyz existuji
dva stroje My, My, které maji stejnou I/O tabulku (tedy stejné vstupné/vystupni chovéni),
ale jeden z nich vlastnost V' mé a druhy ji nema.

Probrali jsme si pak (nize uvedené) vlastnosti v feseném piikladu 7.1. a uvédomili si, které
jsou I/O vlastnostmi. Specialné jsme si vsimli, Ze podle definice je kazda trividlni vlastnost
I/0 vlastnosti.

a/ Zastavi se M na fetézec 001 ?
b/ M4 M vice nez sto stavi 7
¢/ M4 v néjakém piipadé vypocet stroje M vice krokiu nez tisicindsobek délky vstupu ?

d/ Plati, Ze pro libovolné n se M na vstupech délky nejvyse n vicekrat zastavi nez
nezastavi ?

e/ Zastavi se M na kazdém vstupu w za méné ne? |w|? krokt?
f/ Je pravda, ze pro lib. vstupni slovo M realizuje jeho zdvojeni ?

g/ Je pravda, ze M ma nejvyse sto stavii nebo vice nez sto stavi ?
Pak jsme se zamysleli nad Riceovou vétou:

Kazdd netrividlni vstupné/vystupni vlastnost programai je nerozhodnutelnd.
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Partie textu k prostudovani

Univerzalni Turingiv stroj, Riceova véta (v ¢asti 7.).

Cviceni
Priklad 9.1

Vysvétlete, co to je doplitkovy problém k problému P (typu ANO/NE). Pak konkrétné defi-
nujte doplitkkovy problém Non-Eq-CFG k problému Eq-CFG (ekvivalence bezkontextovych
gramatik).

Priklad 9.2

Vysvétlete podrobné, co to znamend, kdyz fekneme, ze HP~~Non-Eq-CFG (tj. Ze Halting
Problem je pfeveditelny na problém Non-Eq-CFG). (Pteveditelnost HP~~Non-Eq-CFG zde
nedokazujeme, ale déle ji bereme jako fakt.)

Priklad 9.3

Je mozné, ze oba problémy Eq-CFG a Non-Eq-CFG jsou ¢astec¢né rozhodnutelné? Umite
prokazat ¢astecnou rozhodnutelnost alespon jednoho z nich?

Priklad 9.4

Vysvétlete, co déla univerzalni Turingtv stroj U, kdyz dostane jako vstup slovo tvaru uv,
kde slovo u je kédem stroje U.

Priklad 9.5

Uvedte alesponi tii vlastnosti Turingovych stroji, pro néz plyne nerozhodnutelnost z Ri-
ceovy véty, a alespon tii vlastnosti, pro néz nerozhodnutelnost z Riceovy véty neplyne.
(Jiné pfiklady nez byly na pfednésce.)

Priklad 9.6

(Nepovinné.)

Navrhnéte Turingtiv stroj M s jednostranné nekonecnou paskou, ktery pro dané vstupni
slovo w € {a,b}* sestroji (vystupni slovo) w(w)®. Stroj M tedy realizuje pi¥islusné
(vstupné/vystupni) zobrazeni fy, : {a,b}* — {a,b}* (napt. fi(abb) = abbbba).

Pak zvolte vhodné kédovani slov v abecedé {a,b} tak, aby analogické vstupné/vystupni
zobrazeni mohl realizovat RAM. Navrhnéte konkrétni RAM M’, ktery toto zobrazeni rea-
lizuje; pfitom postupujte tak, ze RAM M’ pfimocate simuluje Turingtiv stroj M. (Nejde o
co nejjednodussi RAM pro dany kol ale o to, abyste aplikovali obecny postup prokazujici,
ze kazdy TS je mozné simulovat RAMem.)



