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Tyden 2

Ptipomenme nejdiive algoritmus zachyceny néasledujicim pseudokédem, ktery jsme pouzili
minule pfi konstrukei kon. automatu (vlastné dvourozmérného pole Nezt) k danému vzorku
patt: array[1..d] of char (pro d > 1):

Next]0, patt[l]] := 1; Vo € ¥~ {patt[l]} : Next|0,x] := 0; Sec[1] := 0;
for ¢ := 1 to d—1 do

Nextli, pattli+1]] := i+1;
Vo € X\ A{patt[i+1]} : Next[i, z| := Next[Sec|i], z];
Secli+1] := Next[Sec[i], patt[i+1]];

Vo € ¥ : Next|d, x] := Next[Sec[d]; x];

Zde Secli] je “sekundarni moznost”, tedy délka nejdelsiho vlastniho sufixu fetézce patt|l..i],
ktery je rovnéz prefixem vzorku patt. Vypada to na prvni pohled zamotané, ale ilustrovali
jsme si, ze je to ve skutecnosti vlastné jednoduché.

(Ne)regularni jazyky

Ptipomnéli jsme veétu

Véta. Jazyk L C ¥* je regularni (tzn. pfijimany koneénym automatem) pravé tehdy, kdyz
je mnozina kvocient {w\L | w € ¥*} konecna.

(Jeji diikaz je za bonusové body, jak je uvedeno na webu u prubéhu vyuky.)

Schopnost (alesponi intuitivni) aplikace véty jsme ovéfovali na poznani (ne)regularity ja-
zyku (pro w € ¥*, |w| oznacuje délku slova w, |w|, oznacuje pocet vyskytd symbolu a ve
w (“délka w v a-ckach”)]):

1. {w € {a,b}*; |w|, mod 2 =0}

2. {w € {a,b}*; w za¢ind nebo konéi dvojici stejnych pismen }

w

Aw e {a, b} |w|. < |wlp}

4. {w € {a,b, c}*; jestlize w neobsahuje podietézec abc pak konci fetézcem bea}

[

. Aw € {a,b}*; |w|, > |w|p, nebo w konéi baa}

=}

: {'LU S {a7b}*7 ‘wla > ’w’b Ilebo |’I,U|b Z 2}
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Redukce koneéného automatu

Podivali jsme se na nasledujici automat (ktery by vznikl po dotazeni modulérni konstrukee
z prvii pfednasky: ma 3 - 4 = 12 stavii, jez vznikly prejmenovanim ptivodnich dvojic).

0 1
S1 S1 So
S2 | S3 84
S3 | S5 S6
<S8y St So
S5 | Sg  S4
S6 | S9  Se
<—S7 S1 Sg

S8 | S5 S10
S9 | S S11
S10 | S12 S10
S11 | S11 99
S12 | S8 S11

Rychle jsme zjistili, ze vSechny stavy jsou dosazitelné a promysleli jsme, jak zjistit, zda
existuji dva rtzné stavy ¢,¢' € Q = {s1,52,..., 512} pronéz L, = L. Jde tedy o zjisténi,
zda pro ¢, ¢’ existuje (¢i neexistuje) rozlisujici slovo.
Uvédomili jsme si, ze se nabizi induktivni postup, pfi némz konstruujeme ekvivalence
~0, ~1,~a, ... na mnoziné () definované takto:
, , o o e, , ‘

q ~; ¢ & pro stavy q, ¢ neexistuje rozlisujici slovo délky < i.
Kazdé ekvivalenci ~; odpovida ptislusny rozklad R; na mnoziné Q).
Vychozi Ry jsme hraveé sestrojili; ma dveé t¥idy, pfijimajici a nepfijimajici stavy.

Ro: 1= {s1,54,57}, Il = {s2, 53,55, S¢, 58, 59, 510, 511, S12}

Pak jsme zacali sestrojovat Ry (postupem popsanym ve studijnim textu).
Rl: I - {81784787}7 II - {82735}7 III - {S?n86788a8978107811a812}-
Uvédomili jsme si, ze postup se opira o toto pozorovani:

pokud pro ¢, ¢ existuje rozlisujici slovo délky i + 1, tak nutné existuje b € X
v nasem priipadé X = {0,1}) tak, ze LN g s 4" apro " q" existuje

prip q qa,4q q pro g, q ]
rozlisujici slovo délky .

(Pozn.: pouzili jsme symbol b pro proménnou, at si uvédomime, ze nemusime vzdy stereo-
typné pouzivat a.)
Kdybychom pokracovali, zjistili bychom, ze
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R2: I = {81734}7 II = {87}7 IIT = {82735}7 IV = {337 88}7 V= {367 59, 510, S11, 812}7

atd., az bychom dospéli k pevnému bodu, tedy k rozkladu, ktery se jiz nezjemni. Ten ma
3-prvkovou tiidu {sg, sg, 511} a pak uz jen jednoprvkové tiidy.

Redukci (ptivodné 12-stavového) automatu tedy vznikne ekvivalentni automat s 10 stavy
(jeho stavy odpovidaji tfidam zévérecného rozkladu).

Ekvivalence kone¢nych automatd; minimalni automaty

Premysleli jsme, zda bychom uméli navrhnout (a naprogramovat) algoritmus Fesici nasle-
dujici problém.

NAzEV: Evivalence konecénijch automati
VSTUP: dva konecné automaty A;, Ay

VYsTUP: ANO — jestlize L(A;) = L(A3),
NE — jestlize L(A;) # L(As).

K jednomu moznému algoritmu nas piimo pfivedla myslenka, zZe u negativniho ptipadu,
tedy L(A;) # L(Az), by bylo dobré také ukazat protiptiklad, tedy (co nejkratsi) slovo w,
které patii jen do jednoho z jazyki L(A;), L(Ay). Uvédomili jsme si, Ze takové slovo patii
do jazyka

L = (L(A1) = L(A2)) U (L(A2) — L(A1)) = (L(A1) N L(A2)) U (L(A2) N L(Ay))

a ze diky d¥ive probranym algoritmim snadno sestrojime A tak, ze L(A) = L. Je nam tedy
jasny algoritmus, ktery k zadanym A;, Ay sestroji A tak, ze

L(A;) = L(A3) < L(A)=0.

No a napsat proceduru (algoritmus), kterd o zadaném koneéném automatu A zjisti, zda
L(A) = (0, hravé zvladneme (kdyZ si vzpomeneme na algoritmus pro zjistovani dosazitel-
nych stavil; staci prosté zjistit, zda né&jaky prijimajici stav je dosazitelny [z poc¢ateéniho]).
Ekvivalence kone¢nych automatii se ovSem da algoritmicky (rychle) zjistovat i jinak. Nej-
prve jsme si uvedli nasledujici ptirozenou definici.

Koneény automat A je minimalni, jestlize neexistuje automat A’ ktery je ekvi-
valentni s A (pro néjz je tedy L(A) = L(A")) a ktery ma méné stavii nez A.

Pak jsme si uvedli tyto véty.

Veéta. Je-li automat redukovany, pak je minimalni.

Véta. Dva minimalni automaty, které pfijimaji tentyz jazyk, jsou izomorfni, tedy stejné az
na pojmenovani stavil; to také znamena, ze maji stejny normovany tvar.
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Platnost vét jsme si naznacili jen intutivné, dikaziim se vénujeme na rozsitujicich pred-
naskach. Uvédomili jsme si ale, ze algoritmus rozhodujici ekvivalenci koneénych automatii
muze byt tedy zaloZen na odstranéni nedosazitelnych stavi, redukei (ztotoznéni stavi se
stejnym L,) a pfevodu do (pfirozené definovaného) normovaného tvaru. (Dva automaty
jsou ekvivalentni praveé tehdy, kdyz po odstranéni nedosazitelnych stavi a nasledné redukci
maji stejny normovany tvar.)

Partie textu k prostudovani

V névaznosti na ¢ast 3.3. (moduldrni navrh) se jedna zejména o ¢ast 3.4. (dosazitelné stavy,
normovany tvar), ¢ast 3.6. (minimalizace koneénych automati) a ¢ast 3.7. (ekvivalence
koneénych automatd, minimalni automaty). (Mate si udélat pfinejmensim dobrou prvni
predstavu a zamyslet se nad priklady, specidlné témi planovanymi na cviceni, at se mizete
na cviceni aktivné ucastnit a pfipadné problémy si tam objasnit.)

Cvicdeni
Priklad 2.1

Definujte jazyk

L ={w € {a,b}* | w zac¢ind a a konéi b nebo zac¢ina b a konci a}

jako (pfirozené) sjednoceni L = Ly U Ly, kde

Ly ={we{ab}*|...}

Ly ={w € {a,b}* | ...}

Zkonstruujte (co nejmensi) automat A; tak, ze L(A;) = L1, a automat A, tak, ze L(Ay) =
Lo.

Aplikujte algoritmickou konstrukci vedouci k automatu pro sjednoceni L; U L. Pitom
ovsem konstruujte jen dosazitelné stavy, podle definice

1/ qo € Reach(A),

2/ (q € Reach(A) N q — ¢ ) = ¢’ € Reach(A).

Definujte pak normovany tvar automatu, pii némz jsou stavy oznaceny 1,2,3,... a jsou
usporadany podle ,vzdalenosti® od pocatecniho stavu. Jak presné vyjadiite onu vzdalenost,
aby poskytla plné uspotadani (dosazitelnych) stavia?

Uvedte sestrojeny automat do normovaného tvaru.
Priklad 2.2

O konecném automatu fekneme, ze je redukovany, jestlize

e vSechny jeho stavy jsou dosazitelné

e a pro kazdé dva rtzné stavy ¢, ¢ plati L, # L.
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Zkuste u vaseho (5-stavového?) automatu z predchoziho pfikladu nalézt pro kazdou dvojici
stavil ¢ # ¢ slovo w tak, ze ¢ — F a ¢’ /= F (tedy ¢ — (Q—F)) & naopak q A~ F a
¢ - F; takovému slovu w budeme Fikat

rozlisujict slovo pro stavy q,q .

Povedlo se? Pak je vas automat redukovany.
Priklad 2.3
Dokoncete redukei automatu z prednasky (tam jsme jen zacali)

0 1
<S1 S1 So
S2 | S3 84
53| S5 Se
Sy St So
S5 | Sg§  S4
S6 | S9  Se
<—S7 S1 Sg

S8 | S5 S10
S9 | S S11
S10 | S12 S10
S11 | S11 S9
S12 | S8 S11

Priklad 2.4

Pripomenme si vétu:
Véta. Jazyk L C X* je reguldrni (tzn. pfijimany koneénym automatem) pravé tehdy, kdyz
je mnozina kvocienti {w\L | w € ¥*} kone¢na.
Vysvétlete, pro¢ pro jazyk
L={a"b"|n>0}

jsou jazyky (kvocienty) a\L, aa\L, aaa\L, ... navzajem rizné. Vyvodte, Ze L neni regu-
larni.

Priklad 2.5

Vybudujte si intuici o (ne)regularnich jazycich promyslenym zodpovézenim otazek na s.
88 a 89. Ty se tykaji (ne)regularity nasledujicich jazyki. (Zapisem w? znac¢ime zrcadlovy

obraz [reversal] slova w; induktivné lze definovat takto: e® = ¢; (au)® = ufla.)

{w € {a,b}*;|w|, mod 2 = 0}
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{w € {a,b}*; w zaciné nebo konéi dvojici stejnych pismen }

{w € {a, b} [wla < [wls}

{w € {a, b, c}*; jestlize w neobsahuje podietézec abe, pak konéi bea}
{w € {a,b}*;|w|, > |w], nebo w konél baa}

{w € {a,b}*;|w|, > |w], nebo |w|, > 2}

{u; ex. w € {a,b}* tak, ze u = ww?}, struéndji také psano {ww';w € {a,b}*},
{w € {a,b}*;w = w'}

{w € {a};w=w"}

{ww;w € {a,b}*}

{ww;w € {a}"}

{w € {a,b}*; rozdil po¢ti znaki a a znakt b ve w je vétsi nez 100}
{w € {a, b}*; soucin |w|, a |w|, je vétsi nebo roven 100}

{w € {a}*;|w| je prvocislo }

Priklad 2.6

Ptipomenime problém

NAzEV: Ewvivalence koneénijch automati
VSTUP: dva konecné automaty A;, Ay

VYsTUP: ANO — jestlize L(A;) = L(A,),
NE — jestlize L(A;) # L(As).

a uvazujme nasledujici algoritmus pro jeho feSeni:

generuj postupné (vSechna) slova wg, wy,ws, ... v abecedé danych automat;
pro kazdé w; pritom zjisti, zda je obéma automaty pfijimano ¢i obéma nepii-
jimano — kdyz je jednim pfijimano a druhym nepfijimano, skonci s vysledkem

L(Ay) # L(As).

Je zfejmé, ze béh tohoto algoritmu neskonéi v ptipadé L(A;) = L(A2). Lze tento nedostatek
opravit tim, Ze nechame algoritmus probirat jen slova do délky n, kde n je souctem poctu
stavii A; a As, a nenajde-li se rozliSujici slovo do té doby, pak algoritmus zahlasi L(A;) =
L(Ay) ? Pokud je tomu tak (tedy odpovéd algoritmu je vzdy spravnd), v ¢em je tento
algoritmus ziejmé horsi nez algoritmy probrané na prednasce?

Priklad 2.7

Naleznéte vSechny dvojice stavi ¢, ¢’, pro néz plati ¢ ~ ¢/, tedy L, = L.
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alb alb
—01]0]1 —515|6
~1]111]2 61715
~213|1 71719
3124 81918
41213 +9 (817

Priklad 2.8
Pro nésledujici vztahy vysvétlete, pro¢ obecné plati ¢i neplati.

[ ] L1 . L2 = L2 : L1
° Ll(LQ U Lg) = L1L2 U L1L3
o (LiULy)" = Li(Ly - LY)"

(LiN Ly)* = L¥ N L}

w-(w\L) =1L



