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Tyden 10

Prednaska - prvni ¢ast
Univerzalni Turingiiv stroj

Algoritmus, kterym jsme prokazovali ¢aste¢nou rozhodnutelnost problému zastaveni (HP)
byl tento: na zadany stroj (program) M a vstup w spust ,interpret®, ktery provadi ¢innost
(vypocet) M na vstupu w. Takovy interpret je ovSem také program, tedy algoritmus, a
slo by jej proto realizovat (naprogramovat) ve formé konkrétniho Turingova stroje U (viz
Véta 7.3.).

Riceova véta

Uvédomili jsme si, ze kazda vlastnost V' Turingovych stroji (napf. ,stroj M mé vice
nez 100 stavi“, ,vypocet stroje M je pro kazdy vstup konecny“, apod.) rozdéli mnozinu
vSech Turingovych stroji na dvé disjunktni podmnoziny: jedna je mnozina stroji, které
vlastnost V' maji, a druha je mnozina stroji, které vlastnost V nemaji. Vlastnost V je
trividlni, jestlize je jedna z onéch dvou piislusnych mnozin prazdna (tedy bud vSechny
stroje vlastnost V' maji nebo ji nemé ani jeden). Vlastnost V' je netrivialni, jestlize ji
alespon jeden stroj méa a alespon jeden stroj nema.

Dikladné jsme si promysleli, co to je vstupné/vistupni vlastnost, zkracené téz 1/0 vlastnost,
Turingovych stroji (¢i obecné ,programi‘).

Specialné jsme si uvédomili, Ze vlastnost V' neni I/O vlastnosti pravé tehdy, kdyz existuji
dva stroje My, Ms, které maji stejnou I/O tabulku (tedy stejné vstupné/vystupni chovéni),
ale jeden z nich vlastnost V' ma a druhy ji nema.

Probrali jsme si pak (niZze uvedené) vlastnosti v feseném piikladu 7.1. a uvédomili si, které
jsou I/O vlastnostmi. Specialné jsme si vSimli, Ze podle definice je kazd4 trividlni vlastnost
I/0 vlastnosti.

a/ Zastavi se M na Fetézec 001 7
b/ Ma M vice neZ sto stavi 7
¢/ M4 v néjakém piipadé vypocet stroje M vice kroku nez tisicindsobek délky vstupu ?

d/ Plati, Ze pro libovolné n se M na vstupech délky nejvyse n vicekrat zastavi nez
nezastavi ?

e/ Zastavi se M na kazdém vstupu w za méné nez |w|* krokii?
f/ Je pravda, Ze pro lib. vstupni slovo M realizuje jeho zdvojeni ?

g/ Je pravda, ze M ma nejvyse sto stavii nebo vice nez sto stavi ?
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Pak jsme se zamysleli nad Riceovou vétou:
Kazdd netrividlni vstupné /vystupni vlastnost programai je nerozhodnutelnd.

(V rozsifujici pfednasce ukazeme dikaz vyuzitim tzv. véty o rekurzi.)

Slozitost algoritmui

Pripomnéli jsme si, ze slozitosti algoritmi vétsinou nemyslime slozitost jejich struktury ¢i
obtiznost jejich navrhu, ale ¢asovou (¢i pamétovou) narocnost jimi definovanych vypocti.

Ptirozené jsme navrhli chapat
casovou sloZitost Turingova stroje M jako funkci Th; : N — N

tak, ze Tys(n) udava pocet krokit vypoctu stroje M nad vstupem velikosti (tj. délky) n v
neghorsim pripadé (worst-case complexity).

Pozndmka. O ¢asové slozitosti ma tedy rozumny smysl hovofit jen u stroju, jejichz (vSechny)
vypocty jsou konecné.

Pak jsme navrhli (rdmcové) Turingtv stroj M; pfijimajici (pfechodem do stavu Gecept)
pravé ta slova v abecedé {0, 1}, ktera jsou z jazyka {0™1™ | m > 1}.

Jednalo se o standardni jednopéaskovy Turingiiv stroj (s jednostranné nekone¢nou paskou).
P1i analyze jeho casové slozitosti jsme si pripomnéli

asymptotickou notaci f(n) € O(g(n)), f(n) € o(g(n)), f(n) € BO(g(n)) (véetné
béznych funkei, které se vyskytuji pii analyze slozitosti algoritmu)

a prisli na to, Ze u naseho konkrétniho stroje M plati Ty, (n) € O(n?).

Pak jsme se zamysleli a piisli na ndpad, jak navrhnout (standardni) stroj M, Tesici tentyz
problém, pro néjz jsme odvodili Ty, (n) € O(nlogn).

Pfitom jsme si uvédomili, pro¢ pifi takové analyze nezalezi na zakladu logaritmu (ktery zde
bereme jako 2, pokud neni feceno jinak).

Pak jsme si jesté v8imli, Ze umime navrhnout dvoupdskovy (¢i jen dvouhlavy) Turingiv
stroj M3, ktery Fesi vySe uvedeny problém a pro néjz je Ty (n) € ©(n).

Jen letmo jsme zaznamenali jako fakt, ze

mezi rozumnymi vypocetnimi modely existuji (vzajemné) polynomialni simu-
lace,

takze tiida PTIME, tedy trida problémi resitelngjch polynomidlnimi algoritmy (tedy algo-

ritmy s ¢asovou slozitosti omezenou polynomy), je nezavisla na tom, ve kterém (rozumném)
vypocetnim modelu (tedy ve kterém ,programovacim jazyku“) algoritmy realizujeme.

Pozn. Dalsi pripraveny text zde nechéavam, i kdyz jsme se k nému nedostali.
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Dynamické programovani

Uvazovali jsme o problému nejdelsi spole¢né podposloupnosti ze sekce 10.2.4. Nejprve jsme
celkem pfimocare sestrojili rekurzivni proceduru LC'S(u, v). Analyzou jsme zjistili, ze pocet
volani LC'S pfi FeSeni instance u, v, kde |u| = |v| = n, mizZe byt vétsi nez 2". Navrzeny
algoritmus tedy jisté neni polynomialni.

Kladli jsme si otazku, zda se neda navrhnout polynomiélni algoritmus fesici uvedeny pro-
blém. Zlepseni nas napadlo, kdyz jsme si uvédomili, ze pri rekurzivnim reSeni se mnohé
podptipady mohou zbyteéné fesit vicekrat (nezéavisle na sobé). Pfitom kazdy podpiipad
staci vyfesit jednou a feSeni poznamenat do vhodné ,tabulky“ (v nasem pfipadé dvou-
rozmérného pole). Pfitom postupujeme od mensich podpfipadii k vétsim. To je princip
tzv. metody dynamického programovdni. Vysledny algoritmus (také ilustrovany jednou z
animaci) uz polynomialni oc¢ividné je.

Metoda ,,Rozdél a panuj“

P¥ipomnéli jsme si i tuto obecnou metodu navrhu (efektivnich) algoritmi. Naznadili jsme si
odvozeni feseni rekurentnich rovnic uzite¢nych pti analyze slozitosti rekurzivnich algoritmii,
jak je to probrano v ¢asti 10.2.2.

Prednaska - druha dast

Psala se zapoctova pisemka.

Partie textu k prostudovani

Univerzalni Turingtv stroj, Riceova véta (v ¢asti 7.). Slozitost algoritmi (8.1., 8.2.). Dy-
namické programovani (10.2.4.), éast 10.2.2. (metoda ,rozdél a panuj*).

Cviceni

Priklad 10.1

Vysvétlete, co d€la univerzalni Turingtv stroj U, kdyz dostane jako vstup slovo tvaru uv,
kde slovo u je kédem stroje U.

Priklad 10.2

Uvedte alesponi t¥i vlastnosti Turingovych stroji, pro néz plyne nerozhodnutelnost z Ri-
ceovy véty, a alespon tii vlastnosti, pro néz nerozhodnutelnost z Riceovy véty neplyne.
(Jiné pfiklady nez byly na prednésce.)
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Priklad 10.3

Pripomente si, jak se pouziva a co vyjadiuje znaceni O, o, © a pfesné jej zadefinujte.
Pak sefadte nasledujici t¥i funkce podle rychlosti jejich ristu.

a/ n/2005, \/n-3n,n+n-logn

b/ (logn)”, n", 2V"

Priklad 10.4
Necht a,b > 1. Ukazte:

e Jc:Vx:log, r = c-log,x (tedy log,n € O(log, n))

o 8™ = plo8r @ (n4vod: aplikujte na obé strany funkci log )
Priklad 10.5

(Nepovinné; doplnéni k metodé ,rozdél a panuj*)

Véta o FeSeni rekurentnich rovnic se da tvest i takto (mirné obecnéji nez je v ucebnim
textu):

Necht a > 1, b > 1 jsou konstanty, f je funkce (typu N — N ¢&i alesponi asymptoticky
kladnd) a pro funkci 7': N — N plati rekurentni vztah

T(n)=al(n/b) + f(n).
Pak plati:
1. Je-li f(n) = O(n®) a c < log, a, pak T'(n) = O(n'°% ).
2. Je-li f(n) =0O(n'e2), pak T'(n) = O(n'°%* . logn).
Obecndji: je-li f(n) = O(n'*%*log"n), k > 0, pak T'(n) = O(n'&* - log"*! n).
3. Je-li f(n)=Q(n°) ac>log,a
a a-f(n/b) <d-f(n) pro néjaké d < 1 a skoro vSechna n (tedy az na koneéné mnoho
vyjimek),
pak T'(n) = ©(f(n)).
Ve 3. pripadu lze vyvodit, ze kdyz f(n) = ©(n°), tak T'(n) = O(n°). (Muzete ovéfit.)

Pak zjistéte u nasledujicich prikladi, zda se na né véta vztahuje, a v kladném pripadé
odvodte FeSeni.

e T(n)=3T(n/2) +n?
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