Teoreticka informatika — pribéh vyuky v semestru 1

Tyden 3

Prednaska - prvni c¢ast

(viz také slidy k této pfednasce ...)

Ekvivalence kone¢nych automatd; minimalni automaty

Premysleli jsme, zda bychom uméli navrhnout (a naprogramovat) algoritmus Fesici nasle-
dujici problém.

NAzEV: Evivalence konecnijch automati
VSTUP: dva konecné automaty A;, Ay

VYsTUP: ANO — jestlize L(A;) = L(A,),
NE — jestlize L(A;) # L(A).

K jednomu moznému algoritmu nas piimo pfivedla myslenka, zZe u negativniho ptipadu,
tedy L(A;) # L(As), by bylo dobré také ukazat protipfiklad, tedy (co nejkratsi) slovo w,
které patii jen do jednoho z jazyki L(A;), L(Ay). Uvédomili jsme si, Ze takové slovo patii
do jazyka

L = (L(Ay) = L(A2)) U (L(A2) — L(A1)) = (L(A1) N L(A2)) U (L(Az) N L(Ay))

a ze diky d¥fve probranym algoritmtim snadno sestrojime A tak, ze L(A) = L. Je nam tedy
jasny algoritmus, ktery k zadanym A;, Ay sestroji A tak, ze

L(A) = L(Ay) & L(A)=0.

No a napsat proceduru (algoritmus), kterd o zadaném koneéném automatu A zjisti, zda
L(A) = 0, hravé zvladneme (kdyZ si vzpomeneme na algoritmus pro zjistovani dosaZitel-
nych stavi; staci prosté zjistit, zda né&jaky pfijimajici stav je dosazitelny [z po¢ate¢niho]).
Ekvivalence kone¢nych automatii se ovSem da algoritmicky (rychle) zjistovat i jinak. Nej-
prve jsme si uvedli nasledujici prirozenou definici.

Koneény automat A je minimalni, jestlize neexistuje automat A’ ktery je ekvi-
valentni s A (pro néjz je tedy L(A) = L(A")) a ktery ma méné stavii nez A.

Pak jsme si uvedli tyto véty.

Véta. Je-li automat redukovany, pak je minimalni.

Véta. Dva minimalni automaty, které pfijimaji tentyz jazyk, jsou izomorfni, tedy stejné az
na pojmenovani stavii; to také znamena, ze maji stejny normovany tvar.

Platnost vét jsme si naznacili jen intutivné, dikaziim se vénujeme na prednaskach pro
hlubsi zajemce. Uvédomili jsme si ale, Ze algoritmus rozhodujici ekvivalenci konec¢nych
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automattt muze byt tedy zalozen na odstranéni nedosazitelnych stavi, redukei (ztotoznéni
stavi se stejnym LZOACC) a prevodu do normovaného tvaru. (Dva automaty jsou ekvivalentni
pravé tehdy, kdyz po odstranéni nedosazitelnych stavii a nasledné redukci maji stejny
normovany tvar.)

Nedeterministické koneé¢né automaty

Definici nedeterministického kone¢ného automatu

A=(Q,%,6,1,F),

kde §: Q@ x ¥ — P(Q) (P(Q) zna¢i mnozinu vsech podmnozin mnoziny @),

IcaQ,

jsme si osvétlili na nasledujicim piikladu (kde I = {qo}, d(q0,a) = {qo0, 1}, d(q2,b) = 0,
atd.)

a,b

()
(@)@ (@)~ (@)@ ~@)

a uvédomili jsme si, Ze pro automat A na obrazku je L(A) = {w | 3¢ € I : ¢ — F} roven
jazyku, pro néjz jsme konstruovali (deterministicky) koneény automat na prvni prednésce,
totiz jazyku

L(A) ={w € {a,b}*" | w ma sufix abaaba}.

Ptipomnéli jsme si, ze existuje algoritmus, ktery prevede zadany nedeterministicky konecny
automat na ekvivalentni deterministicky; tento algoritmus je popsan ve studijnim textu
(formou ,knoflikové hry“); pfitom se konstruuji jen dosazitelné stavy v prislusném DKA
(coz muze v konkrétnich p¥ipadech usetfit mnoho stavi).

Zobecnéné nedeterministické koneéné automaty (s e-prechody)

Zatim neformalné jsme uvedli pfiklad regularniho vyrazu, konkrétné (aa)*(bb)*(cc)* a shodli
se, ze ho chapeme jako reprezentaci jazyka L = {a®*V**c®™ | k,{,m > 0}.

Pak jsme si uvédomili, jak elegantné lze z automatt pro jazyky {a?* | k > 0}, {** | £ > 0},
{c* | m > 0} vytvofit automat p¥ijimajici jazyk L, kdyZ pouZijeme e-prechody.

Uvedli jsme takto zobecnény nedeterministicky koneény automat (ZNKA), tedy strukturu
A=(Q,%,0,1,F), kde je patfiéné rozsifen defini¢ni obor pfechodové funkce:

0:Q@x (BU{e}) = PQ).
Piirozené jsme dosli k tomu, jak zde budeme chépat znaceni ¢ — ¢’ (¢i ¢ — F apod.).

Strucna induktivni definice miize vypadat takto:
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1. q;q,
2. kdyz 6(q,a) 3¢ (proa € LU {e}) a ¢ —— ¢", tak ¢ —> ¢".

I pro ZNKA A lze tedy definovat L(A) = {w € ¥* | 3¢ € [ :q — F}.
Myslenku dikazu véty 3.24. (s. 103)

Existuje algoritmus, ktery ke kazdému zobecnénému nedeterministickému ko-
necnému automatu A sestroji ekvivalentni (deterministicky) koneény automat
A" (tedy L(A) = L(A")).

jsme si demonstrovali na vyse sestrojeném automatu (a de facto jsme tak provedli Cviceni
3.64, s. 102).

Uzavérové vlastnosti tfidy regularnich jazykua

Uvédomili jsme si, Ze umime snadno dokazat véty typu 3.26, 3.27, 3.28 (sekce 3.10), tedy

Trida REG je uzavrena vici sjednoceni, priniku, dopliku. (Je-li tedy Ly, Ly €
REG, pak také L; U Ly, Ly N Lo, Ly jsou v REG.)

Tfida REG je uzaviena vuci zietézeni a iteraci. (Je-li tedy L, Ly € REG, pak
také Ly - Lo, a (Lq)* jsou v REG.)

Tfida REG je uzaviena vici operaci zrcadlového obrazu. (Je-li tedy L € REG,
pak také L* € REG.)

Také jsme si uvédomili konstruktivnost téchto tvrzeni (tedy existenci piislusnych algo-
ritmi). Specidlné jsme si odvodili konstrukce zachycené na obrazku 3.15 na s. 114.

Regularni vyrazy

Ptesnéji jsme uvedli, co myslime pojmem requldrni vijraz (RV) v naSem kontextu, a jakym
zpusobem reprezentuje vyraz « uréity jazyk, oznacovany [«]. Uvedli jsme tedy Definici 3.30
a 3.31 (v sekci 3.12) a demonstrovali na ptikladu (z Cvi¢eni 3.80)

((01*0 + 101)*100 + (11)*0)*01

na némz jsme rovnéz ilustrovali standardni domluvu o priorité operatort, vynechavani
znaku “”, vynechavani nepotiebnych zavorek apod.

Uvédomili jsme si, ze mame de facto k dispozici vSechny prostfedky pro navrh algoritmu z
Vety 3.22

Ke kazdému regularnimu vyrazu o lze sestrojit konecny automat prijimajici
jazyk [a].
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za predpokladu, ze umime (algoritmicky) rozebrat syntaktickou strukturu zadaného vyrazu.
To znamena, ze vime, jak sestavit prislusny syntakticky strom; napi. pro vyraz

(1"0+ 10)*1
miize byt takovy strom zachycen linedrnim zapisem

Conc(Iter(Union(Conc(Iter(1),0), Conc(1,0))),1).

Regularni a neregularni jazyky

Pfipomnéli jsme si stru¢né intuici budovanou na minulém cviceni (otézky na s. 88-89).
Uvédomili jsme si, ze kombinace ‘regularni’ a ‘neregularni’ podminky vzdy vyzaduje hlubsi
zamysleni. (Napt. Otazky 3.51 a 3.52 demonstruji, Ze sjednoceni L; U Ly dvou jazyk, z
nichz jeden je regularni a druhy neregularni, je v nékterych piipadech regularni a v jinych
neregularni.)

Prednaska - druha dast

Vratili jsme se k pojmu podilovy automat (definovany piti redukeci koneénych automatii)

Zamysleli jsme se nad vétami

Véta. Je-li automat redukovany (tj. nema nedosazitelné stavy a kazdé dva rizné stavy jsou
neekvivalentni) pak je minimalni.

Véta. Dva minimélni automaty, které ptijimaji tentyz jazyk (a jsou tedy ekvivalentni), jsou
izomorfni, tedy stejné az na pojmenovani stavi.

Véta. Regularnimi vyrazy lze reprezentovat praveé regularni jazyky.

(Podrobnéjsi poznamky lze nalézt v diivéjsich bézich vyuky ... )

Partie textu k prostudovani

Jedna se zejména o ¢asti 3.7. (ekvivalence kone¢nych automat, minimalni automaty), 3.8.
(reguldrni a neregularni jazyky), 3.9. (nedeterministické kone¢né automaty), 3.10. (uzavé-
rové vlastnosti t¥idy regularnich jazykt), 3.12. (regularni vyrazy).

(Méte si udélat prinejmensim dobrou prvni pfedstavu a zamyslet se nad piiklady, specialné
témi planovanymi na cviceni, af se miizete na cviceni aktivné castnit a pripadné problémy
si tam objasnit.)
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Cviceni
Priklad 3.1
Ptipomenme problém
NAzEV: Evivalence konecniyjch automati

VSTUP: dva konecné automaty A;, Ay

VYsTup: ANO — jestlize L(A;) = L(A,),
NE — jestlize L(A;) # L(As).

a uvazujme nasledujici algoritmus pro jeho feSeni:

generuj postupné (vSechna) slova wg, wy,ws, ... v abecedé danych automat;
pro kazdé w; pritom zjisti, zda je obéma automaty prijimano ¢i obéma nepii-
jiméano — kdyz je jednim prijimano a druhym nepfijimano, skonci s vysledkem
L(Ay) # L(Az).
Je zfejmé, ze béh tohoto algoritmu neskonéi v piipadé L(A;) = L(Az). Lze tento nedostatek
opravit tim, Ze nechame algoritmus probirat jen slova do délky n, kde n je souctem poctu
stavii A; a Ay, a nenajde-li se rozlisujici slovo do té doby, pak algoritmus zahlasi L(A;) =
L(A3) ? Pokud je tomu tak (tedy odpovéd algoritmu je vzdy spréavnd), v ¢em je tento
algoritmus zfejmé horsi nez algoritmy probrané na prednasce?

Priklad 3.2

Naleznéte vSechny dvojice stavl ¢, ¢/, pro néz plati ¢ ~ ¢/, tedy LZOACC = LZ?ACC.
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NKA (nedeterministicky kone¢ny automat) A zadany uvedenou tabulkou zadejte jako (ma-
tematickou) strukturu A = (@, %, 0, I, F') a pak zakreslete grafem. Charakterizujte co nej-
jednoduseji jazyk L(A), tedy mnozinu {w € ¥* |Ig € I : ¢ — F}.

Pak zkonstruujte ekvivalentni DKA (deterministicky koneény automat). Dokoncete tedy
konstrukci nasledujici tabulky.

0| 1
= Ko | K1 | Ka| Ko={1,5}
K | Ky K, = {1,2,5}
Ky K, = {1,5,6}
K Ks={1,2,3,5)

Pro pr()cviéeni muzete vy’sledny’ DKA zredukovat a pfevést do normovaného tvaru.

Sestrojte (zobecnény) nedeterministicky automat rozpoznavajici jazyk zadany regularnim
vyrazem (aa)*(bb)*(cc)*. Pak k tomuto automatu zkonstruujte ekvivalentni deterministicky
automat.

Priklad 3.5

Pfipomenme si, co jsou regularni vyrazy (standardni v teorii). Zjistéte, zda plati
[(011 + (10)*1 4 0)*] = [011(011 + (10)*1 + 0)*]
[((1+0)*100(1 + 0)*)*] = [((1 + 0)100(1 + 0)*100)*]

Priklad 3.6
Pripomente si nasledujici induktivni definici regularnich vyrazi nad abecedou .

e )€ RV(YX), e€ RV(X), a€ RV(X) (provs.a€X);
e kdyz o, 3 € RV (X), pak také
— (a4 f) € RV (%),
— (a- ) € RV(Z),
— (a*) € RV (%).
Provedte syntakticky rozbor vyrazu (01*0+410)*10, v némz jsou uplatnéna obvykla pravidla

o vynechavani zavorek; tedy zkonstruujte prislusny syntakticky strom. Na jeho zakladé pak
zkonstruujte ZNKA pfijimajici jazyk reprezentovany uvedenym vyrazem.
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Priklad 3.7

(Nepovinné.)

Zadejte regularnim vyrazem jazyk

L={we{0,1}* | ve w je sudy pocet nul a kazda jednicka je bezprostfedné nasledovana
nulou }

Priklad 3.8

(Nepovinné.)

Pii konstrukci ekvivalence ~C () x @ definované vztahem ¢ ~ ¢ < LZOACC = LZ;?ACC
(pro automat A = (Q,X%,4,qo, F)), jsme de facto postupovali koinduktivné: vzali jsme
(nejvétsi) relaci Ry = @ x @, na ni jsme aplikovali ur¢ity monoténni funkcional F, dostali
jsme tedy (mensi) relaci Ry = F(Rp), pak jsme dostali relaci Ry = F(R;), atd., az jsme
dospéli k (nejvétsimu) pevnému bodu R (pro néjz R = F(R)). (Monoténnosti funkcionalu
F 1 20%Q — 29%€ zde rozumime vlastnost, ze pro Ty C Ty mame F(Ty) C F(Ty).) Snazte
se funkcional F pfesné popsat.



