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Tyden 14

Prednaska-pondéli
Aproximaéni algoritmy

Vratili jsme se podrobnéji k elementarnim zakladiim zachycenym v sekci 10.3.

Pravdépodobnostni algoritmy

Priblizili jsme si elementarni zaklady zachycené v sekei 10.4.
Specialné jsme se vénovali problému prvociselnosti.

Uvédomili jsme si, ze algoritmus

Mas-li testovat prvociselnost zadaného (napf. nékolikasetmistného) k, projdi
vSechna a,1 < a < k a zjistuj, zda Divides(a, k) (tedy zda (k mod a) =0) ...

je exponencidlni (ve velikosti zapisu k). (A to i pfi pfimocarych vylepSenich, pfi nichz
zkoumame jen lichd a < vk apod.)
Také jsme si vsimli, ze pravdépodobnostni algoritmus

Vygeneruj nahodné a (feknéme liché a,1 < a < Vk); jestlize Divides(a, k),
return NE; jinak return ANO.

nam moc nepomize. Vyda-li (néjaky) jeho béh NE, tak sice vime jisté, Ze k neni prvodislo,
ale vyda-li ANO pro dané k tieba pfi miliénkrat opakovaném provedeni, nemizeme si
viibec byt jisti, Ze k je prvocislem. (Napf. pro velké ¢islo m = pq, kde p, ¢ jsou prvocisla,
je ndhodné trefa jednoho z déliteld p, ¢ téméF nemozna.)

Pak jsme naznadili, Ze (mald) Fermatova véta, je zdkladem podstatné lepsiho algoritmu (k
¢emuz se jesté vratime na cviceni).

Prednaska-¢étvrtek

Cas prednagky bude vénovan shrnuti latky predevdim s ohledem na zkousku. Lze to vi-
dét jako urcitou hromadnou konzultaci; pfedpoklada se pritom predevsim aktivni pTistup
posluchacti, konkrétni dotazy apod.

Partie textu k prostudovani

Sekce 10.3. (Aproximaéni algoritmy). Sekce 10.4. (Pravdépodobnostni algoritmy).
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Cvideni
Prezentace referatu

Referat ¢. 25 (Savitchova véta)

Popiste konstrukci v dikazu Savitchovy véty. (K nastudovani muzete napf. vyuzit podklad
k referatu ¢. 8 na http://www.cs.vsb.cz/jancar/VYCSLOZ/vycsloz.htm.)

Mizete se ovSem omezit na tento specialni piipad:

Je-li problém P rozhodovan nedeterministickym Turingovym strojem s pro-
storovou slozitosti n, pak je také rozhodovan deterministickym Turingovym
strojem s polynomialni prostorovou slozitosti.

Mate tedy vysvétlit, jak lze k tzv. linedrné omezenému automatu (linear bounded automa-
ton) M,

tj. k nedeterministickému Turingovu stroji M, ktery pii vypoc¢tu na vstupnim
w, |w| = n, nenavstivi jina policka nez ta, na nichz je zapsan vstup (a mé tedy
prostorovou slozitost n)

navrhnout (deterministicky) algoritmus A, ktery pro zadané w zjisti, zda M ma piijima-
jici vypocet pro w (tedy zda w € L(M)). Algoritmu A pfitom musi stait polynomialné
omezend pamét.

(Pfipomenuti. Pocet konfiguraci délky n stroje M je omezen hodnotou ¢, kde konstantu
¢ lze snadno spocitat z velikosti (stavové mnoziny a abecedy) stroje M. Délka nejkratsiho
ptijimajictho vypoctu M nad w, |w| = n, (pokud takovy existuje) je tedy také omezena
onim ¢".)

(Bylo by dobré ukazat, %e ta prostorova slozitost A se d4 omezit kvadraticky, je v O(n?),
a naznacit, pro¢ A lze pfimocafe implementovat deterministickym Turingovym strojem s
prostorovou slozitosti O(n?).)

Referat ¢. 26 (Problém QBF; Quantified Boolean Formulas)

Uvazujme problém

Ndzev: QBF (problém pravdivosti kvantifikovangch booleovskych formuli)
Vstup: formule (Jxq)(Vae)(Jzs)(Vay) ... (Fron—1)(Vee,)F (21, 22, ..., xay), kde

F(x1, 9, ...,29,) je booleovskd formule v konjunktivni normdlni formé.
Otazka: je dana formule pravdiva ?

Navrhnéte algoritmus, ktery fesi problém QBF a méa prostorovou slozitost omezenou po-
lynomem. (Tim ukazete, ze QBF je v PSPACE.)

Ndvod. Rekneme, 7e formule F(xy, 2y, ..., 72,) je OK pro posloupnost booleovskych hod-
not by, bs, ..., b;, kde 0 < i < 2n, jestlize
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bud i = 2n a F(by,ba, ..., bay) = true,
nebo i < 2n, 7 je liché a F je OK jak pro by, b, . . ., b;, true, tak pro by, bo, ..., b;, false,

nebo i < 2n, ¢ je sudé a F je OK pro alespon jednu z posloupnosti by, bs, ..., b;, true
a by, by, ..., b;, false.

Ovéite nejprve, Zze formule (Jzq)(Vra)(Txs)(Vry) ... (3wan—1)(Vae,)F (1, T2, ..., Ton) je
pravdiva prave tehdy, kdyz F je OK pro prazdnou posloupnost.

Pak sestavte kyzeny algoritmus (a prokazte, Ze jeho prostorova [tedy pamétovd] sloZitost
je polynomiélni).

Referat ¢. 27 (Oblazkova hra v PSPACE)

Uvazujme problém, jehoz instanci je orientovany graf s vybranym vrcholem v a dale k
‘oblazkl’. Mtzeme v jakémkoli poradi provadét nasledujici elementéarni kroky:

e na vrchol x mizeme polozit oblazek, pokud v dany okamzik lezi oblazky na vSech
vrcholech, z nichz vede hrana do x,

e oblazek polozeny na vrchol mizeme odebrat (a znovu pouzit pozdéji).

Otézkou je, zda existuje posloupnost krokti, pfi niz polozime oblazek na zadany vrchol v.
Prokazte, ze problém je v PSPACE.

(Jednou z motivaci problému je problém pfidélovani paméti pii vypoctu; staci dany pocet
registru k provedeni uréeného vypoctu ?)

Piiklady
Piiklad 14.1

Nasledujici tvrzeni je znamo jako ,Mala Fermatova véta“.
Tvrzeni. Jestlize p je prvocislo, tak pro kazdé a,0 < a < p, plati

a?'=1 (mod p)

(Kdy?Z p neni prvocislo, tak to neplati, jak byste se méli byt schopni sami snadno pfesvédéit
[napt. zbude-li ¢as na cviceni).

Presvécdte se, ze tvrzeni plati pro p = 11. Pritom si uvédomte, jak je uzitecné tzv. opako-
vané umocnovani. Mizete postupovat vyplnénim néasledujici tabulky; pfitom vyuzijte, ze
219 =28 22, tedy ' mod 11 = (2% mod 11) - (z> mod 11) mod 11.



Teoreticka informatika — pribéh vyuky v semestru 4

2?2 mod 11 | z* mod 11 | 2% mod 11 || z° mod 11
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Pak vypliite podobnou tabulku pro neprvocislo 15.

2?2 mod 15 | z* mod 15 | 28 mod 15 || 2 mod 15
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Uvedend pozorovani nabizeji zvazit jisty (polynomidlni) pravdépodobnostni algoritmus k
testovani prvociselnosti (velkych ¢isel). Jak vypada tento algoritmus?

(Pozndmka. Ten algoritmus ,témér“ funguje, ,,084li“ jej ale tzv. Carmichaelova ¢isla; na-
prosto korektni pravdépodobnostni algoritmus vyuziva o néco hlubsi poznatky z teorie
Cisel.)

Priklad 14.2

Pokracujte pripadné v diskusi zkouskové pisemky, predevsim na zékladé konkrétnich pod-
nétu studentu.



