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Tyden 12

Prednaska-pondéli

Na zacatku jsme se struc¢né vratili k obecnym metoddm navrhu (rychlych) algoritmi.

Trida PTIME

Ptipomnéli jsme si definici t¥idy PTIME. Ptitom jsem zdtraznil, Ze vSechny problémy ve
studijnim textu (nejen ty, které jsou v PTIME) je tfeba diikladné promyslet — pak nemtize
byt pro nikoho problémem u zkousky néjaky pozadovany problém presné definovat a uvést
priklady instanci s pozitivni odpovédi a instanci s negativni odpovédi.

Nedeterministické algoritmy a jejich slozitost; tfida NPTIME

Ujasnili jsme si pojem nedeterministického algoritmu (Turingova stroje) a definici toho, co
to znamena, ze néjaky nedeterministicky Turingtv stroj M rozhoduje dany problém P.
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Také jsme pfimocafe rozsifili pojem (¢asové) slozitosti na nedeterministické stroje a defi-
novali jsme tiidu NPTIME.

Ukézali jsme si (nedeterministické) algoritmy prokazujici, ze problém SAT (splnitelnost bo-
oleovskych formuli) a IS (Independent Set, rozhodovaci verze problému nezéavislé mnoziny
v grafu) jsou v NPTIME.

Polynomialni preveditelnost; NP-uplné problémy

Jiz zndmy pojem preveditelnosti mezi problémy jsme vyuzili v definici polynomidlni preve-
ditelnosti mezi problémy. (Ptislusny prevadéjici algoritmus musi mit polynomiélni éasovou
slozitost, tedy ¢asovou slozitost omezenou polynomem.)

Vsimli jsme si, jak mtize prokdzand polynomialni preveditelnost mezi problémy pomoci v
urcovani (ne)pfislusnosti k PTIME ¢i NPTIME.

Definovali jsme pojem NP-tplného problému; problémy SAT, 3-SAT, HC, HK, 3-CG a IS
jsou priklady NP-tiplnych problémi.

Postupné jsme dosli k algoritmu, ktery prokazuje polynomiélni pieveditelnost HC na HK.

Prednaska-¢étvrtek

Vratili jsme se k nerozhodnutelnosti pravdivosti uzavienych formuli 1.radu s predikaty
PLUS(z,y,z) (tj. x +y = z) a MULT (x,y,2) (tj. -y = 2) ve standardnim modelu
aritmetiky (N, +,-).

Pak jsme diskutovali jeden pozoruhodny dtikaz z oblasti teorie slozitosti, ktery se da vyja-
dfit sloganem
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nedeterministicky prostor je uzavreny na doplnék.

Ukazali jsme ovSem jen nésledujici specialni Tvrzeni:

Ke kazdému nedeterministickému Turingovu stroji M s prostorovou sloZitosti O(n), ktery
rozhoduje problém P, existuje (Ize sestrojit) nedeterministicky Turingiv stroj M' rovnéz s
prostorovou sloZitosti O(n), ktery rozhoduje problém P (tedy dopliikovyj problém problému
P).

Jestlize tedy M mé pro slovo w alespon jeden prijimajici vypocet, tak vSechny vypocty
stroje M’ na w jsou nepfijimajici; jestlize vSechny vypocty stroje M na w jsou nepfijimajici,
pak existuje alespon jeden vypocet M’ na w, ktery je piijimajici.

Toto tvrzeni mj. znamena, zZe tfida tzv. kontextovych jazyki je uzvarena na doplnék. To
byl od 60. let 20. stoleti zndmy otevieny problém a mezi zainteresovanymi ptrevladal nézor,
Ze tato tfida na doplné€k uzaviena neni. Twrzeni dokdzal jako pruni student informatiky
na MFF UK v Bratislavé R. Szelepcsenyi na jafe 1987. Nez ovSem bylo feseni (dopra-
covano, zobecnéno a) ozndmeno odborné vefejnosti, pfisel nezavisle s feSenim znamy veé-
dec N. Immerman v USA. Proto se tomuto tvrzeni (v obecnéjsi podobé) dnes ¥ika ,The
Immerman-Szelepcsenyi Theorem®.

Nacrtli jsme si hlavni myslenku:

Ma&-li M’ uloZeno v ¢itaci ¢ ¢islo ¢; udavajici pocet konfiguraci stroje M, do kterych se
tento stroj muze dostat v ¢ krocich vypoc¢tu na w, pak do ¢itace ¢ spocte ¢;,1 nésledovné:
Generuje systematicky vSechny mozné konfigurace Ci,Ch,...,C,, stroje M velikosti
Sy(Jw]) (kde Sy je prostorova slozitost stroje M); na zacatku také vynuluje ¢itac ¢

Pro kazdou vygenerovanou C; zjistuje, zda C; miize byt dosazena v i + 1 krocich takto:
Generuje (v jiném kousku paméti) systematicky vSechny mozné konfigurace Dy, Dy, ..., Dy,
stroje M velikosti Sy (|w|); na zac¢atku také vynuluje ¢itac d.

Pro kazdou D, nedeterministicky ,hada“, zda D, je dosazitelna v ¢ krocich. Pokud si tipne,
Ze ne, pokracuje vygenerovanim Dy, ... Pokud si tipne, zZe ano, odsimuluje nedeterminis-
ticky zvolenych i kroku stroje M na w: kdyz takto dosazena konfigurace neni totozna s
Dy, stroj M’ neuspésné skonéi; kdyz takto dosazend konfigurace je totozna s D, (M’ tedy
ovétil, ze Dy je dosazitelnd v i krocich), M’ zvysi ¢ita¢ d o 1 a ovéfi, zda z D, lze jednim
krokem dosdhnout C;: pokud ano, zvysi ¢ita¢ ¢’ a zacne zkoumat C; 1, pokud ne, pokracuje
vygenerovanim Dy, ...

Pokud takto prosel vSechny Dy, Dy, ..., D,,, aniz zjistil, Ze C; je dosazitelnd v ¢+ 1 krocich,
tak ovéri, zda hodnoty v ¢itacich ¢ a d jsou stejné: kdyz nejsou, M’ netispésné konéi, kdyz
jsou (tedy M’ skutecné spravné uhodl a ovétil vSechny konfigurace Dy, které jsou dosaZitelné
v i krocich, a takto ovétil, ze C; skuteéné neni dosazitelnd v i 4+ 1 krocich), pokracuje M’
zkoumanim C; 1, (aniz zvysil ¢) ...

Po (tispésném) spocteni ¢;1; (v ¢itaci ), zkopiruje M’ hodnotu ¢ do ¢itace ¢, vynuluje ¢
a pusti se do vypoctu c¢;;o ... Toto provadi pro vs. ¢ < m, kde m je pocet vSsech moznych
konfiguraci stroje M velikosti Sy (|w]); kontroluje si tento hlavni cyklus specidlnim ¢itacem,
pro néjz mu zajisté staci prostor O(n). Pokud béhem prace M’ nékdy zjisti, Ze je dosazitelna
néjaka prijimajici konfigurace (stroje M pii vypoctu na w), M’ okamzité skonéi netispésné
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(tedy nepiijme). Pokud se to nestalo a stroj M’ prosel (bez netspésného ukonceni z divodii
popsanych vyse) vipocet ¢, ca, ..., ¢, tak piijme.

K ovéreni korektnosti dodejme: Kdyz M ma prijimajici vypocet pro w, tak méa také priji-
majici vypocet, v némz se neopakuji dosazené konfigurace, a tedy ma vypocet délky < m.
Pozndmka. Detailnéjsi popis ditkazu (obecnéjsiho tvrzeni) 1ze najit napf. i v Internetovych
zdrojich. (Google: Immerman-Szelepcsenyi Theorem.)

Partie textu k prostudovani

Casti 8.3., 8.4., 8.5. (tfida PTIME, tiida NPTIME, NP-tiplné problémy).

Cviceni
Prezentace referatu

Referat ¢. 21 (Preveditelnost mezi problémy)

Demonstrujte myslenku preveditelnosti IPKP (inicidlniho Postova korespondené¢niho pro-
blému) na PKP (Posttv korespondenéni problém). (Muzete vyjit napf. z pfislusné animace,
zvolte si ale jiny ptiklad, na némz myslenku srozumitelné predvedete a vysvétlite.)

Referat &. 22 (Casové sloZitost algoritmi, asymptoticka notace)

Podejte matematicky dikaz (vyuzivajici napt. I’'Hospitalova pravidla) toho, ze je-li f(n) <
p(n) pro n&jaky polynom p a g(n) > ¢" pro né&jakou konstantu ¢ > 1, tak plati f € o(g).
Podobné to ukazte pro piipad, kde f(n) < (logn)* pro né&jakou konstantu k a g(n) > n°
pro néjakou konstantu ¢ > 0.

Piiklady

Priklad 12.1
Uvazujme nasledujici problém (jeden z ¢asto uvadénych NP-tplnych problémii).

NAzev: TSP (problém obchodniho cestujiciho ( ANO/NE verze))
VSTUP: mnozina ,mést“ {1,2,...,n}, pfir. ¢sla (,vzdalenosti“) d;; (i = 1,2,...,n,
j=1,2,...,n); dale ¢islo ¢ (,,limit*).

OTAZKA: existuje ,,okruzni jizda“ dlouha nejvyse £, tj. existuje permutace {iy, i, ...,%,}
mnoziny {1,2,...,n} tz. d(iy,ia) + d(ia, i3) + - - + d(in-1,0n) + d(in, 1) < €7

Je to rozhodovaci (neboli ANO/NE) verze optimaliza¢niho problému. Odvodte nejdiive,
jak vypada onen optimaliza¢ni problém (tedy co je jeho vstupem a co odpovidajicim vy-
stupem).
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Déle ukazte néjakou malou (ale ne uplné trividlni) instanci (tedy vstup) uvedeného pro-
blému TSP, pro niz je odpovéd ANO, a instanci, pro niz je odpovéd NE.

Pak prokazte (ndvrhem konkrétniho nedeterministického algoritmu), ze TSP je v NP.
Nakonec zkuste vymyslet diikaz NP-obtiznosti problému TSP.

(Napovéda. Muzete vyuzit faktu, Ze problém hamiltonovské kruznice (HK) je NP-tplny.)
Pfipomenuti bokem: animace ukazuji dikaz Cookovy véty, tedy dikaz toho, ze SAT je
NP-tplny, a dale demonstruji SAT < 3-SAT, 3-SAT <« IS, IS <« HC, HC <« HK (a také
nyni pozadovany prevod HK < TSP.)

Priklad 12.2
Uvazujme problém

NAzev: ILP (problém celociselného linedrniho programovadni)
VsTup: Matice A typu m x n a sloupcovy vektor b velikosti m, jejichz prvky jsou cela
cisla.

OTAzZKA: Existuje celoéiselny sloupcovy vektor x (velikosti n) tz. Az > b7

Ukazte nejprve néjakou malou (ale ne Gplné trividlni) instanci (tedy vstup) uvedeného
problému ILP, pro niz je odpovéd ANO, a instanci, pro niz je odpovéd NE.
Vysvétlete presné, co bychom museli udélat, kdybychom chtéli ukazat, ze 3-SAT < ILP.

Zbude-li ¢as, zkuste tuto preveditelnost dokéazat. Prinejmensim ale uvedte, co bychom
mohli Fici o slozitosti problému ILP poté, co bychom prokazali 3-SAT < ILP.

Dale pouvazujte o tom, zda ILP patii do NP.
Je to tak, ale je to priklad problému, jehoz pfislusnost k NP neni ihned ziejma — na rozdil
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(Spokojime se zde jen s odkazem na fakt, ze se da ukazat, Ze existuje-li feSeni nerovnosti
Ax > b, pak existuje i feSeni ,dostatecné malé“ — jeho zapis je polynomialni vzhledem
k zépisu A a b; feSeni se tedy d& v polynomidlnim ¢ase ,uhodnout® a ovéfit. )

Priklad 12.3

Diskutujte problémy SAT, 3-SAT, HC, HK, 3-CG a IS z pfednasky. (Pfiklady instanci s od-
povédi ANO, s odpovédi NE, nedeterministické polynomialni algoritmy pro tyto problémy,

)



