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Tyden 11

Prednaska-pondéli
Univerzalni Turinguv stroj

Algoritmus, kterym jsme prokazovali ¢aste¢nou rozhodnutelnost problému zastaveni (HP)
byl tento: na zadany stroj (program) M a vstup w spust ,interpret”, ktery provadi ¢innost
(vypocet) M na vstupu w. Takovy interpret je ovSem také program, tedy algoritmus, a
slo by jej proto realizovat (naprogramovat) ve formé konkrétniho Turingova stroje U (viz
Véta 7.3.).

Riceova véta

Uvédomili jsme si, ze kazda vlastnost V' Turingovych stroji (napf. ,stroj M mé vice
nez 100 stavi“, ,vypocet stroje M je pro kazdy vstup konecny“, apod.) rozdéli mnozinu
vSech Turingovych stroji na dvé disjunktni podmnoziny: jedna je mnozina stroji, které
vlastnost V' maji, a druha je mnozina stroji, které vlastnost V nemaji. Vlastnost V je
trividlni, jestlize je jedna z onéch dvou piislusnych mnozin prazdna (tedy bud vSechny
stroje vlastnost V' maji nebo ji nemé ani jeden). Vlastnost V' je netrivialni, jestlize ji
alespon jeden stroj méa a alespon jeden stroj nema.

Dikladné jsme si promysleli, co to je vstupné/vistupni vlastnost, zkracené téz 1/0 vlastnost,
Turingovych stroji (¢i obecné ,programi‘).

Specialné jsme si uvédomili, Ze vlastnost V' neni I/O vlastnosti pravé tehdy, kdyz existuji
dva stroje M, My, které maji stejnou I/O tabulku (tedy stejné vstupné/vystupni chovéni),
ale jeden z nich vlastnost V' m4a a druhy ji nema.

Probrali jsme si pak vlastnosti v feSeném piikladu 7.1. a uvédomili si, které jsou 1/O
vlastnostmi. Specidlné jsme si vSimli, Ze podle definice je kazda trividlni vlastnost I/0
vlastnosti.

Pak jsme se zamysleli nad Riceovou vétou:
Kazda netrivialni vstupné/vystupni vlastnost programu je nerozhodnutelna.

(V pfednésce pro hlubsi zajemce ukdZzeme dikaz vyuzitim véty o rekurzi.)

Slozitost algoritmii

Pripomnéli jsme si, Ze slozitosti algoritmt vétsinou nemyslime slozitost jejich struktury ¢i
obtiZnost jejich navrhu, ale ¢asovou (¢i pamétovou) naro¢nost jimi definovanych vypocti.

Ptirozené jsme navrhli chapat

casovou slozitost Turingova stroje M jako funkci Th; : N — N
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tak, ze Ty (n) udava pocet krokit vypoctu stroje M nad vstupem velikosti (tj. délky) n v
nejhorsim pripadé (worst-case complexity).

Pozndmka. O ¢asové slozitosti mé tedy rozumny smysl hovofit jen u stroji, jejichz (v8echny)
vypocty jsou konecné.

Pak jsme navrhli (rdmcové) Turingtv stroj M pfijimajici (pfechodem do stavu quecept)
pravé ta slova v abecedé {0, 1}, ktera jsou z jazyka {0™1™ | m > 1}.

Jednalo se o standardni jednopéaskovy Turingiiv stroj (s jednostranné nekone¢nou paskou).
Pti analyze jeho ¢asové slozitosti jsme si pripomnéli

asymptotickou notaci f(n) € O(g(n)), f(n) € o(g(n)), f(n) € O(g(n)) (véetné
béznych funkei, které se vyskytuji pti analjze slozitosti algoritmu)

a prisli na to, Ze u naseho konkrétniho stroje M; plati Ty, (n) € ©(n?).

Pak jsme se zamysleli a piisli na ndpad, jak navrhnout (standardni) stroj M, Tesici tentyz
problém, pro néjz jsme odvodili Ty, (n) € ©(nlogn).

Pfitom jsme si uvédomili, pro¢ pfi takové analyze nezélezi na zakladu logaritmu (ktery zde
bereme jako 2, pokud neni feceno jinak).

Pak jsme si jesté vSimli, Ze umime navrhnout dvoupdskovy (¢i jen dvouhlavy) Turingiv
stroj M3, ktery fesi vySe uvedeny problém a pro néjz je Ty (n) € O(n).

Jen letmo jsme zaznamenali jako fakt, ze

mezi rozumnymi vypocetnimi modely existuji (vzadjemné) polynomidlni simu-
lace,

takze tiida PTIME, tedy trida problémi resitelngch polynomidlnimi algoritmy (tedy algo-
ritmy s ¢asovou sloZitosti omezenou polynomy), je nezavisla na tom, ve kterém (rozumném)
vypocetnim modelu (tedy ve kterém ,programovacim jazyku*) algoritmy realizujeme.

Dynamické programovani

Uvazovali jsme o problému nejdelsi spole¢né podposloupnosti ze sekce 10.2.4. Nejprve jsme
celkem pfimocare sestrojili rekurzivni proceduru LC'S(u, v). Analyzou jsme zjistili, Ze pocet
volani LC'S pfi feSeni instance w, v, kde |u| = |v| = n, muZe byt vétsi nez 2". Navrzeny
algoritmus tedy jisté neni polynomialni.

Kladli jsme si otazku, zda se neda navrhnout polynomiélni algoritmus fesici uvedeny pro-
blém. Zlepseni nas napadlo, kdyz jsme si uvédomili, Ze pfi rekurzivnim feSeni se mnohé
podpiipady mohou zbytecné fesit vicekrat (nezavisle na sobé). Ptitom kazdy podpfipad
sta¢i vyfesit jednou a feSeni poznamenat do vhodné ,tabulky“ (v nasem pfipadé dvou-
rozmérného pole). Pfitom postupujeme od mensich podpfipadi k vétsim. To je princip
tzv. metody dynamického programovdni. Vysledny algoritmus (také ilustrovany jednou z
animaci) uz polynomialni oé¢ividné je.
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Metoda ,,Rozdél a panuj“

Pfipomnéli jsme si i tuto obecnou metodu navrhu (efektivnich) algoritmti. Naznagcili jsme si
odvozeni feseni rekurentnich rovnic uzite¢nych pii analyze slozitosti rekurzivnich algoritmi,
jak je to probrano v c¢asti 10.2.2.

Prednaska-ctvrtek
Dvé aplikace véty o rekurzi

1. Dtikaz Riceovy véty

Uvazujme (libovolnou) netrividlni vlastnost V' Turingovych stroji, kterd je rozhodnutelna.
Existuje tedy Turinguv stroj D, ktery pro kazdé uw € {0,1}* uréi, zda M, ma ¢i nema
vlastnost V. Vezméme ted néjaky konkrétni M, ktery vlastnost V' mé a néjaky konkrétni
M, ktery V nemé (takové stroje existuji, protoze V' je netrividlni).

Uvazujme stroj K, ktery pracuje nasledovné:

na vstupni u € {0,1}* spusti D; kdyz D zjisti, ze M, ma vlastnost V, vydd K jako
vystup fx(u) = Kod(Ms), a kdyz D zjisti, ze M, nem4 vlastnost V', vyda K jako vystup
fr(u) = Kod(My).

Podle véty o rekurzi musi existovat néjaké u tak, ze I/O tabulka stroji M, My, ) musi
byt stejna; pfitom z navrhu K je ziejmé, Ze jeden ze stroju M,, My, (,) vlastnost V' ma a
druhy ji nema. Vlastnost V' tedy neni vstupné/vystupni (neboli I/O) vlastnost.

Ukazali jsme tak, ze kazda netrividlni rozhodnutelna vlastnost V' Turingovych stroji neni
I/0O vlastnosti. Jinymi slovy: kazda netrividlni I/O vlastnost Turingovych stroji je neroz-
hodnutelna.

2. Nerozhodnutelnost minimality Turingova stroje

Pti dohodnutém kédovani Turingovych stroji (slovy v abecedé {0, 1}) miizeme kédy stroju
pfirozené porovnéavat podle délky a v ramci stejné délky abecedné (kde 0 < 1).

Rekneme, ze Turingiv stroj M je minimdlni, jestlize neexistuje Turingtv stroj M’, ktery
je ekvivalentni s M (tj. mé stejné I/O chovani, tj. stejnou I/O tabulku, neboli fy; = far)
a ma mensi kod nez M.

Vsimnéme si, Ze miniméalnich strojt je nutné nekoneéné mnoho.

Uvazujme problém

NAzeEv: Min-TM
VsTUP: Turingtv stroj M.

OTAZKA: Je M miniméalni?
Ukazeme, ze

Min-TM je nerozhodnutelny.
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(Ve skute¢nosti neni problém ani ¢astecné rozhodnutelny, ale spokojime se ted jen s dika-
zem nerozhodnutelnosti. VSimnéme si také, Zze vlastnost minimality neni I/O vlastnosti, a
proto nerozhodnutelnost neplyne z Riceovy véty.)

Zase na to pijdeme sporem. Predpokladejme tedy, zZe existuje stroj D, ktery pro kazdé
u € {0, 1}* zjisti, zda M, je/neni minimalni.

Pak miizeme sestrojit stroj K, ktery se chova néasledovné:

pro zadané u systematicky generuje slova, ktera jsou vétsi nez u; kazdé takové slovo po jeho
vygenerovani nechd K provérit strojem D a tento proces generovani skonéi, kdyz narazi
na slovo «/, pro néz M, je minimalni. (K takovému «' musi pfi generovani nutné dospét,
protoze minimélnich stroju je nekone¢né mnoho.) Pfislusné «’ je vydano jako vystup stroje
K.

Podle véty o rekurzi existuje u takové, Ze pro strojem K vydané fx(u) = u' plati, ze M,
a M, maji stejnou I/O tabulku (tedy jsou ekvivalentni). Pfitom u = Kod(M,) je mensi
nez v = Kod(M,) a stroj M, je minimélni — spor.

Nerozhodnutelnost aritmetiky (se s¢itanim a nasobenim)

Uvedli jsme si jen hlavni myslenku nerozhodnutelnosti pravdivosti uzavienych formuli
1.fadu s predikaty PLUS(x,y,z) (tj. * +y = z) a MULT(z,y,z) (tj. x -y = 2) ve
standardnim modelu aritmetiky (N, +, ).

(Vyuzili jsme nerozhodnutelnosti existence akceptujiciho vypoctu zadaného Turingova
stroje M na zadaném slové w.)

Rozhodnutelnost Presburgerovy aritmetiky (jen séitani)
Nastinili jsme dtikaz rozhodnutelnosti Presburgerovy aritmetiky (vyuzivajici jen predikét
PLUS(x,y,z)), tedy dikaz véty 9.3. z kapitoly 9.

Partie textu k prostudovani

Univerzalni Turingtv stroj, Riceova véta (v ¢asti 7.). Slozitost algoritmi (8.1., 8.2.). Dy-
namické programovani (10.2.4.), ¢ast 10.2.2. (metoda ,rozdél a panuj*).

Cviceni
Prezentace referatu

Referat ¢. 19

V definici modelu RAM v zékladnim studijnim materialu je uvedena hodnota operandu x*i
jako cislo ulozené na adrese, jez je dana souctem cisla ¢ a ¢isla ulozeného v indexregistru.
Jina uzivana moznost nepfimé adresace je, ze hodnota i je chdpana jako ¢islo ulozené na
adrese, ktera je ulozena v buice s adresou 1.
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Ukazte, jak 1ze RAM-program v jedné varianté simulovat RAM-programem v druhé vari-
anté a naopak. (Ilustrujte na jednoduchém piikladu.)

Referat ¢. 20 (Rozhodnutelnost a nerozhodnutelnost)

Uvazujme problém

NAzev: UHP (Uniform Halting Problem)
Vstup: Turingiv stroj M.

OTAZKA: Zastavi se M na kazdy vstup?

Zjistéte, zda tento problém je rozhodnutelny ¢i nerozhodnutelny a své zjisténi prokazte.
(Muzete napf. vyjit ze struéné zminky v textu
http://www.cs.vsb.cz/jancar/TEORET-INF/teoret-inf .pdf.)

Piiklady

//////

Priklad 11.1

Vysvétlete, co déla univerzalni Turingtv stroj U, kdyz dostane jako vstup slovo tvaru uv,
kde slovo u je kédem stroje U.

Priklad 11.2

Uvedte alesponi tii vlastnosti Turingovych stroji, pro néz plyne nerozhodnutelnost z Ri-
ceovy véty, a alespon tTi vlastnosti, pro néz nerozhodnutelnost z Riceovy véty neplyne.

Priklad 11.3

Pripomente si, jak se pouziva a co vyjadiuje znaceni O, o, O.
Pak sefadte néasledujici t¥i funkce podle rychlosti jejich rustu.
a/ n/2005, v/n-3n, n+n-logn

b/ (logn)®, n", 2V"

Priklad 11.4
Necht a,b > 1. Ukazte:

e Jdc:Vux:log,z = c-log,x (tedy log, n € O(log,n))

o %" = % (navod: aplikujte na obé strany funkci log, )
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Priklad 11.5

Véta o feSeni rekurentnich rovnic se da tvest i takto (mirné obecnéji nez je v uéebnim
textu):

Necht @ > 1, b > 1 jsou konstanty, f je funkce (typu N — N, ¢ alespon asymptoticky
kladnd) a pro funkci 7' : N — N plati rekurentni vztah

T(n) = aT(n/b)+ f(n).
Pak plati:
1. Je-li f(n) = O(n°) a c < logy a, pak T'(n) = O(n'°s2).

2. Je-li f(n) =0O(n"&2), pak T'(n) = O(n'°%* - logn).
Obecndji: je-li f(n) = O(n'°%*log"n), k > 0, pak T'(n) = O(n'&* - log"*' n).
3. Je-li f(n) =Q(n) ac>log,a
a a-f(n/b) <d-f(n) pro néjaké d < 1 a skoro vSechna n (tedy az na koneéné mnoho
vyjimek),
pak T'(n) = ©(f(n)).
Ve 3. ptipadu lze vyvodit, ze kdyz f(n) = O(n°), tak T'(n) = ©(n°). (MiZete ovéfit.)

Pak zjistéte u nasledujicich prikladt, zda se na né véta vztahuje, a v kladném pripadé
odvodte FeSeni.
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