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Tyden 9

Upozornéni: Jelikoz 13.4.2009 je velikono¢ni pondéli, bude ¢tvrtecni prednaska v tomto
(9.) tydnu standardni pfednéskou, nikoli tou zamyslenou pro hlubsi zdjemce. (Cviceni v
10. tydnu bude na ni navazovat.)

Prednaska:pondéli+ctvrtek
Turingovy stroje, (vypocetni) problémy

Dokonceni minulé prednasky.

Simulace mezi variantami Turingovych stroju

Zavedli jsme pfirozenou definici dvoupaskového Turingova stroje (2P-TS) jako struktury
M = (Qa Ea F7 67 q0, F)7 kde

0:(Q—F)xI'xT' - QxTI'x{-1,0,+1} x ' x {-1,0,+1},

a zkonstruovali jsme takovy stroj, ktery fesi problém ,Zdvojeni slova“. Sestrojili jsme
pritom nasledujici mnozinu instrukei.

(g0, z,0) — (qo, z,+1,2,41) pro = € {a, b}
(QO7D7D) (Q17D, —1,5,0)

(q1,2,0) — (q1,2,—1,03,0) pro x € {a,b}
(¢1,0,0) — (¢2,0,41,0,0)

(g2, 2,0) — (g2, , +1,2,+1) pro z € {a,b}
(q27D7D> (Qhalt;[laovl:]?o)

Pak jsme si ujasnili, jak lze obecny dvoupaskovy Turingtv stroj (2P-TS) M simulovat
jednopéaskovym dvouhlavym Turingovym strojem (1P-2H-TS) M’. Stroje M, M’ maji tedy
stejné (vstupné/vystupni) chovdni, tj. realizuji tutéz (¢astecnou) funkei frr = farr.

(Idea spo¢iva v pouziti ,,dvoustopé pasky“, tedy misto abecedy I" stroje M ma
stroj M" abecedu I' =T'U (I" x I'). Prvni hlava méni jen ,horni stopu“, druha
jen ,dolni stopu“. Pfitom se musi osSetfit pfipadny zapisovaci konflikt, kdyz
hlavy stoji na stejném policku pasky.)

Navéazali jsme nacrtem simulace obecného 1P-2H-TS M’ standardnim strojem, tedy jed-
nopaskovym jednohlavym Turingovym strojem.

(Ten si na pasce musi oznac¢ovat mista, kde by staly simulované hlavy, a ,trochu
se nabéha®.)
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Model RAM

Ve studijnim textu je detailné popsan model RAM, ktery je realisti¢téjsim modelem po-
¢itace nez Turinguv stroj. Je tam uveden i konkrétni RAM (tedy konkrétni program =
posloupnost instrukei), ktery fesi nasledujici problém.

Vstup: Neprazdnd posloupnost kladnych celych ¢isel ukoncena nulou.

VY¥sTup: Odchylky jednotlivych ¢isel od aritmetického priméru zadané posloupnosti
zaokrouhleného dolt.

Cinnost zminéného RAMu je také piibliZzena jednou z animaci.

Kazdému by ovsem mélo byt jasné, ze podivat se na definici, pfiklad a animaci RAMu je
néco zcela jiného nez konkrétni RAM sestavit. Teprve ,osahani si“ jednotlivych instrukci
RAMu pii konkrétnim programovani nas miize privést ke skute¢nému porozumeéni, pasivni
pohled na animaci to sotva mutze nahradit.

Proto jsme se pustili do spoleéného sestrojeni RAMu fesiciho vyse zminény problém. (Uva-
zovali jsme celd nenulova ¢isla misto kladnych, ale to je nepodstatné.) Uvédomili jsme si,
7e nejdiive musime pochopitelné navrhnout algoritmus, ktery pak budeme programovat.
Ten jsme popsali nasledujicim pseudokdédem pascalského typu.

(* variables: *)

A: array [1.. ] of integer;

cislo, pocet, soucet, prumer: integer;

pocet:=0; soucet:=0; read(cislo);

while cislo # 0 do

{ pocet:=pocet+1; A[pocet]|:=cislo; soucet:=soucet+cislo; read(cislo) };

prumer:= soucet div pocet; (* celociselne deleni *)

for i:=1 to pocet do { write(Ali]-prumer) };

Tento pseudokdd jsme relativné primocare postupné prepsali pomoci instrukci RAMu.
Pro jednoduché proménné jsme si vyhradili pamétové buiiky s nasledujicimi adresami

cislo ... 2
pocet ... 3
soucet ... 4
prumer ... 5

Poli A jsme pfifadili zakladni adresu 8 (prvek A[l] jsme ukladali do buiiky 9, prvek A[2]
do buiiky 10, atd.).

Dospéli jsme k programu
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1 READ

2 JZERO 13

3 STORE 2 16 LOAD =1

4 LOAD 3

5 ADD =1 17 STORE 1

6 STORE 3 18 SUB 3

7 STORE 1 19 JGTZ 26

8 ©LOAD 2 20 LOAD *8

9 STORE %8 21 SUB 5

10 ADD 4 22 WRITE

11 STORE 4 23 LOAD 1

12 JUMP 1 24 ADD =1
25 JUMP 17

13 LOAD 4

14 DIV 3 26 HALT

15 STORE 5

Pritom jsme si detailné promysleli vyznam vSech instrukeci (¢astecné jsme si je ,animo-
vali“ na konkrétnim ptikladu), vyuziti pracovniho registru 0 a indexregistru 1 a rozdily v
argumentech typu “

[Pl

=17, “” a “x” (kde i je zapis celého ¢isla).

Samoziejmé je vhodné si program detailné okomentovat, aby bylo jasné, Ze se opravdu
jednéd o (jednu moznost) pfepsani uvedeného pseudokédu do instrukci RAMu. (Kdo se
neucastnil tvorby RAMu na prednasce, mél by si nezavisle udélat sdm; pohled na hotovou
véc moc nepomuze, jak jsme jiz zminili diive.)

Simulace mezi RAMy a Turingovymi stroji

Shodli jsme se, zZe je vcelku jasné, jak 1ze jakykoli Turingiv stroj s jednostranné nekonecnou
paskou primocare simulovat RAMem.

Naopak je to technicky komplikovanéjsi, ale myslenkové to pro programatory zase neni tak
naro¢né — simulaci RAMu vicepaskovym Turingovym strojem ilustruje jedna z animaci.

Rozhodnutelnost a nerozhodnutelnost problému

Nejprve jsme si dukladné pripomnéli, co to je (v nasem kontextu) problém. Uvédomili
jsme si, ze kazdému problému P je jednoznacéné piifazena (vétSinou nekonecénd) ,tabulka®
Tp s dvéma sloupci: v prvnim sloupci jsou v jednotlivych fadcich vyjmenovany vsSechny
(pfipustné) vstupy (neboli instance) problému P

(vstupy jsou zadany vhodné zvolenymi kédy = slovy v urc¢ité abecedé [de facto
staci abeceda {0,1}] a jsou napf. sefazeny podle délky a v ramci stejné délky
lexikograficky])
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a v druhém sloupci jsou uvedeny pftislusné vystupy

(v i-tém fadku je tedy v 1. sloupci -ty vstup w a v 2. sloupci je pfislusny
vystup p(w), kde p je zobrazeni p : IN — OUT ur¢ené problémem P; tabulka
Tp je prosté reprezentaci zobrazeni p).

V ptipadé ANO/NE-problému se v druhém sloupci vyskytuji jen vystupy ANO a NE.

Poznamka. S ohledem na budouci ivahy si specialné uvédomme, Ze pro kazdy
vstup v tabulce Tp je definovan prislusny vystup; v druhém sloupci se tedy
nikde neobjevi ,nedefinovano“ (znak L).

Detailné jsme si pak pfipomnéli problém zdvojeni slov v abecedé {0,1} (v tabulce je u
kazdého slova u v 1. sloupci slovo uu v 2. sloupci), problém ekvivalence kone¢nych automatt
(Eq-FA), problém ekvivalence bezkontextovych gramatik (Eq-CFG), problém zastaveni
Turingova stroje (HP, halting problem), diagonélni problém zastaveni (DHP).

Pak jsme si uvédomili, ze kazdému algoritmu A odpovida také jista (vstupné/vystupni)
tabulka T4, ktera kazdému moznému vstupu w algoritmu A pritazuje

e vystup vydany algoritmem A — v pfipadé, ze béh algoritmu A pro vstup w je konec¢ny,

e nebo specidlni znak | (nedefinovdno) — v ptipadé, ze béh algoritmu A pro vstup w
je nekonecny.

Jak vime, mtzeme si (diky Churchové-Turingové tezi) pod pojmem algoritmus predsta-
vit (napf.) Turingiv stroj. Kazdy Turingtiv stroj M tedy uréuje piislusnou tabulku T;.
Muzeme ji fikat napft.

vstupné/vystupni tabulka, zkracené 1/0-tabulka, stroje M.

Je to prosté (nekone¢nd) reprezentace vstupné/vystupniho chovéani stroje M, tedy repre-
zentace prislusného I/0O zobrazeni fy : £* — I'" U {L}, kde ¥ je vstupni a I' (celkova)
paskova abeceda stroje M.

Pozndmka. Vime, ze se bez ztraty obecnosti miizeme omezit na stroje s abe-
cedami ¥ = {0,1}, I' = {0,1,0}, jejichz I/O zobrazeni je typu {0,1}* —
{0,1}* U {L} (coZ mj. znamen4, Ze stroje jsou navrzeny tak, aby pii ukonceni
vypoctu zistal na péasce jediny souvisly usek nul a jednicek [nepieruSovany
znaky []).

Pomoci uvedenych pojmt tabulky problému a I/O-tabulky algoritmu (Turingova stroje)
jsme vyjadiili, kdy je problém P algoritmicky tesitelny; v piipadé ANO/NE-problému
hovorime o algoritmickée rozhodnutelnosti, ¢i zkracené jen rozhodnutelnosti.

Jen nam tedy naprosto jasné, co je mysleno, kdyz se fekne , problém Eq-FA je rozhodnu-
telny“ a ,problémy Eq-CFG, HP, DHP jsou nerozhodnutelné®.
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Partie textu k prostudovani

Problémy a algoritmy (¢ast 6.1.), Turingovy stroje (¢ast 6.2.). Model RAM (¢ast 6.3.),
simulace mezi vypocetnimi modely, Church-Turingova teze (6.4.), rozhodnutelnost a ne-
rozhodnutelnost problému (6.5.).

Cviceni

Na zacatku diskuse opravené druhé zapoctové pisemky.

Prezentace referatu

Referat ¢. 15 (Zasobnikové automaty)

Tvrzeni ,Ke kazdému ZA M lze sestrojit ZA M’ s jednim stavem tz. L(M) = L(M')“

lze dokazat pomoci nasledujici obecné popsané konstrukce.

Jednostavovy ZA M’ se stavem oznacenym s, bude mit zdsobnikové symboly typu (p, X, q),
kde p, q jsou stavy a X je zasobnikovy symbol automatu M, a specialni pocatecni zasob-
nikovy symbol R.

Konkrétné pro M = (Q,%,T',6, qo, Zo) konstruujeme M’ = ({s}, X, 1", s, R), kde I' =
(@ xT'x Q)U{R} a d je uréena nasledovné:

d 5,(5787 R) = {(87 <QO7 ZOvQ>) ‘ qc Q}?
e pro (¢,e) € §(q,a,X) (a € (XU {e})) zafadime do 0'(s, a, (g, X, ¢')) prvek (s,¢),

e pro (¢, A1Ay... A,) € 6(q,a,X) (n > 1) zafadime do ¢'(s,a, (¢, X,q)) prvek
(8) <ql7 A17 QI><Q17 A2a Q2> s <qTL—1’ ATL76>) pro kazdé 67 1,492, - - -y qn-1 € Q

(Chéapeme-li ¢’ jako mnozinu ‘instrukei’, pak lze Fici, Ze §’ je minimalni mnozina instrukei
spliiujici vyse uvedené podminky.)
(D4 se ovétit, ze

(s,0,(p, X, q)) Fap (8,6,€) <= (p,w, X) I}, (g,¢,¢), (1)

a tedy kazdému prijimajicimu vypoctu automatu M nad slovem w odpovida ptijimajici
vypocet automatu M’ nad w a naopak.)

Vasim tkolem je predvést aplikaci této konstrukce na zasobnikovy automat M se vstupni
abecedou {a, b}, zdsobnikovou abecedou {A, B}, pocateénim zdsobnikovym symbolem A,
mnozinou stavi {p, ¢, r}, poateénim stavem p a prechodovou funkei ¢ definovanou nésle-
dovné

6(p,a, A) = {(q, AA), (p, B)},
(g, b, A) = {(q, AA)},
é(p,e, B) ={(q, A)},



Teoreticka informatika — pribéh vyuky v semestru 6

(g, A) ={(r,e)},

5(’/“, a, A) = {(r7 A)},

d(r,b,A) = {(r,e)}

(pro ostatni prvky def. oboru je funkéni hodnota rovna 0).

Pfitom se snazte alespon intuitivné p¥iblizit platnost uvedeného vztahu (1) v onom kon-
krétnim pripadé.

Referat ¢. 16 (Simulace mezi riznymi variantami Turingovych stroji 1)

Dikladné promyslete, popiste a vysvétlete nasledujici piiklad (s navodem).

Mgjme standardni Turingtiv stroj (pfedpokladajici oboustranné nekoneénou pasku) M =
(Q,%,T,0,qo, F). Sestrojme k nému Turingtv stroj M’ = (@', X, 1",0, ¢;, F"), ktery pred-
poklada jen jednostranné (tj. pravostranné) nekonecnou pasku—tedy z nejlevéjsi bunky
(na niz stoji hlava na poc¢atku) nemtize ptejit doleva—a pfitom simuluje stroj M.
Naznac¢ime mozny zptsob konstrukce:

Q' ={qw 0} V{a [z eXtU{w e Q}U{aw ¢ @}

I'=Xu T xD)u{sO}

Fi={qlqe F}U{ap | q € F}

(g6, %) = (G, £, +1) ...prox € ¥

(¢2,v) = (qy, (z,0),+1) ... proz,y € ¥

8 (¢, 0) = (g1, (z,0),—1) ... prox € &

3(q1,2) = (q1,2,—1) ... pro z #¢

§'(q1, £) = ((qo)u, ¢ +1)

Obréazkem si znézornéte pasku a (na malém piikladu) poc¢atecéni fazi prace stroje M’ (pozn.:
asi vas napadne pojem ‘dvoustopé péaska’); dopliite pak instrukce stroje M’ (tedy dodefi-
nujte zobrazeni ¢') tak, aby skutecné simuloval M. (Jesté kousek ndpovédy: U v indexu u
stavu znamend ‘up’, D znamend ‘down’).

Piiklady
Piiklad 9.1

Navrhnéte (co nejjednodussi) dvoupaskovy Turingtv stroj (2P-TS) M Fesici problém pii-
slugnosti k jazyku (palindromil) L = {w € {a,b}* | w = w?}. (Na minulém cvi¢en{ jste méli
sestrojit standardni Turingiiv stroj k danému jazyku. Porovnejte obé feseni mezi sebou, a
také s FeSenim dalsiho pfikladu.)

Priklad 9.2

K 2P-TS M z ptedchoziho piikladu sestrojte standardni (jednopéaskovy, jednohlavovy)
Turingtv stroj M’, ktery fesi tentyZz problém. Pfitom se snaZte pouzivat obecny postup
(ktery k libovolnému 2P-TS M sestroji ekvivalentni TS M’).



