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Tyden 13

Prednaska

Prvni ¢ast (pfednéasel ing. Martin Kot)

- Zopakovéani pojmu (polynomiélni) pfeveditelnost mezi problémy, nedeterministicky algo-
ritmus, tfida NPTIME, NP-obtiznost a NP-tuplnost

- Postupné probrany problémy SAT, 3-SAT, HC, HK, 3-CG a IS, u kazdého jsme si ukazali
priklady instanci s odpovédi ANO i NE a u vétsiny si uvédomili, jak by vypadal polyno-
mialni nedeterministicky algoritmus fesici dany problém

- Pfevod SAT (formule v KNF) na 3-SAT

- Postupné jsme dosli k algoritmu pfevodu HC na HK pfes algoritmy, které pracovaly
spravné jen pro nékteré instance (s ukézkou toho, kdy selhavaji)

- Jeden z moZnych prevodi 3-SAT na 3-CG (jako prfiklad pfevodu mezi problémy z odlis-
nych oblasti - logika a grafy)
- Pfevod 3-CG na IS

Druha ¢ast (prednasel ing. Zdenék Sawa)

- Ditkaz NP-tplnosti problému SAT (Cookova véta) (s vyuzitim vytvofené animace)
- Pfevod SAT na 3-SAT (v piipadé, kdy instanci SAT muze byt libovolné formule, tj. ne

nutné v KNF) (s vyuzitim vytvorené animace)
Sekce pro hlubsi zdjemce — dukazy (prednéasel ing. Zdenék Sawa)
- obtiznost problému ekvivalence (resp. neekvivalence) booleovskych formuli

- specialni pripady problému SAT feSitelné v polynomialnim case:

- 2-SAT - popsan polynomialni algoritmus
- NHORNSAT - jen zminka

Partie textu k prostudovani

Cela kapitola 8 a prislusné animace.
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Cvideni
Prezentace referatu

Referat ¢. 23 (Polynomialni preveditelnost)

Jedna z animaci k predmétu ukazuje polynomialni pieveditelnost problému nezavislé mno-
ziny na problém hamiltonovského cyklu.

Je to technicky netrivialni konstrukce (kterd vysla z Referatu 6 na
http://www.cs.vsb.cz/jancar/VYCSLOZ/vycsloz.htm).

Prostudujte ji a prezentujte na co nejjednodussim konkrétnim pripadu, ktery jesté umoz-
nuje rozumnou demonstraci hlavni myslenky.

Referat ¢. 24 (NP-tplnost)

Cookova véta 1ika, ze SAT je NP-tiplny problém. Zaméime se na dikaz toho, ze SAT je NP-
tézky, tedy ze pro kazdy problém P € NP plati P <SAT (P je polynomiélné preveditelny
na SAT).

Uvazujme tedy libovolny, ale dale pevné dany, problém P € NP. Tou libovolnosti se rozumi
to, ze o P nemuzeme piedpokladat nic jiného nez P € NP (nikoli to, Ze bychom se snad
mohli zamé¥it jen na jeden konkrétni problém, ktery bychom si zvolili podle vlastni libosti).
O P tedy vime, ze je rozhodovan néjakym nedeterministickym Turingovym strojem M s
¢asovou slozitosti Ty (n) < p(n) pro néjaky polynom p. (O M a p zase nic bliz§iho nevime,
ale jsou uz ted pro nés pevné dané.) Mame ukézat, Ze existuje polynomidlni algoritmus,
ktery k libovolnému vstupu w stroje M zkonstruuje booleovskou formuli F,, (v konjunktivni
normalni formé), kterd je splnitelnd pravé tehdy, kdyz pro slovo w existuje piijimajici
vypocet stroje M.

Formule F,, ma byt tedy splnitelnd pravé tehdy, kdyz existuje posloupnost konfiguraci
Co, C1,Cs, ..., Cpy stroje M, kde m < p(n), Cp je po¢ateéni konfigurace odpovidajici vstupu
w, Cp, je prijimajici konfigurace a pro kazdé : = 0,1,...,m—1 plati C; by Ciy1 (tedy z C;
muze stroj M jednim krokem pftejit do Cjyq).

Obecny navod k sestrojeni formule F,, zachycujici schéma takového (potencidlniho) vypo-
¢tu lze nalézt napr. v podkladu k referatu ¢. 7 na
http://www.cs.vsb.cz/jancar/VYCSLOZ/vycsloz.htm.)

Podivejte se také na prislusnou animaci v seznamu animaci odkazovaném na web-strance
predmétu.

Uvazujme ted tento konkrétni p¥ipad. Stroj M je dan nasledujicim seznamem instrukei (g¢;
je pocatecni stav, g, je prijimajici stav, g,.; je zamitajici stav, vstupni abeceda je {a, b},
pracovni abeceda je {a,b,}):

¢1,0) — (q1,0,41), (q1,0) — (g2,0,+1) (nedeterminismus)
qa,1) — (q1,1,41), (q1,1) — (g2,1,+1) (nedeterminismus)

(
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(q27 D) - (CIrejv |:|7 0)

Je zFejmé, ze Casova slozitost stroje M je Typs(n) =n + 1.

Predvedte a vysvétlete obecnou konstrukei formule F,, tak, Ze ji demonstrujete pro uvedeny
konkrétni M a vstupni slovo w délky 2, napt. w = 10.

Referat ¢. 25 (Savitchova véta)

Popiste konstrukei v diikazu Savitchovy véty. (K nastudovani muzete napi. vyuzit podklad
k referatu ¢. 8 na http://www.cs.vsb.cz/jancar/VYCSLOZ/vycsloz.htm.)

Mizete se ovSem omezit na tento specialni piipad:

Je-li problém P rozhodovan nedeterministickym Turingovym strojem s pro-
storovou slozitosti n, pak je také rozhodovan deterministickym Turingovym
strojem s polynomialni prostorovou slozitosti.

Mate tedy vysvétlit, jak lze k tzv. linedrné omezenému automatu (linear bounded automa-
ton) M,

tj. k nedeterministickému Turingovu stroji M, ktery pfi vypoctu na vstupnim
w, |w| = n, nenavstivi jina policka nez ta, na nichz je zapsan vstup (a ma tedy
prostorovou slozitost n)

navrhnout (deterministicky) algoritmus A, ktery pro zadané w zjisti, zda M ma pfijima-
jici vypocet pro w (tedy zda w € L(M)). Algoritmu A pfitom musi sta¢it polynomiélné
omezend pamét.

(Pfipomenuti. Pocet konfiguraci délky n stroje M je omezen hodnotou ¢, kde konstantu
¢ lze snadno spocitat z velikosti (stavové mnoziny a abecedy) stroje M. Délka nejkratsiho
ptijimajictho vypoc¢tu M nad w, |w| = n, (pokud takovy existuje) je tedy také omezena
onim ¢".)

(Bylo by dobré ukazat, Ze ta prostorové slozitost A se d4 omezit kvadraticky, je v O(n?),
a naznacit, pro¢ A lze pfimocafre implementovat deterministickym Turingovym strojem s
prostorovou slozitosti O(n?).)

Piiklady
Piiklad 13.1

Jako rozcvicku vyreste nejprve tato cviceni z ucebniho textu:
Sefadte nasledujici tfi funkce podle rychlosti jejich rtstu.

a/ n/2005, v/n-3n, n+n-logn

b/ (logn)®, n", 2V"



Teoreticka informatika — pribéh vyuky v semestru 4

Priklad 13.2
Uvazujme nésledujici problém (jeden z ¢asto uvadénych NP-tplnych problémii).

NAzev: TSP (problém obchodniho cestujiciho ( ANO/NE wverze))

VSTUP: mnozina ,mést* {1,2,...,n}, pfir. ¢sla (,vzdalenosti“) d;; (i = 1,2,...,n,
j=1,2,...,n): dale &slo ¢ (,limit*).
OTAZKA: existuje ,,okruzni jizda“ dlouha nejvyse £, tj. existuje permutace {iy, iz, ...,,}

mnoiiny {]_, 2, ce 77’L} tZ. d(il, 22) + d(ig, ’L3) + -+ d(in_l, ’Ln) + d(in, Zl) S 0?7

Je to rozhodovaci (neboli ANO/NE) verze optimaliza¢niho problému. Odvodte nejdiive,
jak vypada onen optimaliza¢ni problém (tedy co je jeho vstupem a co odpovidajicim vy-
stupem).

Déle ukazte né&jakou malou (ale ne uplné trividlni) instanci (tedy vstup) uvedeného pro-
blému TSP, pro niz je odpovéd ANO, a instanci, pro niz je odpovéd NE.

Pak prokazte (ndvrhem konkrétniho nedeterministického algoritmu), ze TSP je v NP.
Nakonec zkuste vymyslet diikaz NP-obtiznosti problému TSP.

(Népovéda. Muzete vyuzit faktu, ze problém hamiltonovské kruznice (HK) je NP-tplny.)
Pfipomenuti bokem: animace ukazuji dikaz Cookovy véty, tedy dikaz toho, ze SAT je
NP-aplny, a dale demonstruji SAT <« 3-SAT, 3-SAT <« IS, IS <« HC, HC <« HK (a také
nyni pozadovany prevod HK < TSP.)

Priklad 13.3
Uvazujme problém

NAzev: ILP (problém celociselného linedrniho programovdni)
VsTUP: Matice A typu m x n a sloupcovy vektor b velikosti m, jejichz prvky jsou cela
¢isla.

OTAzZKA: Existuje celoéiselny sloupcovy vektor x (velikosti n) tz. Az > b?

Ukazte nejprve néjakou malou (ale ne tplné trividlni) instanci (tedy vstup) uvedeného
problému ILP, pro niz je odpovéd ANO, a instanci, pro niz je odpovéd NE.

Vysvétlete presné, co bychom museli udélat, kdybychom chtéli ukazat, ze 3-SAT < ILP.
Zbude-li cas, zkuste tuto preveditelnost dokézat. Prinejmensim ale uvedte, co bychom
mohli Fici o slozitosti problému ILP poté, co bychom prokézali 3-SAT < ILP.

Déle pouvazujte o tom, zda ILP patii do NP.

Je to tak, ale je to priklad problému, jehoz prislusnost k NP neni ihned zfejméa — na rozdil
od drivejsich priklad@ problémt v NP.

(Spokojime se zde jen s odkazem na fakt, ze se d& ukazat, Ze existuje-li FeSeni nerovnosti
Ax > b, pak existuje i feSeni ,dostatecné malé“ — jeho zapis je polynomidalni vzhledem
k zépisu A a b; feSeni se tedy d& v polynomidlnim ¢ase ,uhodnout® a ovéfit. )



