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Tyden 11

Prednaska

Riceova véta

Uvédomili jsme si, ze kazda vlastnost V' Turingovych stroji (napf. ,stroj M mé vice
nez 100 stavi“, ,vypocet stroje M je pro kazdy vstup konecny“, apod.) rozdéli mnozinu
vSech Turingovych stroji na dvé disjunktni podmnoziny: jedna je mnozina stroji, které
vlastnost V' maji, a druha je mnozina stroji, které vlastnost V nemaji. Vlastnost V je
trividlnd, jestlize je jedna z onéch dvou piislusnych mnoZin prazdna (tedy bud vSechny
stroje vlastnost V' maji nebo ji nemd ani jeden). Vlastnost V' je netrividalni, jestlize ji
alespon jeden stroj mé a alespon jeden stroj nema.

Dukladné jsme si promysleli, co to je vstupné/vystupni viastnost, zkrdcené téz 1/0 vlastnost,
Turingovych stroju (¢i obecné ,programi‘).

Specidlné jsme si uvédomili, ze vlastnost V' neni I/O vlastnosti pravé tehdy, kdyz existuji
dva stroje My, My, které maji stejnou I/O tabulku (tedy stejné vstupné/vystupni chovéni),
ale jeden z nich vlastnost V' mé a druhy ji nema.

Probrali jsme si pak vlastnosti v feSeném piikladu 7.1. a uvédomili si, které jsou I/O
vlastnostmi. Specidlné jsme si vSimli, Ze podle definice je kazda trividlni vlastnost I/0O
vlastnosti.

Pak jsme se zamysleli nad Riceovou vétou:
Kazd4a netrivialni vstupné/vystupni vlastnost programi je nerozhodnutelna.

(V posledni ¢asti prednasky jsme si ukazali dikaz vyuzitim véty o rekurzi.)

Slozitost algoritmii

Ptipomnéli jsme si, Ze slozitosti algoritmi vétsinou nemyslime slozitost jejich struktury ¢i
obtiZznost jejich navrhu, ale ¢asovou (¢i pamétovou) naroc¢nost jimi definovanych vypocti.

Ptirozené jsme navrhli chapat
casovou sloZitost Turingova stroje M jako funkci Th; : N — N

tak, ze Tys(n) udava pocet krokit vypoctu stroje M nad vstupem velikosti (tj. délky) n v
neghorsim pripadé (worst-case complexity).

Pozndmka. O ¢asové slozitosti ma tedy rozumny smysl hovofit jen u stroju, jejichz (v8echny)
vypocty jsou konecné.

Pak jsme navrhli (rdmcové) Turingtiv stroj M pfijimajici (pfechodem do stavu guecept)
pravé ta slova v abecedé {0, 1}, ktera jsou z jazyka {0™1™ | m > 1}.

Jednalo se o standardni jednopéaskovy Turingiiv stroj (s jednostranné nekone¢nou paskou).
Pti analyze jeho casové slozitosti jsme si pripomnéli
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asymptotickou notaci f(n) € O(g(n)), f(n) € o(g(n)), f(n) € O(g(n)) (véetnsé
béznych funkei, které se vyskytuji pfi analjze slozitosti algoritmu)

a piisli na to, Ze u naseho konkrétniho stroje M plati Ty, (n) € O(n?).

Pak jsme se zamysleli a piisli na napad, jak navrhnout (standardni) stroj M, Tesici tentyz
problém, pro néjz jsme odvodili Ty, (n) € ©(nlogn).

Pfitom jsme si uvédomili, pro¢ pii takové analjze nezélezi na zakladu logaritmu (ktery zde
bereme jako 2, pokud neni feceno jinak).

Pak jsme si jesté v8imli, Ze umime navrhnout dvoupdskovy (¢i jen dvouhlavy) Turingtv
stroj Mj, ktery fesi vySe uvedeny problém a pro né&jz je Ty, (n) € O(n).

Jen letmo jsme zaznamenali jako fakt, ze

mezi rozumnymi vypocetnimi modely existuji (vzajemné) polynomialni simu-
lace,

takze tiida PTIME, tedy trida problémi fesitelngjch polynomidlnimi algoritmy (tedy algo-
ritmy s ¢asovou slozitosti omezenou polynomy), je nezavisla na tom, ve kterém (rozumném)
vypocetnim modelu (tedy ve kterém ,programovacim jazyku®) algoritmy realizujeme.

Dynamické programovani

Uvazovali jsme nad problémem nejdelsi spolecné podposloupnosti ze sekce 10.2.4. Nejprve
jsme celkem pfimocafe sestrojili rekurzivni proceduru LC'S(u,v). Analjzou jsme zjistili,
ze pocet volani LC'S pfi FeSeni instance u,v, kde |u| = |v| = n, mize byt vétsi nez 2".
Navrzeny algoritmus tedy jisté neni polynomidlni.

Kladli jsme si otazku, zda se neda navrhnout polynomiélni algoritmus fesici uvedeny pro-
blém. Zlepseni nas napadlo, kdyz jsme si uvédomili, Ze pfi rekurzivnim feSeni se mnohé
podpiipady mohou zbytecné fesit vicekrat (nezavisle na sobé). Ptitom kazdy podpfipad
sta¢i vytesit jednou a FeSeni poznamenat do vhodné ,tabulky“ (v naSem pfipadé dvou-
rozmérného pole). Pfitom postupujeme od mensich podpfipadi k vétsim. To je princip
tzv. metody dynamického programovdni. Vysledny algoritmus (také ilustrovany jednou z
animaci) uz polynomialni oc¢ividné je.

Sekce pro hlubsi zajemce — dukazy

Uvedeme dvé aplikace véty o rekurzi.
1. Dtikaz Riceovy véty

Uvazujme (libovolnou) netrividlni vlastnost V' Turingovych stroji, kterd je rozhodnutelna.
Existuje tedy Turinguv stroj D, ktery pro kazdé uw € {0,1}* uréi, zda M, ma ¢i nema
vlastnost V. Vezméme ted néjaky konkrétni M, ktery vlastnost V' mé a néjaky konkrétni
M, ktery V nemé (takové stroje existuji, protoze V' je netrividlni).

Uvazujme stroj K, ktery pracuje nasledovné:
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na vstupni u € {0,1}* spusti D; kdyz D zjisti, ze M, ma vlastnost V, vydd K jako
vystup fr(u) = Kod(Ms), a kdyz D zjisti, ze M, nemé vlastnost V', vyda K jako vystup
fr(u) = Kod(My).

Podle véty o rekurzi musi existovat néjaké u tak, ze I/O tabulka strojt M, My, () musi
byt stejnd; pfitom z ndvrhu K je zfejmé, Ze jeden ze strojit M, My, (,) vlastnost V' ma a
druhy ji nema. Vlastnost V' tedy neni vstupné/vystupni (neboli I/O) vlastnost.

Ukazali jsme tak, ze kazd4 netrividlni rozhodnutelna vlastnost V' Turingovych stroji neni
I/0 vlastnosti. Jinymi slovy: kazda netrividlni I/O vlastnost Turingovych stroji je neroz-
hodnutelna.

2. Nerozhodnutelnost minimality Turingova stroje

Pti dohodnutém kédovani Turingovych stroji (slovy v abecedé {0, 1}) mizeme kédy strojti
pfirozené porovnavat podle délky a v ramci stejné délky abecedné (kde 0 < 1).

Rekneme, ze Turingtiv stroj M je minimdini, jestlize neexistuje Turingtv stroj M’, ktery
je ekvivalentni s M (tj. mé stejné I/O chovani, tj. stejnou I/O tabulku, neboli fy; = far)
a ma mensi kéd nez M.

Vsimnéme si, ze minimalnich stroji je nutné nekonecné mnoho.

Uvazujme problém

NAzEv: Min-TM
VsTUP: Turingtv stroj M.

OTAZKA: Je M minimélni?
Ukazeme, ze
Min-TM je nerozhodnutelny.

(Ve skute¢nosti neni problém ani ¢asteéné rozhodnutelny, ale spokojime se ted jen s dika-
zem nerozhodnutelnosti. V§imnéme si také, Ze vlastnost minimality neni I/O vlastnosti, a
proto nerozhodnutelnost neplyne z Riceovy véty.)

Zase na to pijdeme sporem. Predpokladejme tedy, Ze existuje stroj D, ktery pro kazdé
u € {0, 1}* zjisti, zda M, je/neni minimalni.

Pak miizeme sestrojit stroj K, ktery se chova néasledovné:

pro zadané u systematicky generuje slova, ktera jsou vétsi nez u; kazdé takové slovo po jeho
vygenerovani nechéd K provérit strojem D a tento proces generovani skonci, kdyz narazi
na slovo «/, pro néz M, je minimalni. (K takovému «' musi pfi generovani nutné dospét,
protoze minimélnich stroju je nekoneéné mnoho.) Pfislusné «’ je vydano jako vystup stroje
K.

Podle véty o rekurzi existuje u takové, Ze pro strojem K vydané fx(u) = u’ plati, ze M,
a M, maji stejnou I/O tabulku (tedy jsou ekvivalentni). P¥itom v = Kod(M,) je mensi
nez u' = Kod(M,) a stroj M,, je minimalni — spor.
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Partie textu k prostudovani
Riceova véta (v ¢asti 7.). Slozitost algoritmi (8.1., 8.2.). Dynamické programovani (10.2.4.).
Cviceni

Cviceni 8.5. se nekond (statni svatek).



