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Tyden 10

Prednaska

Rozhodnutelnost a nerozhodnutelnost problému

Nejprve jsme si dukladné pripomnéli, co to je (v nasem kontextu) problém. Uvédomili
jsme si, ze kazdému problému P je jednoznacéné piifazena (vétSinou nekoneénd) ,tabulka®
Tp s dvéma sloupci: v prvnim sloupci jsou v jednotlivych fadcich vyjmenovany vSechny
(pfipustné) vstupy (neboli instance) problému P

(vstupy jsou zadany vhodné zvolenymi kédy = slovy v urcité abecedé [de facto
sta¢i abeceda {0,1}] a jsou napf. sefazeny podle délky a v ramci stejné délky
lexikograficky])

a v druhém sloupci jsou uvedeny prislusné vystupy

(v i-tém Fadku je tedy v 1. sloupci -ty vstup w a v 2. sloupci je pfislusny
vystup p(w), kde p je zobrazeni p : IN — OUT ur¢ené problémem P; tabulka
Tp je prosté reprezentaci zobrazeni p).

V ptipadé ANO/NE-problému se v druhém sloupci vyskytuji jen vystupy ANO a NE.

Pozndmka. S ohledem na budouci tivahy si specialné uvédomme, ze pro kazdy
vstup v tabulce Tp je definovan prislusny vystup; v druhém sloupci se tedy
nikde neobjevi ,nedefinovano“ (znak L).

Detailné jsme si pak pfipomnéli problém zdvojeni slov v abecedé {0,1} (v tabulce je u
kazdého slova u v 1. sloupci slovo uu v 2. sloupci), problém ekvivalence kone¢nych automati
(Eg-FA), problém ekvivalence bezkontextovych gramatik (Eq-CFG), problém zastaveni
Turingova stroje (HP, halting problem), diagonélni problém zastaveni (DHP).

Pak jsme si uvédomili, ze kazdému algoritmu A odpovida také jista (vstupné/vystupni)
tabulka T4, ktera kazdému moznému vstupu w algoritmu A prirazuje

e vystup vydany algoritmem A — v pripadé, ze béh algoritmu A pro vstup w je konecny,

e nebo specialni znak | (nedefinovdno) — v ptipadé, Ze béh algoritmu A pro vstup w
je nekonecny.

Jak vime, mtizeme si (diky Churchové-Turingové tezi) pod pojmem algoritmus predsta-
vit (napf.) Turingiv stroj. Kazdy Turingtiv stroj M tedy uréuje piislusnou tabulku T);.

Miizeme ji fikat napf.

vstupné/vystupni tabulka, zkracené 1/0-tabulka, stroje M.
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Je to prosté (nekonecnd) reprezentace vstupné/vystupniho chovéni stroje M, tedy repre-
zentace prislusného 1/O zobrazeni fy; : ¥* — I U {L}, kde ¥ je vstupni a I' (celkovd)
paskova abeceda stroje M.

Pozndamka. Vime, zZe se bez ztraty obecnosti miizeme omezit na stroje s abe-
cedami ¥ = {0,1}, I' = {0,1,0}, jejichz I/O zobrazeni je typu {0,1}* —
{0,1}* U {L} (coZ mj. znamen4, Ze stroje jsou navrzeny tak, aby p¥i ukonceni
vypoctu zistal na péasce jediny souvisly usek nul a jednicek [nepieruSovany
znaky []).

Pomoci uvedenych pojmt tabulky problému a I/O-tabulky algoritmu (Turingova stroje)
jsme vyjadiili, kdy je problém P algoritmicky fresitelny; v piipadé ANO/NE-problému
hovotime o algoritmicke rozhodnutelnosti, ¢i zkracené jen rozhodnutelnosti.

Jen nam tedy naprosto jasné, co je mysleno, kdyz se fekne ,problém Eq-FA je rozhodnu-
telny*“ a ,,problémy Eq-CFG, HP, DHP jsou nerozhodnutelné“.

Preveditelnost mezi problémy

Diikladné jsme si ujasnili (i vyuZitim tabulek problémi), co to znamené, kdyz se fekne, Ze

problém P je algoritmicky preveditelny (strucnéji preveditelny) na problém P;;
oznacujeme P ~~ P.

Ilustrovali jsme si na pripadu DHP~~HP. Vyvodili jsme, ze HP je také nerozhodnutelny
(vyuzitim tvrzeni 6.11. v &asti 6.5.).

Caste¢na rozhodnutelnost, Postova véta

Definovali jsme cdstecnou rozhodnutelnost problému. Pritom byla podstatna nasledujici
definice, kterou zde formulujeme v fec¢i ,tabulek”:

Turingiiv stroj M castecné rozhoduje problém P (typu ANO/NE), jestlize u
kazdého vstupu, pro néjz je v Tp ANO, je v tabulce T, vystup ANO a pro kazdy
vstup, pro néjz je v Tp NE, je v Ty vystup NE nebo znak | (nedefinovano).

(Pro vstupy, kterym problém P pfitazuje odpovéd NE, nemusi stroj M sviij vypocet skon-
¢it.)

A samoziejmé: problém je ¢asteéné rozhodnutelny, jestlize existuje algoritmus (Turingtv
stroj), ktery jej ¢aste¢né rozhoduje.

Specialné jsme si uvédomili Postovu vétu (Véta 7.2.)

Uvédomili jsme si také, ze problém HP je ¢astetné rozhodnutelny (viz Univerzalni TS), a
ze tedy HP (doplikovy problém k problému HP) neni (ani) ¢asteéné rozhodnutelny.
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Univerzalni Turingiiv stroj

Algoritmus, kterym jsme prokazovali ¢aste¢nou rozhodnutelnost problému zastaveni (HP)
byl tento: na zadany stroj (program) M a vstup w spust ,interpret®, ktery provadi ¢innost
(vypocet) M na vstupu w. Takovy interpret je ovSem také program, tedy algoritmus, a
slo by jej proto realizovat (naprogramovat) ve formé konkrétniho Turingova stroje U (viz
Véta 7.3.).

Sekce pro hlubsi zajemce — dukazy

Véta o rekurzi
Omezime se na Turingovy stroje M, které definuji zobrazeni f); typu

{0,1}* = {0,1}* U {1},

jak bylo diskutovano vyse.

Pfipomenme si, Ze kazdy Turingtv stroj M lze pfirozené zakédovat slovem KOD(M) €
{0,1}*. I kdyz zobrazeni KOD nemusi byt surjektivni (tedy na mnozinu {0,1}*), je tech-
nicky uzitecné, ze

kazdy fetézec u € {0,1}* lze chapat jako kéd néjakého Turingova stroje, ozna-
¢eného M,,.

(Pro u = KOD(N) je M, = N; kdyz u # KOD(N) pro zadny stroj N, tak jako M,
bereme napt. néjaky fixni stroj M’ pro né&jz je Vw € {0,1}* : fap(w) = L.)

Véta o rekurzi.
Méjme TS K, pro néjz je fx totalni, tedy fx : {0,1}* — {0,1}*. Pak existuje
néjaky fetézec u € {0, 1} takovy, Ze fur, = fu, (-

Na stroj K lze pohlizet jako na ,transformator programi (tj. Turingovych stroji)“. Ke
kazdému stroji (resp. jeho kédu) vyda K néjaky (obecné jiny) stroj (resp.jeho kéd). Véta
o rekurzi tedy tikd, ze pro kazdy takovy ,transformétor stroji“ existuje stroj, ktery ma
stejnou I/O tabulku jako stroj vznikly jeho transformaci pomoci K.

Diikaz.

Promysleme si toto:

Kdyz dostaneme x € {0,1}*, umime jisté zkonstruovat stroj, ozna¢me jej N(x), ktery
predepisuje tento vypocet:

e Nejprve (se ignoruje vstup y a vpravo od néj) je simulovan stroj M, na vstupu z (s
vyhodou lze pouzit univerzalni TS jako podprocedura),

e v piipads, ze vypodet M, na x skonéi a vyda né&jaké w € {0,1}*, tak se spusti K na
w, ¢imz se vypocte fx(w),
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e simuluje se My, () na (pivodnim) vstupu y,
e kdyZz My, ) na y skonci, je zanechan na péasce jen jeho vystup a vypocet skonci.

Pti hlubsim promysleni ovSem vidime, zZe postupujeme algoritmicky, tedy, Ze vyrobeni
(kédu) stroje N(z) k zadanému = miZzeme naprogramovat ...

Takze vlastné umime sestrojit TS N, ktery k libovolnému vstupu z € {0, 1}* zkonstruuje
kéd stroje N(z). (Tedy stroj N(z) je My, (z); vSimnémeé si také, ze fn je totalni funkce.)
Podivejme se na fetézec u = fy(KOD(N)), coz je kéd stroje M,,. Prozkoumejme, co déla
stroj M, kdyz méa na vstupu y:

e Nejprve (ignoruje svilj vstup y a vpravo od néj) simuluje stroj Mxopvy = N na
vstupu KOD(N),

e vypocet N na KOD(N) ur¢ité skonéi a vyda fy(KOD(N)) = u; spusti se K na u,
¢imz se vypocte fx(u),

e simuluje se My, (,) na (ptivodnim) vstupu y,
e kdyz My, ) na y skonci, zanechd se na pasce jen jeho vystup a vypocet skondi.

Cili M,, m4 o¢ividné stejné I/O chovéani (stejnou I/O tabulku) jako My, ().

Podivejme se na nésledujici drobnou aplikaci véty o rekurzi:

Existuje program (Turinguv stroj), ktery ignoruje (smaze) vstup a vypise svij vlastni kéod.
(Vezméme K, ktery ke kazdému u vyrobi kéd stroje, jehoz ¢innosti je ,,smaz vstup a vypis
u*. Musi tedy existovat konkrétni u, pro n€jz fy;, = foK(u), tedy M, a My, ,) maji stejnou
I/0 tabulku. Jelikoz My, () provadi ¢innost ,smaz vstup a vypis u“, tak pro jakykoli vstup
vyda vystup u. Stroj M, tedy také pro jakykoli vstup vyda vystup u, neboli vypise sviij
kéd.)

Partie textu k prostudovani

Rozhodnutelnost a nerozhodnutelnost problémt, preveditelnost mezi problémy (6.5.). Cés-
tecna rozhodnutelnost, Postova véta, univerzalni Turingiv stroj (7.).

Cviceni

Cviceni 1.5. se nekona (statni svatek).



