Teoretickéd informatika — pribéh vyuky v semestru 1

Tyden 7

Prednaska
Specialni formy bezkontextovych gramatik — dokonéeni

Ptipomnéli jsme si jeSté, co jsou nevypoustéjici gramatiky; tyto gramatiky nemaji pravidla
typu X — €. S algoritmem prevodu obecné bezkontextové gramatiky G na nevypoustéjici
gramatiku G’ takovou, 7ze L(G') = L(G) — {c}, jste se seznamili na cviceni. Je ndm tedy
jasna nasledujici véta.

Véta. Ke kazdé BG G lze sestrojit nevypoustéjici gramatiku G’ tz. L(G') = L(G) — {¢}.
Poté jsme si pfipomnéli gramatiky v Chomského normalni forme. Takova gramatika ma
vyhradné pravidla ve tvarech X — Y Z a X — a. Tedy na pravé strané kazdého pravidla
je bud jeden terminal nebo dva netermindly. Ilustrovali jsme si konstrukei, kterd dokazuje
nasledujici vétu.

Véta. Ke kazdé BG G lze sestrojit BG G’ v ChNF tz. L(G") = L(G) — {¢}.

Prevod gramatiky G do ChNF se da rozdélit do ¢tyt krokii:

prevod na nevypoustéjici gramatiku,

odstranéni pravidel typu X — Y,

pro kazdy termindal a pfidame novy neterminél A, a pravidlo A, — a; na kazdé pravé
strané delsi nez 1 nahradime a neterminalem A,,

kazdé pravidlo typu X — Y1Y5...Y,, kde n > 3, nahradime pravidly

X — }/1217
Zy — YaZs,

kde 7y, Zs, ..., Z,_5 jsou nové pridané neterminaly.

Prvni dva kroky byly pfibliZeny na minulém cviceni (druhy v referatu). Na pfednasce jsme
si (druhy a) zbyvajici kroky ilustrovali na pfikladu nasledujici gramatiky.

S— (E)|E
E—F+F|FxF
F—al|S
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Zasobnikové automaty

Uvedli jsme neformélné model ,,zasobnikovy automat® (ZA) a zkonstruovali jsme konkrétni
ZA M prijimajici jazyk
L = {wew® | w € {a,b}*}.
(Sestavili jsme patfi¢nou mnozinu instrukei typu (¢, a, X) — (¢, @).)
Zaroven jsme uvedli formalni definici zasobnikového automatu jako struktury

M = (Qa 27 P? 67 qo, ZO) )

kde @ je konecna mnozina stavi, 3 je koneéna vstupni abeceda, I' je kone¢na zdsobnikovd
abeceda, qy € () je pocdtecni stav, Zy € I' je pocatecni zdsobnikovy symbol a

§:Qx (ZU{e}) xT — Ppin(@Q x I')
je prechodové funkce (neboli koneénd mnozina instrukef).

Definovali jsme konfiguraci ZA M jako trojici (¢, w,a), kde ¢ € Q, w € ¥*, a € T'™.
Na mnoziné takovych konfiguraci pfirozené definujeme relaci ), (odvozeni v jednom

kroku) :
(q,aw, XB) Fur (¢, w,a8) < §(q,a,X) 3 (¢, )
(kde a € (XU {e}), we X*, g eI™).

Relace F3, (odvozeni v koneéné mnoha krocich) je reflexivnim a tranzitivnim uzévérem
relace .

Jazykem rozpozndvanym (nebo téz prijimanym) zasobnikovym automatem M rozumime
jazyk
L(M) = {w Sy ’ (qO,’LU,Z()) l_>Zk\/[ (Q7€a€) pro Iléjaky qc Q}

Ptipomnéli jsme, ze tedy jako zakladni bereme pfijimani prazdnym zasobnikem, a specialné
Y )

jsme zduraznili, ze jako zadkladni verze se u zasobnikovych automat berou nedeterminis-

ticke zasobnikové automaty.

Vsimli jsme si, ze nas vyse sestrojeny automat byl deterministicky, coz znamena

e §(q,a,X) je vzdy nejvyse jednoprvkova mnozina (pro a € ¥ U {e}) (tedy neexistuji
dvé rizné instrukee se stejnou levou stranou),

e je-li 0(q,e,X) # 0, pak §(q,a,X) = 0 pro v8. a € ¥ (mize-li automat udélat e-krok,
nemize mu jind instrukce zaroven umoziiovat precteni vstupniho symbolu).
Pak jsme nas konkrétni ZA upravili tak, aby rozpoznaval jazyk
L' = {ww® | w € {a,b}*}

a uvédomili jsme si, Ze vznikly automat uz neni deterministicky. Uvedli jsme si, ze L’ nelze
rozpoznat zadnym deterministickym ZA, tedy ze L’ nepatii do t¥idy DCFL.

Pak jsme si uvedli vétu
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Véta. (Nedeterministické) zasobnikové automaty rozpoznavaji pravé bezkontex-
tové jazyky, tedy jazyky z t¥idy CFL.

Ukézali jsme si ji jen v jednom sméru (k bezkontextové gramatice G lze sestrojit [dokonce
jen jednostavovy| ZA M tak, ze L(G) = L(M)) a ilustrovali jsme na piikladu gramatiky

1/A— A+ B
2/ A— B

3/ B— Bx(C
4/ B — C

5/ C — (A)
6/ C —a

Pouzili jsme tedy obecny postup
Pro BG G = (I, %, S, P) sestrojme M = ({qo}, 2, ITU X, 4, qo, S), kde
pro X € II: §(qo,e, X) = {(q, ) | (X — ) € P}
a pro a € 3: 6(qo, a,a) = { (qo,¢) }-
(Vsude jinde § ptifazuje (.)
[ustrovali jsme béh sestrojeného (‘velmi’ nedeterministického) ZA na slové a * (a + a)

a také fakt, ze tento béh odpovida konstrukci pfislusného deriva¢niho stromu metodou
,shora doli“.

Nebezkontextové jazyky
Metodou obrazki derivac¢nich stromt z ¢asti 5.3. jsme si ukézali, pro¢ jazyk
L={a"b"c" | n>0}

neni bezkontextovy. Porozuméli jsme tak pumping lemmatu (neboli uwvwzy-teorému) pro
bezkontextové jazyky:

Véta. Necht L je bezkontextovy jazyk. Pak existuje pfirozené ¢islo n tz. kazdé
slovo z € L, |z| > n, (tedy kazdé ‘dlouhé’ slovo z jazyka L) lze pséat ve tvaru
2z = wvwxy, pricemz plati

o vr #e&,

o |vwz| <n,

e pro vs. i > 0 je uviwa'y € L.
Intuici k poznani nebezkontextovych jazyku jsme si posilili zvazenim jazyka L; = {ww |
w € {0,1}*}, Ly = {0™1"0™ | m = 2n }, u nichz obou jsme usoudili, Ze ne vSechna jejich

dlouhd slova lze napsat v patfiéném tvaru wvwzy, a Ze tedy nejsou bezkontextové. (U
jazyka L, jde napt. o slova tvaru 0"1"0"1".)
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Uzavérové vlastnosti tfidy CFL

Pripomnéli jsme si, ze snadno umime ukazat, ze CFL je uzaviena vuéi sjednoceni.

Pak jsme si v8imli, Ze jazyky L, = {a'b’c* | i = j} a Ly = {a'b/c* | j = k} jsou bez-
kontextové, ale Ly N Ly = {a"b"c™ | n > 0} je jazyk, o némz vime, ze bezkontextovy
neni.

Tedy CFL neni uzaviena na prinik. Diky de Morganovym pravidliim ihned vidime, ze CFL
neni uzaviena ani na doplnék.

(Jelikoz (Ly N Ly = (Ly U Ly)), tak z uzavienosti na doplnék by diky uzavienosti na sjed-
noceni vyplynula uzavienost na prinik.)

Sekce pro hlubsi zajemce — dikazy

Existence vnitiné nejednoznac¢nych bezkontextovych jazykt
Uvazujme jazyk

L = {a*b*c™d™ | k,m > 1} u {d"b™c™d" | k,m > 1}.

Ten je sice bezkontextovy, ale dokdzeme, Ze jej negeneruje zadna jenoznacna bezkontextova
gramatika.

Pro odvozeni sporu predpokladejme, Ze L je generovan jednoznacnou bezkontextovou gra-
matikou G = (II, X, S, P).

G muzeme zredukovat (odstranit zbytetné netermindly), pfi¢emz zistava jednoznacna.
(Mnozina deriva¢nich stromt pro slova z L = L(G) se nezmeénila.) Lze rovnéz snadno
overit, ze standardni konstrukce odstranéni e-pravidel a odstranéni pravidel typu X — Y
také nemohou zpiisobit nejednoznac¢nost. Takze rovnou predpokladame, ze G nema takova
pravidla.

Necht nyni pro netermindl A # S neplati A =7 ujAuy (pro terminélni slova uy, us, kde
tedy alespoii jedno neprazdné). Tedy na pravych strandch pravidel A — ay | -+ | ayp
se nevyskytuje A. Nahradime-li nyni pravé strany (jinych pravidel) obsahujici A vSemi
moznosti, pri nichz vyskyty A nahrazujeme fetézci ay, ..., a,,, stane se A nedosazitelnym
z S a je mozné jej z gramatiky odstranit. Jednoznac¢nost opét nemohla byt porusena.
Takze dale rovnou predpoklddame, Ze v G pro kazdy neterminal A # S plati A =71 u; Aus.

Pro libovolné A =7 wu; Aus snadno vypozorujeme néasledujici:

e u; obsahuje nanejvys jeden ze symboltl a, b, ¢, d; podobné us.

uy obsahuje jeden symbol a usy jiny.

|U1| = |U2|

jestlize A =7 uszAuy, pak u; a uz obsahuji tentyz symbol, podobné uy a uy.

e jsou jen nasledujici moznosti:
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—uy € {a}T auy € {b}",
—uy € {a}T auy € {d}T,
—up €{b}T auy € {c}™,
—uy € {c}Tauy € {d},

e V mnoziné neterminald Il tedy lze prirozené definovat prislusné tridy Cup, Cud, Che,
Ceq- Tyto t¥idy jsou ocividné disjunktni a S nepatii do zadné z nich. Neterminal z
jedné tridy se muiize prepsat na neterminal z jiné tiidy jediné v ptipadé pravidla typu
X — v Yvy, kde X € Cpya Y € Cy..

e Pravidla S — « jsou jediné v nékterém z tvart

— « je termindlni fetézec (a*b*c™d™ nebo a*bmc™d"),

— « obsahuje jen jeden netermindl a ten je z t¥idy C,; ¢i C.q, nebo dva neterminaly,
kde levéjsi je z tridy Cgup, a ten druhy z C.q; v tom piipadé kazdé slovo generované
z o musi byt z jazyka {a*bFcmd™ | k,m > 1}.

— « obsahuje jen jeden netermindl a ten je z t¥idy Cp. Ci Cuq; v druhém piipadé
pak pozdéji mize dojit k prepsani neterminalu z tfidy C,4 na netermindl z t¥idy
Cpe. Zde kazdé slovo generované z o musi byt z jazyka {a*b™c™d* | k,m > 1}.

Vypustme ted z G pravidla typu S — a"b"c"d"™ a rozdélme pravidla (disjunktné) do dvou
gramatik G, Gy tak, ze G generuje viechna a*b*c™d™ pro k # m, plus ptipadné a"b"c"d"
pro n€jaka n

a Gy generuje viechna a*b™c™d* pro k # m, plus piipadné a"b"c"d™ pro néjaka n.
Ukézeme, Ze ve skutecnosti G generuje a"b"c"d"™ pro skoro vSechna n (tedy az na kone¢né
mnoho vyjimek). Podobné ukézeme, ze G5 generuje a"b"c"d™ pro skoro vSechna n. To
ovsem bude spor s jednoznacnosti G.

Predpokladejme tedy, ze J = {n | G negeneruje a"b"c"d"} je nekonecna. Ocislujme si
pravidla S — « z G jako rq,79,...,7r. Pro kazdé ng € J odvozeni v G; podle schématu
S = a =* a*bFcmd™, kde S — « je pravidlo r;

neodvodi bud slovo typu a™b™c™d™ nebo slovo typu a*b*c™d™ (jinak by se dalo odvodit
i a™bocdm jak plyne z moznych tvart pravidla rq, které jsme zminili vyse).

Existuje tedy nekoneéna mnozina J; C J takova, ze pro kazdé k,m € J; neexistuje od-
vozeni S =* abFc™d™ zadinajici pravidlem 7, (tedy odvozeni podle schématu 1). Déle
ovsem pro kazdé ng € J; odvozeni v Gy zacéinajici pravidlem 7, neodvodi bud slovo typu
am™b™c™d™ nebo slovo typu a*b*c™d™ (jinak by se dalo odvodit i a™b"0c0dm).

Tedy existuje nekoneénd mnozina J, C J; takova, ze pro kazdé k,m € J, neexistuje
odvozeni S =* akbFc™d™ zaéinajici (pravidlem 7, nebo) pravidlem rs.

Kdyz takto konstruujeme J 2 J; D Jy D --- D J,, zjistime, Ze pro kazdé k # m, kde
k,m € J,, plati, Ze G| nevygeneruje a*b*c™d™, coz je spor.
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Pro (G5 postupujeme obdobné, ale ¢islujeme jinak. Nejprve ocislujeme pravidla typu S —
a, kde a je terminalni Fetézec nebo obsahuje neterminal z C,.. Pravidlu r; tohoto typu
odpovida schéma

S = a =* ad*bmemdr.

D4lsi poradova ¢isla pfifadime (kone¢né mnoha) schématim

S = a =* uyAuy = uv; Buguy = afbmem™dk

kde A € Coq a B € Cp,

(toto schéma je uréeno dvéma pravidly, tedy S — o a A — v Bvy).

Opét predpokladejme, ze J = {n | G5 negeneruje a"b"c"d"} je nekoneéné. Pak pro kazdé
ng € J odvozeni v G; podle prvniho schématu neodvodi bud slovo typu a™ b ¢™d™ nebo
slovo typu a*bfcod™ (jinak by se oc¢ividné dalo odvodit i a™bmocmodm).

Existuje tedy nekonec¢na mnozina .J; C J takova, ze pro kazdé k, m € J; neexistuje odvo-
zeni S =* a*b™c™d* podle prvniho schématu. Atd.

Partie textu k prostudovani

Zasobnikové automaty (¢ast 4.5.) a jejich varianty, uzavérové vlastnosti CFL (¢ast 5.2.).
Nebezkontextové jazyky (Cast 5.3.).

(Méte si udélat prinejmensim dobrou prvni pfedstavu a zamyslet se nad piiklady, specidlné
témi planovanymi na cviceni, at se miiZzete na cviceni aktivné Gcastnit a pripadné problémy
si tam objasnit.)

Cvideni
Prezentace referatu

Referat ¢. 13 (Pumping lemma pro regularni jazyky)

Vysvétlete tzv. pumping lemma pro regularni jazyky

(mizete vyjit napf. z http://www.cs.vsb.cz/jancar/TEORET-INF/teoret-inf . pdf)

a naznacte na prikladu, jak jej lze vyuzit pro dikaz neregularity néjakého jazyka.
Referat ¢. 14 (Pumping lemma pro bezkontextové jazyky)

Pf¥ipomeiite pumping lemma pro bezkontextové jazyky (napi. ze studijniho textu) a vy-
svetlete souvislost se hrou dvou hract popsanou napi. v
http://www.cs.vsb.cz/jancar/TEORET-INF/teoret-inf . pdf.

Referat ¢. 15 (Zasobnikové automaty)

Tvrzeni ,Ke kazdému ZA M lze sestrojit ZA M’ s jednim stavem tz. L(M) = L(M')“

1ze dokazat pomoci nasledujici obecné popsané konstrukce.

Jednostavovy ZA M’ se stavem oznacenym s, bude mit zdsobnikové symboly typu (p, X, q),
kde p, q jsou stavy a X je zasobnikovy symbol automatu M, a specialni pocatecni zasob-
nikovy symbol R.
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Konkrétné pro M = (Q, %, T',0, qo, Zo) konstruujeme M’ = ({s}, X, 1, s, R), kde I =
(@ xT' x Q)U{R} a ¢ je urcena nasledovné:

b 6,(5757 R) = {(Sa <qO>ZO:q>) ‘ qc Q}7
e pro (¢,e) € §(q,a,X) (a € (XU {e})) zafadime do 0'(s, a, (g, X, ¢')) prvek (s,¢),

e pro (¢, A1Ay... A,) € 6(q,a,X) (n > 1) zafadime do ¢'(s,a, (¢, X,q)) prvek
(87 <q/7 Ala Q1><Q1a A2a q2> s <Qn—1a Anaq» pro kazdé qa q1,492,---,4qn—1 € Q

(Chéapeme-li ¢’ jako mnozinu ‘instrukei’, pak lze Fici, Ze ¢’ je minimalni mnozina instrukei
spliiujici vyse uvedené podminky.)

(D& se ovérit, ze

(s,w, (p, X, q)) P (5,6,€) == (p,w, X) Fiy (g, ¢,¢), (1)

a tedy kazdému prijimajicimu vypoctu automatu M nad slovem w odpovida ptijimajici
vypocet automatu M’ nad w a naopak.)

Vasim tkolem je predvést aplikaci této konstrukce na zasobnikovy automat M se vstupni
abecedou {a, b}, zdsobnikovou abecedou {A, B}, po¢ateénim zasobnikovym symbolem A,
mnozinou stavi {p, ¢, 7}, pocateénim stavem p a prechodovou funkei § definovanou nésle-
dovné

o(p,a, A) = {(¢, AA), (p, B)},
0(g,b, A) = {(q, AA)},

o(p,e, B) = {(¢: A)},

0(g,e, A) = {(r,e)},

o(r, a, A) = {(r, A)},

o(r, b, A) = {(r,2)}

(pro ostatni prvky def. oboru je funkéni hodnota rovna ().

Pfitom se snazte alespon intuitivné piiblizit platnost uvedeného vztahu (1) v onom kon-
krétnim pripadé.

Priklady

Priklad 7.1

Na prednasce jsme mj. ukéazali, Ze t¥ida CFL neni uzaviena na doplnék. Existuje tedy jazyk
L C ¥* (pro né&jakou abecedu X), ktery je bezkontextovy, pfi¢emz jeho doplnék L = ¥* — L
bezkontextovy neni.

Vime, 7e jazyk L1 = {ww | w € {a,b}*} bezkontextovy neni. Zkuste prokézat, ze Ly = L;
bezkontextovy je a pfedstavuje tak konkrétni piiklad jazyka z CFL, jehoz dopln€k v CFL
neni.
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Napovéda. Vystihnéte co nejjednoduseji, jak vypada slovo z Lo, které ma sudou délku,
tedy 2d pro néjaké d > 1. Pak se zkuste zamyslet nad nasledujicim vztahem:

2d=di+1+dy+di+1+do=di+1+di+da+1+4d>.

Nakonec si tipnéte, jestli se mtze podarit navrhnout deterministicky zasobnikovy automat
prijimajici Ls.

(Pomtize vam néjak u predchozi otazky, kdyz se dozvite, ze tfida DCFL je uzaviena vuci
dopliiku?)

Priklad 7.2

Pripomente si, jak se ukaze uzavienost CFL vici sjednoceni, zietézeni a iteraci. Pak si
promyslete a ukazte, jak se prokdze uzavienost viuéi zrcadlovému obrazu. (Pro L € CFL
platii L® € CFL.)

Priklad 7.3

(Na zakladé alesponi intuitivnich argumenti) zjistéte, které z danych jazyku
jsou regularni:
jsou bezkontextové, ale ne regularni:

nejsou bezkontextové:

Ly = {w € {a,b}" | [wl, = luly}

Ly ={w € {a,b}" | |w|, je sudé }

Ly = {w € {a,b}* | w obsahuje podslovo abba}
Ly = A{w € {a,b,c}" | Jwla = w]y = |wlc}

Ly ={w € {a,b}* | |w|, je prvocislo}
Le={0m1" | m <2n}

L; ={0m1"0™ | m =2n}

Priklad 7.4

V prikladu 4.3. jste zkonstruovali gramatiku generujici jazyk
L={we{ab}"[|lw[=1awl=|wp}.

Pripomente si ji a pak na ni aplikujte obecny postup, ktery k bezkontextové gramatice
sestroji ekvivalentni (jednostavovy) zasobnikovy automat. Takto sestrojite (nedeterminis-
ticky) ZA M.

Pak zkuste (co nejefektivnéjsi) pfimy navrh ZA M’. Podaii se vam navrhnout M’ deter-
ministicky? Jestli ano, podafi se vam takovy deterministicky automat s jednim stavem?



