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Tyden 4

Prednaska

V prvni ¢asti prednasky se psala prvni zapoctova pisemka.

Ekvivalence kone¢nych automatu; minimalni automaty

Premysleli jsme, zda bychom uméli navrhnout (a naprogramovat) algoritmus Fesici nésle-
dujici problém.

NAzEV: FEwvivalence konecniyjch automati
VSTUP: dva konecné automaty A;, Ay

VYsTUP: ANO — jestlize L(A;) = L(A,),
NE — jestlize L(A;) # L(A).

K jednomu moznému algoritmu nas piimo pfivedla myslenka, Ze u negativniho pfipadu,
tedy L(A;) # L(Az), by bylo dobré také ukazat protiptiklad, tedy (co nejkratsi) slovo w,
které patii jen do jednoho z jazyka L(A;), L(Ay). Uvédomili jsme si, Ze takové slovo patii
do jazyka

L = (L(A;) — L(As)) U (L(A2) — L(A1)) = (L(A1) N L(Az)) U (L(A2) N L(Ay))

a ze diky d¥ive probranym algoritmim snadno sestrojime A tak, ze L(A) = L. Je nam tedy
jasny algoritmus, ktery k zadanym A;, Ay sestroji A tak, ze

L(A) = L(Ay)) < L(A)=0.

No a napsat proceduru (algoritmus), kterd o zadaném koneéném automatu A zjisti, zda
L(A) = 0, hravé zvlddneme (kdyZ si vzpomeneme na algoritmus pro zjistovani dosazitel-
nych stavi; staci prosté zjistit, zda né&jaky prijimajici stav je dosazitelny [z poc¢atecniho]).
Ekvivalence kone¢nych automatii se ovSem da algoritmicky (rychle) zjistovat i jinak. Nej-
prve jsme si uvedli nasledujici ptirozenou definici.

Konecény automat A je minimadlni, jestlize neexistuje automat A’, ktery je ekvi-
valentni s A (pro néjz je tedy L(A) = L(A")) a ktery mé méné stavii nez A.

Pak jsme si uvedli tyto véty.

Véta. Je-li automat redukovany a nema nedosazitelné stavy, pak je minimalni.
(Poznamka. Pti predndsce jsme do pojmu redukovany uz zahrnovali i nepfitomnost nedo-
sazitelnych stavi.)

Véta. Dva minimélni automaty, které ptijimaji tentyz jazyk (a jsou tedy ekvivalentni), jsou
izomorfni, tedy stejné az na pojmenovani stavii; to také znamena, ze maji stejny normovany
tvar.
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Platnost vét jsme si naznacili jen intutivné, k dikazu jsme se vratili v posledni ¢asti pred-
nasky. Uvédomili jsme si ale, ze algoritmus rozhodujici ekvivalenci kone¢nych automatii
muze byt tedy zaloZzen na redukci a pfevodu do normovaného tvaru. (Dva automaty jsou
ekvivalentni pravé tehdy, kdyZ po provedené redukci maji stejny normovany tvar.)

Bezkontextové gramatiky

Ptipomnéli jsme si, ze
(((a-a)+0)%)

je piiklad (tplné uzévorkovaného) reguldrniho vyrazu, ktery reprezentuje jazyk v abecedé
{a,b}. Uvédomili jsme si, ze ovSem samotny regularni vyraz je prosté fetézcem symboli
abecedy

Y= {®7€7aab7+7'a*7(7)}'
Ne kazdy fetézec v ¥* je ale regularnim vyrazem. (Napf. fetézec a)++( reguldrnim vyrazem
neni.)
Snadno jsme vyvodili, Ze mnozZina téchto regularnich vyrazi, ozna¢ovana RV ({a,b}), neni
regularnim jazykem. D4 se ale generovat bezkontextovou gramatikou, napf.

R—0le|alb|(R+R)|(R-R)|(R).
Jind gramatika generujici uvedeny jazyk je

R— C|L|(RBR)| (RU)

C—0|e
L—alb
B— 4+ -
U—7*

Demonstrovali jsme si zédkladni pojmy teorie bezkontextovych gramatik. Ukazali jsme si
(levou) derivaci slova (((a - a) + b)*), ptisludny derivacéni strom, apod.
Pripomnéli jsme definici bezkontextoveé gramatiky jako struktury

G=(IL,%, S, P)
a jazyka generovanéeho gramatikou
LG)={we¥x | S="w}.

Pak jsme se vrétili k pfikladu jazyka RV ({a,b}) a upravili jej tak, ze v fetézcich (regu-
larnich vyrazech) vynechavame tecku pro zietézeni a nemusime plné uzavorkovéavat. Napf.
vyraz (((a-a) + b)*) mizeme zapsat (aa + b)*. Takto upraveny jazyk generuje napi. gra-
matika
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R—0|e|la|b|R+R|R-R|R|(R).

Vsimli jsme si ovSem, ze napi. ono slovo aa + b ma v této gramatice dva rtzné derivacni
stromy; tedy tato gramatika neni jednoznacnd. (Pti¢inou je tady fakt, Ze nase dohodnuté
priorita operatort neni v gramatice reflektovéna.)

Demonstrovali jsme, Ze v tomto pfipadé 1ze nalézt ekvivalentni gramatiku (tedy gramatiku
generujici tentyZ jazyk), ktera jednozna¢na je. Uvahami nad strukturou regularnich vyrazii
jsme postupné dosli ke gramatice

R—T+R|T
T FT|F

F—F*|(R)|C
C—0le|albd

Pomohla ndm tvaha, ze T' (Term) reprezentuje ty regularni vyrazy, které nejsou ve tvaru
Ry + Ry (pro dva regularni vyrazy Ri, Ry), a F' (Factor) reprezentuje ty vyrazy, které
nejsou ve tvaru Ry + Ry ani Ry Rs.
Na zavér jsme promyslenim tvart slov celkem prirozené zkonstruovali gramatiky pro jazyk
palindromt {w € {a,b}* | w = wf}

S—ec|al|bl|aSal|bSh
a pro jazyk posloupnosti v abecedé { (,), [,] }, které odpovidaji spravnému uzévorkovani

S —c|SS|(S) ][9]

Sekce pro hlubsi zajemce — dukazy

Ukazali jsme si, na ¢em lze zalozit diikaz nasledujicich dvou vét.

Veéta. Je-li automat redukovany a nema nedosazitelné stavy, pak je minimalni.

Véta. Dva minimélni automaty, které ptijimaji tentyz jazyk (a jsou tedy ekvivalentni), jsou
izomorfni, tedy stejné az na pojmenovani stavi.

Uvazujme dva kone¢né automaty Ay = (Q1, %, 01, qo1, F1}, As = (Q2, %, 02, qoz, Fo} takové,
ze L(A1) = L(As) = L; tedy Lézf‘cc = Lf]gfcc.

Pripomenme, ze pro kazdé w € ¥* existuje pravé jeden stav ¢; € ()1 a pravé jeden stav
G2 € Q2 tak, Ze qo1 —— q1, oz — ¢a. (PYesnéji psano qor =4, a1, Goz ——a, 2. ) Ziejmé
pfitom plati w\L = Liede = Llode,

Ke kazdému dosazitelnému stavu ¢; € (1 (v automatu A;) tedy existuje dosazitelny stav
2 € @y (v automatu Aj) tak, zZe Lfl‘l’ACC = LflgAcc. Kdyz je tedy A; bez nedosazitelnych
stavil a je redukovany, coz znamena, ze LZ‘I’ACC #* L;‘EACC pro kazdé ¢; # q; v @1, musi mit
A, alespon tolik stavii jako A; (tedy |@Q:1] < |Q2]). Platnost prvni véty je tedy jasné.
Kdyz Aj, A2 jsou minimalni (a tedy i redukované a bez nedosazitelnych stavi), tak zobra-
zeni f: Q1 — Q2 definované tak, ze Lo« = L?’(‘;‘f)c, je prislusnym izomorfismem. (Ovéite
detailné sami.)
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Partie textu k prostudovani

Cast 3.7. (ekvivalence koneénych automat®, minimalni automaty), ¢asti 4.1., 4.2., 4.3.
(bezkontextové gramatiky, jednozna¢né gramatiky).

(Méte si udélat prinejmensim dobrou prvni pfedstavu a zamyslet se nad piiklady, specialné
témi planovanymi na cviceni, af se miiZete na cviceni aktivné castnit a pripadné problémy
si tam objasnit.)

Cvicdeni

Na zacatku diskuse opravené prvni zapoctové pisemky.

Prezentace referatu

Referat ¢. 5

K regularnimu jazyku L C ¥* nazveme kanonickym takovy KA A, L(A) = L, ktery je v
normovaném tvaru (a tudiz jsou vSechny stavy dosazitelné) a v némz pro kazdé w € ¥*
existuje prave jeden stav q takovy, ze LZOACC = w\L.

Vysvétlete, pro¢ ke kazdému regularnimu jazyku L existuje pravé jeden kanonicky automat,
a proc¢ je kanonicky automat minimalnim.

Referat ¢. 6

Vysvétlete, pro¢ pro kazdé n existuje nedeterministicky automat A, s n stavy takovy,
ze minimalni deterministicky koneény automat ptijimajici L(A,) ma 2" stavi. (Ilustrujte
napi. na konkrétnim piikladu pro n = 5. Ten muzete najit napf. ve starsim materialu
http://www.cs.vsb.cz/jancar/TEORET-INF/teoret-inf . pdf.)

Priklady
Priklad 4.1
Pfipomenime problém

NAzEV: Evivalence konecniyjch automati
VSTUP: dva konecné automaty A;, Ay

VYSTUP: ANO — jestlize L(A;) = L(A,),
NE - jestlize L(A;) # L(As).

a uvazujme nasledujici algoritmus pro jeho feSeni:
generuj postupné (vSechna) slova wy, wy, ws, ... v abecedé danych automati;

pro kazdé w; ptritom zjisti, zda jej oba automaty prijimaji ¢i oba nepfijimaji —
neni-li tomu tak, skon¢i s vysledkem L(A;) # L(As3).
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Je zfejmé, ze béh tohoto algoritmu neskonéi v piipadé L(A;) = L(A2). Lze tento nedostatek
opravit tim, Ze nechame algoritmus probirat jen slova do délky n, kde n je souc¢tem poctu
stavii A; a Ay, a nenajde-li se rozlisujici slovo do té doby, pak algoritmus zahlasi L(A;) =
L(Ay) ? Pokud je tomu tak (tedy odpovéd algoritmu je vzdy sprévnd), v ¢em je tento
algoritmus zfejmé horsi nez algoritmy probrané na prednésce?

Priklad 4.2

Na obrazku je derivacni strom pro slovo w = abaaacac odpovidajici jisté bezkontextové
gramatice G.

/\
VAN N\
AT AN

AN

€ a €C € a c

e Vypiste vSechna pravidla G, jejichz existenci mizete vyvodit z daného deriva¢niho
stromu.

e Napiste levé odvozeni (levou derivaci) slova w podle gramatiky G.

e Najdéte mensi derivacni strom pro slovo abaaacac a zakreslete jej tak, ze vSechny
listy budou na stejné trovni (tedy odvozené slovo bude celé na ,,jednom Fadku*).

e Najdéte nejlevéjsi vétev (v onom mensim stromé), ktera obsahuje dva vyskyty neter-
minalu B. Vyuzijte to k diikazu, ze gramatika generuje také slovo abaac. Pak ukazte,
7e gramatika také generuje slova aba(a)ac(ac), aba(a)?ac(ac)?, aba(a)®ac(ac)?, . ...

e Lze z dostupné informace zjistit néco ohledné jednoznacnosti gramatiky G 7
Priklad 4.3

Uvazujme jazyk L = {w € {a,b}* | |w| > 1 a |w|, = |w|s}.

Charakterizujte slova z L? = L - L. Je pravda, ze L = L? ? Plati piipadné alespon jedna z
inkluzi L C L?, L? C L ?

Charakterizujte slova z L — L2.

Na zakladé predeslych iivah navrhnéte bezkontextovou gramatiku generujici L.
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Priklad 4.4

S — bSS|a



