2. prednaska LS 2006/2007

(Technickd poznamka:

- slidy (pdf-soubor) k pondélni pfednasce planuji ddvat na web zpravidla
do predeslého patku odpoledne; pokud slidy po predndsce upravim, dodam
na web i tu upravenou verzi (upozorfiuji na dosavadni problém s ¢tenim v
Acrobatu 8.0)

- pdf-soubor ke stfedecnimu cviceni bude na webu k dispozici zpravidla
predes|é Gtery dopoledne.)

@ pripomeneme rozhovory A-&ka a B-¢ka z 1. prednasky (fiktivni osoby
pro oziveni ...)

@ pridame diskuse o kvocientech jazyki, dosazitelnych stavech,
minimalizaci automatd, nedeterministickych automatech, ....
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Pfipomefime si, ¥e A-&ko na za&stku pro hledani vech vyskytd abaaba (v
souboru obsahujicim pouze znaky a, b) vlastné sestrojil kone¢ny automat
A=(Q,%,J,qo, F) rozpoznavajici jazyk

Lo ={ue{a b}* | uma sufix abaaba }. (Pro¢ ?)

V jeho (pascalském) programu byl onen automat zadan (tabulkou) takto:

const length = 6
type state = 0 .. length
type alphabet = (a,b)
const A: array [ state , alphabet ] of state
= [ [1,0], [1,2], [3,0], [4,2]1, [1,5], [6,0], [4,2] ]

Pro sebe mél A-&ko zakresleny graf ...
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Operace kvocientu

PF¥i vysvétlovani postupu A-&ko uzival slovo kvocient. B-&ko si dodate&n&
nasel definici a zjistil, ze levy kvocient jazyka L; podle L, je definovan
takto:

L2\L1:{v]3u€ Lg:UVELl}.
To vypadalo néjak slozité, ale B-¢ko to nakonec sam ‘prorazil’. Védél, ze
kdyz si nevi rady, musi zacit né€jakym jednoduchym pripadem; nejprve si na
konkrétnich prikladech (kone¢nych jazykl) promyslel pfipad, kdy L
obsahuje jediné slovo, tedy pfipad {w}\L;, také oznacovany w\L;.
Pak uz to byla celkem hracka; pomohlo mu, kdyz si uvédomil, ze

L\L = | w\L1

weElLly

Ale vratme se k metodé navrhu konecnych automatd, pfi niz A-&ko de
facto jakési (jednoduché) kvocienty pouzival.
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Pro Lo = { u € {a, b}* | u m4 sufix abaaba} A-tko vlastné konstruoval
(popisoval) kvocienty

{e}\Lo

{a}\Lo

{b}\Lo

{aa}\Lo

{ab}\Lo

{ba}\Lo

{bb}\Lo

{aaa}\Lo

Vyuzival ovSem toho, ze uv\L = v\(uv\L) (vS§imnéme si obraceného

poradi !), takZe napf. pro popis ab\Lg vyuzival jiz dfive zjiSténého a\ Lo,
ktery si oznadil Ly (tedy ab\Lo = b\L;), atd.

Taky daval pozor, at zbytecné nové neoznacuje jiz oznacené jazyky. Kdyz
tedy nap¥. zjistil, ze b\Ly = Lo, nové oznaceni (tj. novy index, neboli novy
stav) nepotfeboval, ....
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Ukazalo se, ze si vystacil s 6 jazyky

Lo ={u e {a, b}* | u ma sufix abaaba }

Ly = {baaba} U{u € {a, b}* | u ma sufix abaaba }

Ly = {aaba} U{u € {a,b}* | u ma sufix abaaba }

L3 = {aba, baaba} U{ u € {a, b}* | u ma sufix abaaba }
Ly = {ba, baaba} U { u € {a, b}* | u ma sufix abaaba }

Ls = {a,aaba} U {u € {a,b}* | u ma sufix abaaba }

Le = {e, aba, baaba} U { u € {a, b}* | u ma sufix abaaba }

Ty jazyky odpovidaly staviim zkonstruovaného automatu.
V&imnéme si, ze podobné v obecném automatu A = (Q, %, 9, qo, F)
odpovida kazdému stavu q jazyk

Lout=to=F = {u| 6*(q,u) € F} (v jiném znateni {u | g — F })
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B-Cko pak stejny postup provedl pro jazyk
Lo ={wue{0,1}*| bn(u) mod 3 =0 a u neobsahuje podslovo 101 }

Zde tedy konstruoval (popisoval) kvocienty {e}\Lo, {0}\Lo, {1}\Lo,
{00}\Lo, {01}\Lo, {10}\Lo, {11}\Lo, {000}\Lo, ...
Napr. pro
Ly ={ul|(2-2“+ bn(u)) mod3=0

a u neobsahuje podslovo 101 a u nezadind 1}
odvozoval

{ON\L, ={u|Ouely}
= {u|(2-2% 4 bn(0u)) mod3=0
a Ou neobsahuje podslovo 101 a Ou nezacind 1}
={u|(2-2-2“+ bn(u)) mod3=0
a u neobsahuje podslovo 101 }
={u| 3-2+1-2“+ bn(u)) mod3=0
a u neobsahuje podslovo 101 }
={u| ¥+ bn(u)) mod3=0
a u neobsahuje podslovo 101} = L4
Petr Janéar (FEI VSB-TU) Teoreticka informatika (TI)



Na zdkladeé této zkusenosti B-¢ko vyslovil domnénku, Ze k danému jazyku
L C ¥* existuje kone¢ny automat A takovy, ze L(A) = L, pravé tehdy,
kdyz mnozina

{w\L|weX}

je konecna. A-&ko potvrdil spradvnost této domnénky a dohodli se, Ze se na
to pozdéji podivaji jesté podrobné;ji.

Ted se B-Eko jesté chtél vratit k metodé minimalizace automatu, kterou
A-Cko drive zminil.

Petr Janéar (FEI VSB-TU) Teoreticka informatika (TI) LS 2006/2007 8 / 22



Pfipomenme si, ze A a B spolu navrhli automaty A;, Az, kde
L(A1)) ={ue{0,1}* | bn(u) mod3=0}
L(A2) = {u e {0,1}* | u neobsahuje podslovo 101 }

Ptislusné tabulky vypadaly takto:

ALl 0 1 A0 1
<qd1 | 91 Q2 —hnn n
Q| qG q crRror
a | g2 Q3 —r3 | n

ra ra ra
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ka vytvorili

-

tematicky popsaného) navodu A

(kombinovany) automat A pro jazyk L(A1) N L(Az) takto:

¢éné ma

Podle (stru

e e i N e i N R e i i

N ™
& &EE ~H|oo T
o588 olcocce
|l - N ™M N[ = N o <
deee Hspye
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B-Cko prisel s ndpadem zjednodusit znaceni stavil automatu A, at se v tom
[épe vyznaji prfi nasledném postupu minimalizace.

A-&ko pochopitelné souhlasi a navrhuje pfitom predvést prevod do tzv.
normovaného tvaru; pry se to bude hodit. Standardné se pry pfitom stavy
oznacuji 1,2,3,..., ale on ted pouZije radéji symboly s1, s, s3, . ...

Navrhovany postup ma z drivéjSka zapsdn na kusu papiru; zacind takto:

- Na zacatku jsou vSechny stavy ‘neoznacené’ a ‘nezpracované’.

- Podatecni stav oznadim symbolem (prejmenuji na) sy.

- Dokud nejsou vSechny oznacené stavy zpracované, opakuji tuto Cinnost:
vezmu oznaceny nezpracovany stav s; s nejnizs$im indexem i

D4l je to necitelné, ale B-Cko bez problémi pochopi postup z konkrétni
aplikace na automat A a navod pak doplni. (Jak?)
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A1 0 1
851 51 So
S2 S3 S4

S3 S5 Se
<S4 S7 S2
S5 S8 S4

S6 So S6
«—S7 S1 S9
Sg | S5 S10
S9 | S6 S11
510 | S12 S10
S11 | S11 59
512 S8 S11

A-Eko Fika, Ze ted si stavy rozdéli podle ekvivalence

s~ s & gf Lgut—to—F — Ls’
(Co tim mysli a jak to udéla?)

Petr Janéar (FEI VSB-TU)
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Pripomenuti: relace ekvivalence

Relace p na mnoziné M je
ekvivalence <<g4r p je:

o reflexivni (Vx € M : xpx),
@ symetricka
(Vx,y € M : xpy = ypx),
@ tranzitivni (Vx,y,z€ M :
(xpy N ypz) = xpz).
Ekvivalence p definuje na M rozklad

{Xp [ xeM}

tj. systém vzajemné disjunktnich mnozin, zvanych tfidy ekvivalence, jejichz
sjednocenim je M, kde

(Xlp ={y | xpy}.
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konstruuje rozklady podle ekvivalenci
NO’ N17 NZ’ ...

Nakonec tzv. podilovy automat (faktor-automat)
A.=...
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Podilovy automat

K A definujme tzv. podilovy automat podle ekvivalence ~, oznaleny A,
takto (piSeme struénéji [g] misto [g]~):

Al =(Q-,%,0-,[qo], F~), kde

Qv.={ldllqeQ},

F.={ldql|lgeF}

6~([ql],2) = [6(q, a)]

Korektnost definice (co to je?) plyne z
(p~q=(peF<qgeF))az(p~qg=6dpa)~dg,a)).
Jak ukdzeme, ze L(A) = L(A~) ?

Mame tedy ukazat

{weX*|0*(qo,w) € F} ={w € ¥* | §*([qo0],w) € F.}

(v jiném znaceni tedy qo YA F & [qo] LAN F.)
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B-Cko se pta, zda konstrukce onoho podilového automatu vzdy vede k
minimalnimu automatu (pro dany jazyk).
Co odpovi A-¢ko?

Ne nutné, v automatu mohou byt jesté stavy, které nejsou dosazitelné z
pocatecniho!

B-Cko fika ‘no jo, takové ja bych ovsem v automatu viibec nenavrhl'.
A-&ko opadi, ze takové ovsem snadno mohou vzniknout napf. pfi oné
(rutinni, algoritmické) konstrukci automatu se stavovou mnozinou

@1 X Q>. Hned daji dohromady prikladek u konstrukce automatu pro
sjednoceni (regularnich) jazykd ... (Jaky napfiklad?)

Nad algoritmem zjiStujicim dosaZitelné stavy u daného automatu ovsem uz
neni tfeba ‘Spekulovat’; uz jsme jej pred chvili vlastné vidéli (kde?).
Algoritmus je také zfejmy z elegantni matematické induktivni definice:
Mnozina dosaZitelnych stavid automatu (Q, 3, 9, qo, F) je nejmensi
mnozina K C Q spliujici tyto dvé podminky:

1/ qo € K,

2/ jestlize g € K a ¢' = d(q, a) pro néjaké a € ¥, potom ¢’ € K.
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Algoritmus minimalizace

A-Zko s B-&kem tak dali dohromady tento algoritmus minimalizace pro
(obecny) koneény automat A:

proved v libovolném poradi nésledujici dvé véci (procedury)

- odstran nedosazitelné stavy (ze zpracovavaného automatu)

- sestroj podilovy automat (k zpracovdvanému automatu)

(Navic je mozno zaroven prevést do normovaného tvaru.)

B-¢ko si ted v8iml, ze jeho (pfimo sestrojeny) automat pro jazyk

Lo ={ue{0,1}*| bn(u) mod 3 =0 a u neobsahuje podslovo 101 }

je v normovaném tvaru Gplné stejny jako ten, co vznikl kombinaci
automatl pro jazyky

L(A;) ={wve{0,1}* | bn(u) mod3=0}
L(A2) = {u e {0,1}* | u neobsahuje podslovo 101 }

a naslednou minimalizaci (zahrnujici pfevod do normovaného tvaru).
Byla to ndhoda?
Petr Janéar (FEI VSB-TU) Teoreticka informatika (TI)



A-Zko ¥ika, e ne. Plati pry totiz, ze dva automaty minimalizované
uvedenym algoritmem jsou (jazykové) ekvivalentni pravé tehdy, kdyz jsou
izomorfni.

Pry se to da fici obecné pro minimalni automaty, bez odkazu na jakykoli
algoritmus. (Jak pfirozené definujeme, co to znamend, Ze zadany automat
je minimalni?)

A nahlédnout pry to jde celkem snadno z toho postfehu (domnénky)
B-cka, ze u reguldrniho jazyka L se Ize na systém

{w\L|weX}

prirozené divat jako na konecny automat.

To se A-&kovi lehce feklo, Ze ‘nahlédnout to Ize celkem snadno’, protoze uz
si to dtikladné promyslel pfi svém studiu (na FEI VSB-TUO). P¥iznal, Ze s
tim sdm mél nejprve problémy, a Ze je to tfeba postupné ‘stravit’.

B-¢ko se ted chtél radgji jesté vratit k vyhleddvani Fetézcd.
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B-Cko si chce mj. jesté ujasnit souvislosti toho znaceni stav(
(0=¢),(1=a),(2=ab),(3=aba),(4 = abaa), (5 = abaab), (6 =
abaaba)

které A-ko pouZil pFi svém oznaleni stavii (uzlti v grafu).

Tak o tom podiskutuji a proberou také jazyky

ng_from_qo ={u| 6 (qo,u) =q} (vjiném znaleni {u | go — q}).

K ¢emupak asi dojdou? ....

Y . . . . in—from— .
Napt. k tomu, e uvazujeme-li Lg~ """ % = {u | go — q} pro viechny

stavy (daného automatu A = (Q, X, d, qo, F)), dostaneme docela zajimavy
rozklad na mnoziné *.

A-&ko sice zase trochu vylekal B-¢ka slovem ‘prava kongruence’ (‘ach jo,
zas sem taha jakousi abstraktni matiku’, fikal si), ale nakonec za tim nic
tézkého nebylo. '

(Holt kdyz wi, w2 patfi do Lir=frem=do 0o stejné g, tak wia, wja patH do
L’;_fmm_q‘) pro stejné q’, konkrétné pro ¢’ = 6(q, a); to je pFece jasné.)
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Nedeterminismus

B-¢ko si ted uvédomi, Ze by nemusel pro kazdy zadany fetézec konstruovat
prisludny kone¢ny automat sam (jako to ud&lal s A-¢kem pro abaaba), ale
Ze by to mohl svéfit algoritmu (ktery by naprogramoval).

A-&ko mu navrhne metodu, kterd miize pomoci i v jinych situacich. Zacina
mluvit o jakychsi nedeterministickych kone¢nych automatech a nakresli
obrézek ... (prvni obrazek na dal$im slidu).

B-¢ko na to dlouho ponékud nechdpavé zira (coz se mu nelze divit), ale
AZko ho postupné zasvécuje ...

Vse kondi spokojenym mrucenim B-cka, ktery obohatil sviij
‘programatorsky’ (&i spise ‘algoritmicky’) arzendl a pochopil, k ¢emu mize
byt prakticky dobry takovy ‘nesmysl’ jako je nedeterminiticky vypocet.
Copak mu asi A-&ko viechno ukazal?
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