Je Hennessy-Milner logika dostatecné silnd?

Modalni hloubka (stupef zanofeni - modal depth, nesting degree) pro
formule Hennessy-Milner logiky:

o md(tt) =md(f) =0
o md(FNAG)=md(FV G) =max{md(F), md(G)}
o md([alF) = md({(a)F) = md(F) +1

Myslenka: formule F “vidi" jen do hloubky md(F).

M. Kot (VSB-TUO) Modelovani a verifikace 3. dubna 2023



Je Hennessy-Milner logika dostatecné silnd?

Modalni hloubka (stupef zanofeni - modal depth, nesting degree) pro
formule Hennessy-Milner logiky:

o md(tt) =md(f) =0
o md(FNAG)=md(FV G) =max{md(F), md(G)}
o md([alF) = md({(a)F) = md(F) +1

Myslenka: formule F “vidi" jen do hloubky md(F).

Véta (necht F je HM formule a k = md(F))

Pokud ma obrdance obrannou strategii v silné bisimulaéni hfe z s a t na k
kol, pak s |= F pravé tehdy, kdyz t = F.
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Je Hennessy-Milner logika dostatecné silnd?

Modalni hloubka (stupef zanofeni - modal depth, nesting degree) pro
formule Hennessy-Milner logiky:

o md(tt) =md(f) =0
o md(FNAG)=md(FV G) =max{md(F), md(G)}
o md([alF) = md({(a)F) = md(F) +1

Myslenka: formule F “vidi" jen do hloubky md(F).
Véta (necht F je HM formule a k = md(F))

Pokud ma obrdance obrannou strategii v silné bisimulaéni hfe z s a t na k
kol, pak s |= F pravé tehdy, kdyz t = F.

Disledek

Neexistuje napr. Hennessy-Milner formule F, ktera by vyjadrovala
dosazitelnost deadlocku v libovolném LTS.

| \
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Temporalni vlastnosti nevyjadritelné v HM logice

s | Inv(F) pravé tehdy, kdyz vSechny stavy dosazitelné z s splfiuji F
s = Pos(F) pravé tehdy, kdyz existuje stav dosazitelny z s spliiujici F
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Temporalni vlastnosti nevyjadritelné v HM logice

s | Inv(F) pravé tehdy, kdyz vSechny stavy dosazitelné z s splfiuji F
s = Pos(F) pravé tehdy, kdyz existuje stav dosazitelny z s spliiujici F

Vlastnosti Inv(F) a Pos(F) nejsou vyjadfitelné v HM logice.
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Temporalni vlastnosti nevyjadritelné v HM logice

s | Inv(F) pravé tehdy, kdyz vSechny stavy dosazitelné z s splfiuji F
s = Pos(F) pravé tehdy, kdyz existuje stav dosazitelny z s spliiujici F

Vlastnosti Inv(F) a Pos(F) nejsou vyjadfitelné v HM logice.

Necht Act ={a1,az,...,an} je kone¢nd mnozina akci. Definujeme

o (Act)F ¥ (a))FV (2)F\/ ...\ (an) F

o [ActlF ¥ o] F AlalFA... Al F

Inv(F)...F N [Act]F N [Act][Act]F N\ [Act][Act][Act]F /\ ...
Pos(F)...F\ (Act)F \ (Act)(Act)F \V (Act)(Act)(Act)F \V/ ...
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Nekonecné konjunkce a disjunkce vs. rekurze

Problémy
@ nekonecné velké formule nejsou povoleny v HM logice

@ nekonecné velké formule jsou obtizné zpracovatelné
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Nekonecné konjunkce a disjunkce vs. rekurze

Problémy

@ nekonecné velké formule nejsou povoleny v HM logice

@ nekonecné velké formule jsou obtizné zpracovatelné

A co tfeba pouzit rekurzi7
@ Inv(F) vyjadrfena X € EA [Act] X
@ Pos(F) vyjadrena Xy (Act)X
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Nekonecné konjunkce a disjunkce vs. rekurze

Problémy
@ nekonecné velké formule nejsou povoleny v HM logice

@ nekonecné velké formule jsou obtizné zpracovatelné

A co tfeba pouzit rekurzi7
@ Inv(F) vyjadrfena X € EA [Act] X
@ Pos(F) vyjadrena Xy (Act)X

Otazka: Jak definovat sémantiku takovych rovnic?

M. Kot (VSB-TUO) Modelovani a verifikace

3. dubna 2023



Ukazky reseni rovnic

Rovnice nad pfirozenymi &isly (n € N)

n=2xn jedno feseni n =10
n=n+1 Zzadné reseni
n=1xn mnoho fedeni (kazdé n € N je reSenim)
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Ukazky reseni rovnic

Rovnice nad pfirozenymi &isly (n € N)

n=2x%n jedno reseni n =0
n=n+1 Zzadné reseni
n=1xn mnoho fedeni (kazdé n € N je reSenim)

Rovnice nad mnoZinami pfirozenych &isel (M € 2V)

M= ({7}nM)uU{7} jedno feseni M = {7}
M=N~M 7adné feseni
M={3tuM mnoho Feseni (kazdé M D {3})
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Ukazky reseni rovnic

Rovnice nad pfirozenymi &isly (n € N)

n=2x%n jedno reseni n =0
n=n+1 Zzadné reseni
n=1xn mnoho fedeni (kazdé n € N je reSenim)

Rovnice nad mnoZinami pfirozenych &isel (M € 2V)

M= ({7}nM)uU{7} jedno feseni M = {7}
M=N~M 7adné feseni
M={3tuM mnoho Feseni (kazdé M D {3})

A co rovnice nad procesy?

XY @FVv@Xx = najitZC2Pretz 7= [al0U (2)Z
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Obecny pristup — teorie svazli

Pro mnozinu D a funkci f : D — D nazyvame prvky x € D splnujici

x = f(x)

pevnymi body (fixed points) funkce f.

M. Kot (VSB-TUO) Modelovani a verifikace 3. dubna 2023



Obecny pristup — teorie svazli

Pro mnozinu D a funkci f : D — D nazyvame prvky x € D spliujici

x = f(x)

pevnymi body (fixed points) funkce f.

Castecné usporadana mnozina (Partially Ordered Set, poset)

Caste¢né usporddanad mnozina (nebo prosté ¢aste¢né usporadani) je

dvojice (D, C) tz.
@ D je mnozina
@ C C D x D je binarni relace na D, ktera je
o reflexivni: Vd e D: d C d
@ antisymetrickd: Vd,ee D: dCe N eCd = d=e
o transitivni: Vd,e,f € D: dCe N eCf = dCf

M. Kot (VSB-TUO) Modelovani a verifikace
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Supremum a infimum

Horni/dolni zavora (necht X C D)

@ d € D je horni zavora (upper bound) mnoziny X (zna¢ime X C d)
pravé, kdyz x C d pro vSechna x € X

@ d € D je dolni zdvora (lower bound) mnoziny X (znadime d C X)
pravé, kdyz d C x pro vSechna x € X
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Supremum a infimum

Horni/dolni zavora (necht X C D)

@ d € D je horni zavora (upper bound) mnoziny X (zna¢ime X C d)
pravé, kdyz x C d pro vSechna x € X

@ d € D je dolni zdvora (lower bound) mnoziny X (znadime d C X)
pravé, kdyz d C x pro vSechna x € X

Nejmensi dolni a nejvétsi horni zavora (necht X C D)

@ d € D je nejmensi horni zavora (supremum) for X (LX) pravé, kdyz
QO XCd
QVd' eD: XCd = dCd’
@ d € D je nejvétsi dolni zavora (infimum) for X (MX) pravé, kdyz
Q JdC X
QVd' eD: dCX = d'Cd
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UplIné svazy a monotdnni funkce

Céstedné usporadana mnozina (D, C) se nazyva (plny svaz (complete
lattice) pravé tehdy, kdyz LIX a MX existuji pro kazdé X C D.

L Ly f o f
V Gplném svazu existuje nejvétsi (T o LID) a nejmensi (L u MD) prvek.
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UplIné svazy a monotdnni funkce

Céstedné usporadana mnozina (D, C) se nazyva (plny svaz (complete
lattice) pravé tehdy, kdyz LIX a MX existuji pro kazdé X C D.

L Ly f o f
V Gplném svazu existuje nejvétsi (T « LID) a nejmensi (L u MD) prvek.

Monoténni funkce a pevné body

Funkce f : D — D se nazyva monotonni pravé tehdy, kdyz
dCe = f(d)Ef(e)

pro viechna d, e € D.

Prvek d € D je pevny bod pravé, kdyz d = f(d).
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Tarského véta o pevném bodu

Véta (Tarski)

Necht (D, C) je Gplny svaz a necht f : D — D je monoténni funkce.

Potom f ma pravé jeden nejvétsi pevny bod z,,,; a pravé jeden nejmensi
pevny bod z,,;, urcené rovnicemi:

Zmazx déf |—|{X€ D|XE f(X)}

Zmin L M{x € D | f(x) C x}

M. Kot (VSB-TUO)
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Vypocet pevnych bodi na konecnych svazech

Necht (D,C) je Gplny svaz a f : D — D je monoténni.

Necht £1(x) % f(x) a £7(x) & F(F71(x)) pro n > 1, tj.
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Vypocet pevnych bodi na konecnych svazech

Necht (D,C) je Gplny svaz a f : D — D je monoténni.

Necht £1(x) % f(x) a £7(x) & F(F71(x)) pro n > 1, tj.

Kdyz D je konecna mnozina, tak existuji cela ¢isla M, m > 0 tz.
9 Zmaz = fM(T)
9 Zmin = fm(L)

Myslenka (pro zin): Nésledujici sekvence se ustéli pro kazdé koneéné D

LCA(L)CA(F(L) TF(F(F(L))) T
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MnozZina vsech podmozin

@ Pro mnoZinu S je mnozina véech podmnozin 2° = {X | X C S}
¢astecné usporadana relaci byt podmnozinou C (reflexivni, tranzitivni
a antisymetrickou).

o Castedné uspofddand mnozina (2°,C) je aplnym svazem.

@ Funkce f: 2% — 25 je monoténni pravé tehdy, kdyz X C Y implikuje
f(X)Cf(Y).
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MnozZina vsech podmozin

@ Pro mnoZinu S je mnozina véech podmnozin 2° = {X | X C S}
¢astecné usporadana relaci byt podmnozinou C (reflexivni, tranzitivni
a antisymetrickou).

o Castedné uspofddand mnozina (2°,C) je aplnym svazem.

@ Funkce f: 2% — 25 je monoténni pravé tehdy, kdyz X C Y implikuje
f(X)Cf(Y).

Véta (Knaster, Tarski)

Necht f : 2° — 25 je monoténni funkce.
Potom f ma pravé jeden nejvétsi pevny bod Z,4.
a pravé jeden nejmensi pevny bod Z,,;, dané vztahy:

Zmas 2 U{X C S| X C F(X)}

Znmin = N{X C S| F(X) C X}
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Vztah nejmensiho a nejvétSiho pevného bodu

Necht f : 2° — 2° je monotdnni.

Zmax :U{X C S|X c f(X)}

Co je doplikem Z,02, tj. Zimas =S — Zimaz ?
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Vztah nejmensiho a nejvétSiho pevného bodu

Necht f : 2° — 2° je monotdnni.

Zmax :U{X C S|X c f(X)}

Co je doplikem Z,02, tj. Zimas =S — Zimaz ?
Linaz = U{X | X C f(X)} =
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Vztah nejmensiho a nejvétSiho pevného bodu

Necht f : 2° — 2° je monotdnni.

Zmax :U{X C S|X c f(X)}

Co je doplikem Z,02, tj. Zimas =S — Zimaz ?
Zimaz = WX [ X CF(X)} = Nn{X|X CF(X)}=
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Vztah nejmensiho a nejvétSiho pevného bodu

Necht f : 2° — 2° je monotdnni.

Zmax :U{X C S|X c f(X)}

Co je doplikem Z,02, tj. Zimas =S — Zimaz ?
Zmae =UX [ X CF(X)} = N{X[XCF(X)}=n{Y|YCF(Y)}=
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Vztah nejmensiho a nejvétSiho pevného bodu

Necht f : 2° — 2° je monotdnni.
Zmax :U{X - S | X - f(X)}
Co je doplikem Z,02, tj. Zimas =S — Zimaz ?

Zrar = UX [X CFX)} = N{X X C F(X)} = N{Y |V CA(V)} =
Y [F(Y)C V)=

M. Kot (VSB-TUO) Modelovani a verifikace 3. dubna 2023
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Vztah nejmensiho a nejvétSiho pevného bodu

Necht f : 2° — 2° je monotdnni.

Zmax :U{X C S|X c f(X)}

Co je doplikem Z,02, tj. Zimas =S — Zimaz ?
Zmae =UX [ X CF(X)} = N{X[|XCF(X)}=n{Y|YCF(Y)}=
YY) C Y= n{YI[f(Y)C Y}

kde fy(Y) =f(Y) (fy je dudlni funkce k f)
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Vztah nejmensiho a nejvétSiho pevného bodu

Necht f : 2° — 2° je monotdnni.

Zmaac :U{X C S|X c f(X)}

Co je doplikem Z,02, tj. Zimas =S — Zimaz ?

Zrar = UX [X CFX)} = N{X X C F(X)} = N{Y |V CA(V)} =
AY FY) S Y= n{Y &Y CY)

kde fy(Y) =f(Y) (fy je dudlni funkce k f)
Pozn. f; je také monotdnni

XCY=YCX=f(Y)CFX) = f(X)CFY) = fa(X) Cfy(Y))
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Vztah nejmensiho a nejvétSiho pevného bodu

Necht f : 2° — 2° je monotdnni.

Zmaac :U{X C S|X c f(X)}

Co je doplikem Z,02, tj. Zimas =S — Zimaz ?
Zmae =UX [ X CF(X)} = N{X[|XCF(X)}=n{Y|YCF(Y)}=
YY) C Y= n{YI[f(Y)C Y}

kde fy(Y) =f(Y) (fy je dudlni funkce k f)
Pozn. f; je také monotdnni

XCY=YCX=F(Y)CFAX) = F(X)CF(Y) = fg(X) S (V)
a proto

Pozorovani

Doplnék nejvétsiho pevného bodu funkce f je nejmensim pevnym bodem
dudlni funkce fy.
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Vypocet pevnych bodil na konec¢nych mnozinach

Kdyz S je kone¢na a f :2° — 2° je monotdnni, pak existuji celd &isla
M, m > 0 tz.

o Zmaz - fM(S)
o Zmin - fm(@)
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Silna bisimilarita (pfipomenuti)

Necht (Proc, Act,{—| a € Act}) je LTS.

Silna bisimulace (Strong Bisimulation)

Binarni relace R C Proc x Proc je silna bisimulace (strong bisimulation)
pravé tehdy, kdyz kdykoliv (s,t) € R potom pro kazdé a € Act:

o jestlize s =2 s/, pak t — t’ pro n&jaké t’ takové, ze (s',t') € R

o jestlize t = t/, pak s — s’ pro n&jaké s’ takové, ze (s’,t') € R.

Silna bisimilarita (Strong Bisimilarity)
Dva procesy p, g € Proc jsou silné bisimulaéné ekvivalentni (strongly
bisimilar, p ~ q) pravé tehdy, kdyz existuje silnd bisimulace R tz.

(pyq) € R.
~ = U{R | R je silnd bisimulace}

v
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Silna bisimulace a nejvétsi pevny bod

Funkce JF : 2(ProcxProc) _ o(Procx Proc)

Necht X C Proc x Proc. Potom definujeme F(X) ndsledovné:
(s, t) € F(X) pravé tehdy, kdyz pro kazdé a € Act:
o jestli s = s’ potom t — t’ pro n&jaké t’ tz. (s’,t') € X

o jestli t = t’ potom s — s’ pro n&jaké s’ tz. (s’,t') € X.
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Silna bisimulace a nejvétsi pevny bod

Funkce J—_': (Procx Proc) - 2(P'r0(:><P'roc)
Necht X C Proc x Proc. Potom definujeme F(X) ndsledovné:
(s, t) € F(X) pravé tehdy, kdyz pro kazdé a € Act:

o jestli s = s’ potom t — t’ pro n&jaké t’ tz. (s’,t') € X

o jestli t = t’ potom s — s’ pro n&jaké s’ tz. (s’,t') € X.

| 5\

Pozorovani
@ F je monoténni
@ S je silnd bisimulace pravé tehdy, kdyz S C F(S)
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Silna bisimulace a nejvétsi pevny bod

Funkce _F . 2(PTOCXPTOC) — 2(P7‘0(:><P7‘0(:)

Necht X C Proc x Proc. Potom definujeme F(X) ndsledovné:
(s,t) € F(X) pravé tehdy, kdyz pro kazdé a € Act:
o jestli s —— s’ potom t — t’ pro n&jaké t’ tz. (s',t)

@ jestli t — t’ potom s — s’ pro n&jaké s’ tz. (s’,t') € X.

m m
X
\

Pozorovani
@ F je monotdénni
@ S je silnd bisimulace pravé tehdy, kdyz S C F(S)

Silna bisimilarita je nejvétsi pevny bod F

—— U{S e 2(Pmc><Proc] | S C .F(S)}
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HML s jednou rekurzivné definovanou proménnou

Syntaxe formuli

Formule jsou dany nasledujici abstraktni syntaxi

F:=X | tt | ff | Fl/\Fg | Fl\/Fz | (a}F | [a]F

kde a € Act a X je proménna s definici
0 X Fx, or X "2° Fx

takova, ze Fx je formule logiky (kterd mize obsahovat X).
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HML s jednou rekurzivné definovanou proménnou

Syntaxe formuli

Formule jsou dany nasledujici abstraktni syntaxi
F:=X | tt | ff | Fl/\Fg | Fl\/F2 | (a}F | [a]F

kde a € Act a X je proménna s definici
0 X Fx, or X "2° Fx

takovd, ze Fx je formule logiky (kterd mize obsahovat X).

Jak definovat sémantiku?

Pro kazdou formuli F definujeme funkci Of : 2F70¢ — 2P7m0¢ t37.
@ pokud S je mnozina procest, kterd spliuje X, potom
@ Of(S) je mnozina procest spliujicich F.
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Definice Of : 2F%¢ — 2P7¢ (necht S C Proc)

Ox(S) = S
Ox(S) = Proc
Of(S) = 0
OrnR(S) = OF(S)N OR(S)
OrvR(S) = OF(S)UOF(S)
Or(S) = (a)Or(S)
OuLr(S) = [a]Or(S)
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Definice Of : 2F%¢ — 2P7¢ (necht S C Proc)

OF je monotdnni pro kazdou formuli

51C S = Ofr(51) C Or(S2)

Dikaz: jednoduchy (indukci podle struktury formule F).
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Pozorovani

OF je monoténni na (277°¢, C), takZe O ma pravé jeden nejvétsi pevny
bod a pradvé jeden nejmensi pevny bod.

Sémantika proménné X

@ Pokud X "=° Fx potom

[X1 = J(S € Proc| S C O (S)}:

o Pokud X ™" Fy potom

X1 =()(S C Proc| Or(S) C S}

v
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Herni charakterizace

Intuice: Gto¢nik tvrdi s £ F, obrance tvrdi s = F.

Konfigurace hry jsou tvaru (s, F)

@ (s,tt) a (s, ff) nemaji nasledovniky

@ (s, X) ma jednoho nasledovnika (s, Fx)

@ (s, F1 /\ F>) ma dva nasledovniky (s, F1) a (s, F)
(vybira atoénik)

@ (s, F1V Fy) ma dva nasledovniky (s, F1) and (s, F7)
(vybira obrance)

@ (s,[alF) ma nasledovniky (s’, F) pro kazdé s’ tz. s — s

(vybird atocnik)

@ (s, (a)F) ma nasledovniky (s’, F) pro kazdé s’ tz. s —— s

(vybird obrance)

M. Kot (VSB-TUO) Modelovani a verifikace
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Partie (play) je maximalni sekvence konfiguraci vytvofend podle pravidel
hry danymi na predchozim slidu.

Konecna partie

o Utonik vyhrava konegnou hru, kdy obrance nem4 tah nebo hragi
dosdhnou konfiguraci (s, ff).

@ Obrance vyhrava konec¢nou hru, kdyz itoénik nema tah nebo hradi
dosdhnou konfiguraci (s, tt).
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Kdo je vitéz?

Partie (play) je maximalni sekvence konfiguraci vytvofend podle pravidel
hry danymi na predchozim slidu.

Konecna partie

o Utonik vyhrava konegnou hru, kdy obrance nem4 tah nebo hragi
dosdhnou konfiguraci (s, ff).

@ Obrance vyhrava konec¢nou hru, kdyz itoénik nema tah nebo hradi
dosdhnou konfiguraci (s, tt).

Nekonecna partie

o Uto&nik vyhrdva nekone&nou hru, kdy? je X definovano jako
X min F
= X_
@ Obrance vyhrava nekonecnou hru, kdyz je X definovano jako
X "= Fx
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Herni charakterizace

@ s = F pravé tehdy, kdyZ obrdnce ma univerzalni vitéznou strategii z
(s, F)

@ s £ F pravé tehdy, kdyZ Gto¢nik ma univerzalni vitéznou strategii z
(s, F)
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Vybér temporalnich vlastnosti

o Inu(F): X ™= FA[ActIX
o Pos(F): X ™ F\V/ (Act)X
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Vybér temporalnich vlastnosti

o Inu(F): X ™= FA[ActIX
o Pos(F): X ™ F\V/ (Act)X

o Safe(F): X "= F A ([Act]fF \V/ (Act)X)
o Bven(F): X min oy ((Actytt N\ [Act]X)
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Vybér temporalnich vlastnosti

o Inu(F): X ™= FA[ActIX
o Pos(F): X ™ F\V/ (Act)X

©

Safe(F): X "= F A ([Act]ff \/ (Act)X)
Bven(F): X ™ F\/ ((Act)tt A [Act]X)

o FUYG: X" GV (FA[Act)X)
FUsG: X ™ GV (FA (Act)tt A [Act]X)

©
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Vybér temporalnich vlastnosti

o Inu(F): X ™= FA[ActIX
o Pos(F): X ™ F\V/ (Act)X

©

Safe(F): X "= F A ([Act]ff \/ (Act)X)
Bven(F): X ™ F\/ ((Act)tt A [Act]X)

o FUYG: X" GV (FA[Act)X)
o FUSG: X™ GV (FA(Act)tt A[Act]X)

S vyuzitim operdtoru until mazeme vyjadFit napf. Inv(F) a Fven(F):

Inv(F)=FU" f Even(F)=tt U°F
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Priklady slozitéjSich rekurzivnich formuli

Vnorené definice rekurzivnich proménnych

X2y \/ (Act)X Y 2 it A (Act)Y

Redeni: spo&itat nejprve [Y] a potom [X].
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Priklady slozitéjSich rekurzivnich formuli

Vnorené definice rekurzivnich proménnych

X2y \/ (Act)X Y 2 it A (Act)Y

Redeni: spo&itat nejprve [Y] a potom [X].

Vzéjemné rekurzivni funkce

X "= [a]Y Yy "E (a)X

Regeni: uvazujeme Gplny svaz (27°¢ x 2Pm¢ ) kde (51, S2) C (51, S;)
pravé tehdy, kdyz 51 € S/ a S, C S;.

Pozn.: V predchozim prikladé odkazujeme na verzi Tarského véty pro
vSechny Uplné svazy.
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