NP-Gplnost problému SAT

Problém SAT je definovan nasledovné:

SAT (splnitelnost booleovskych formuli)

Vstup: Booleovska formule .
Otazka: Je ¢ splnitelna?

Priklad:

Formule 1 = x3 A (—x2 V x3) je splnitelna:

napf. pti ohodnoceni v, kde [x1], =1, [x], =0, [x3], =1, je
[Qpl]u =1

Formule @2 = (x1 A —=x1) V (—x2 A x3 A x2) neni splnitelna:
pro libovolné ohodnoceni v plati [p2], = 0.
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Ukazat, ze SAT patfi do tfidy NPTIME je snadné.

Nedeterministicky algoritmus feSici SAT v polynomialnim case
pracuje nasledovné:

@ Nedeterministicky zvoli ohodnoceni v, které pfirazuje
booleovskou hodnotu kazdé proménné vyskytujici se ve
formuli .

@ Vyhodnoti ¢ pfi ohodnoceni v, tj. spoéita hodnotu [¢],.

@ Pokud [p], = 1, vrati algoritmus odpovéd ANO.
Jinak vrati odpovéd NE.
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Je treba ukazat, ze pro libovolny problém P € NPTIME existuje
polynomialni redukce z problému P na problém SAT,
tj. ukdzat, ze existuje algoritmus, ktery:

@ dostane na svij vstup (libovolnou) instanci problému P,

@ k této instanci vyrobi booleovskou formuli ¢ takovou, Ze ¢
bude splnitelna prave tehdy, kdyz pro danou instanci
problému P bude odpovéd ANO,

@ bude mit polynomialni ¢asovou slozitost.
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Jestlize P € NPTIME, musi existovat nedeterministicky Turinglv
stroj M a polynom p(n) takovy, ze:

@ Pro libovolnou instanci w problému P (reprezentovanou
slovem v néjaké abecedé ) plati, Ze:

o Pokud je odpovéd pro w ANO, pak existuje alespofi jeden
vypocet stroje M nad slovem w, pfi kterém stroj M vyda
odpovéd ANoO.

@ Pokud je odpovéd pro w NE, pak vSechny vypolty stroje M
nad slovem w skonéi s odpovédi NE.

@ Stroj M provede pfi libovolném vypoctu nad slovem w nejvyse
p(|w|) krokd.
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Ukazeme, jak pro dany nedeterministicky Turinglv stroj

M= (Q,%,T,d,qo, F), polynom p(n) a slovo w € ¥* vyrobit
booleovskou formuli ¢ takovou, Ze:

@ ¢ bude splnitelna pravé tehdy, kdyz existuje vypocet stroje M
nad slovem w, pfi kterém M udéla nejvyse p(|w|) krokd a
vyda odpovéd ANoO.

@ Formuli ¢ bude mozné vyrobit algoritmem v Case
polynomialnim vzhledem k délce slova w.
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Pfipomenme, Ze v definici Turingova stroje M = (Q, %, T, d, qo, F):
@ @ — mnozina stavl fidici jednotky
@ X — vstupni abeceda (X CT')
o I' — paskova abeceda

00:(Q—F)xI' -P(QxIx{-1,0,+1}) — pfechodova
funkce

@ qo € Q — pocatedni stav fidici jednotky

@ F C @ — mnozina koncovych stavi

Déle predpokladame, ze I' obsahuje specidlni prazdny
symbol , (blank), pfi¢emz , & X.
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Vzhledem k tomu, Ze se v nasledujici konstrukci budeme zabyvat
pouze stroji, které resi rozhodovaci problémy, budeme
predpokladat, ze

F = {qaxo, One }

@ Pokud stroj skondi ve stavu gano, Znamena to, Ze vydal
odpovéd ANo.

@ Pokud stroj skondi ve stavu qyg, znamena to, Ze vydal
odpovéd NE.
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Konfigurace Turingova stroje je dana:
@ stavem fFidici jednotky
@ obsahem pasky

@ pozici hlavy
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[elefefe]pla]afo]a]u].]

Konfiguraci miizeme zapsat jako slovo v abecedé I' U (Q x I'):

DOBBHEEE

Toto slovo, vzdy obsahuje pravé jeden znak z (Q x I'), ktery vyzna-
Cuje stav fidici jednotky i pozici hlavy.
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Konfiguraci miizeme zapsat jako slovo v abecedé I' U (Q x I'):

DOBBHEEE

Poznamka: Znaky z (Q x I') piseme jako | 7 | misto | (g, a) |
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Konfiguraci miizeme zapsat jako slovo v abecedé I' U (Q x I'):

DOBBHEEE

Ostatni symboly (z I') reprezentuji obsah pasky.
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Konfiguraci miizeme zapsat jako slovo v abecedé I' U (Q x I'):

DOBBHEEE

Polic¢ka pasky, ktera nejsou ve slové vyznacena, obsahuji symbol .
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Budeme predpokladat, Ze Turingliv stroj pouziva jednostranné ome-
zenou pasku.

Policka pasky si mlzeme ocislovat ¢isly 1,2,3,....
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Vypocet Turingova stroje je posloupnost konfiguraci, kde:

@ Prvni konfigurace je pocatecni konfigurace

o w2 || ws || wa || ws || we | - Wn—1 || Wh

kde wiws ... w, jsou jednotlivé symboly slova w, které je
vstupem Turingova stroje M.

@ Kazda dalsi konfigurace v posloupnosti je konfigurace, do
které se muze stroj dostat z predchozi konfigurace provedenim
jednoho kroku podle pfechodové funkce 4.

@ Pokud je vypocet konelny, v posledni konfiguraci musi byt
ridici jednotka v nékterém koncovém stavu z mnoziny F.
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Predpokladejme nyni, Ze Casova slozitost stroje M je shora
omezena néjakou funkei p(n).

(Bez ztraty na obecnosti budeme predpokladat, ze pro vechna n je
p(n) = n.)

Pokud stroj M dostane jako vstup slovo w délky n, provede béhem
vypoctu nanejvys p(n) krokd.

Protoze stroj zacina s hlavou na policku Cislo 1, mize se béhem
toho vypoétu dostat hlava nanejvys na poli¢ko &islo p(n) + 1
(v kazdém kroku se posune nanejvys o jedno poli¢ko).
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Pokud je tedy Casova slozitost stroje M shora omezena
funkci p(n), mazeme vSechny konfigurace ve vypoétu nad vstupem
velikosti n zapsat jako slova délky p(n) + 1

Na policka s Cisly véts§imi nez p(n) + 1 se stroj béhem vypoctu
hlavou nedostane a tato poli¢ka budou obsahovat symbol
(pfipomerime, ze predpoklddame p(n) > n).
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Slova popisujici jednotlivé konfigurace ve vypoctu stroje M nad
slovem w = wiws - - - w, tedy miiZzeme zapsat pod sebe do tabulky,
kde:
o Radky odpovidaji jednotlivym konfiguracim (zapsanym jako
slova v abecedé ' U (Q x I')).

@ Sloupce odpovidaji poli¢kim pasky s ¢isly 1,2,...,p(n) + 1.

@ Z technickych divodil pridame jesté zleva a zprava sloupce
obsahujici jen speciadlni oddélovaci znaky #

(pficemz # & QUT).
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qo

#W1W2W3W4‘ Wnl_l‘ ‘u#

# #

# #
p(n) +1

# #

p(n) +3
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@ Jednotliva policka tabulky tedy budou obsahovat symboly
z abecedy

A=TU(QxT)U{#}

o Radky tabulky budou mit ¢isla 0 az p(n) + 1.
(Radek 0 bude obsahovat pocateéni konfiguraci).

@ Sloupce budou mit isla 0 az p(n) + 2.
(Sloupce 0 a p(n) + 2 budou obsahovat znaky #.)
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Poznamka: Vypoclet mize byt kratsi nez p(n) krokd a v takovém
pripadé by nebyla vyplnéna celd tabulka.

Abychom i v tomto pfipadé€ vyplnili celou tabulku, mGzeme udélat
to, ze posledni konfiguraci, ve které se vypocet zastavil,
zopakujeme ve vSech zbylych Fadcich tabulky.
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Pokud tedy mame dan (nedeterministicky) Turinglv stroj M

s ¢asovou slozitosti omezenou shora polynomem p(n) Fesici
problém P a instanci tohoto problému zapsanou jako slovo w, je
pro tuto instanci odpovéd ANO pravé tehdy, kdyz existuje néjaky
prijimajici vypocet stroje M nad slovem w.

Takovy prijimajici vypocet miizeme vySe popsanym zplsobem

zapsat do tabulky o p(n) + 1 Fadcich a p(n) + 3 sloupcich.

Poznamka: Vsimnéte si, ze velikost tabulky je polynomidlni
vzhledem k n.
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Pro dany stroj M, polynom p(n) a slovo w vytvofime formuli ¢
takovou, Ze:

@ Rizna ohodnoceni v booleovskych proménnych ve formuli ¢
budou reprezentovat viechny mozné (i nesmyslné) obsahy
dané tabulky.

@ [p], = 1 bude platit pravé pro ta ohodnoceni v, ktera
reprezentuji takovy obsah tabulky, ktery je zapisem
prijimajiciho vypoctu stroje M nad vstupem w.

Formule ¢ tedy bude splnitelnd pravé tehdy, pokud bude existovat
prijimajici vypocet stroje M nad vstupem w.
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Formule ¢ bude slozena pomoci booleovskych spojek z atomickych
tvrzeni typu:

‘

.Policko (i,j) obsahuje symbol a.’

kde i,j, a budou konkrétni konstanty, napriklad:

. Poli¢ko (9,4) obsahuje symbol

Poznamka: Kdyz mluvime o poli¢ku (7,/), mdme tim na mysli
policko v i-tém Fadku a j-tém sloupci tabulky.
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Formule ¢ tedy bude obsahovat booleovské proménné x,f":j, kde:
e 0<i<p(n)+1
e 0<j<p(n)+2
@acA (kde A =T U(Q xT)U{#})

s tim, Ze [x,?J]Z, =1 znamen3, Ze v reprezentuje obsah tabulky, pfi
kterém policko (i,j) obsahuje symbol a,

a [XI?J]Z, = 0 znamend, Ze v reprezentuje obsah tabulky, pfi kterém
policko (i,;) neobsahuje symbol a.
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- _— b . y
Priklad: Proménna xgi{ reprezentuje tvrzeni:

. Poli¢ko (9,4) obsahuje symbol . “

Poznamka: U hodnot z (Q x I') budeme v indexech radéji

pouzivat zdpis g, a misto .

Pokud tedy [xgﬁ,f’b],, = 1, znamen3 to, Ze p¥i obsahu tabulky

reprezentovaném v policko (9,4) obsahuje symbol ,

a pokud [xgi{b],, =0, tak pfi v policko (9,4) neobsahuje .
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Cela formule ¢, kterd jako celek bude fikat:
Tabulka obsahuje prijimajici vypocet stroje M nad
slovem w,

bude slozena z mnoha podformuli, kde kazda z téchto podformuli
bude formulovat néjakou jednoduchou podminku, kterd musi byt
splnéna, aby obsah tabulky byl prijimajicim vypoctem stroje M nad
slovem w.

Tyto podformule budou spojeny pomoci konjunkce.

Pokud tedy bude pfi daném ohodnoceni v nékterd z téchto
podminek porusena, bude celd formule ¢ pfi v nabyvat hodnoty
FALSE, tj. [¢], = 0.



NP-Gplnost problému SAT

V nasledujicim vykladu si popiSeme tyto jednotlivé podformule.
Pokud v dalsim vykladu o néjaké formuli ¢ fekneme, ze
. priddme do ¢,

mame tim na mysli, Ze 1) spojime pomoci konjunkce (A) s dosud
vytvorenou ¢asti formule .
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Aby tabulka obsahovala prijimajici vypocet stroje M nad
vstupem w, musi byt splnény nasledujici podminky:

© Kazdé policko tabulky obsahuje pravé jeden symbol z A.

@ Radek ¢islo 0 obsahuje po&ateéni konfiguraci se slovem w.

© Kazdy radek tabulky (kromé fadku 0) obsahuje bud:

@ konfiguraci, kterd je jednim krokem (podle pfechodové
funkce 0) dosazitelnd z konfigurace zapsané v pfedchozim
radku, nebo

o koncovou konfiguraci shodnou s konfiguraci v pfedchozim
radku.

© Posledni radek tabulky obsahuje konfiguraci se stavem gsno-
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Je zfejmé, Ze pokud tabulka obsahuje prijimajici vypocet, tak jsou
tyto Ctyfi podminky splnény.

Na druhou stranu je rovnéz zrejmé, ze pokud budou tyto Ctyfi
podminky splnény, tak tabulka opravdu obsahuje prijimajici
vypocet stroje M nad slovem w.
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Podivejme se nejprve na prvni podminku:

Kazdé poli¢ko tabulky obsahuje pravé jeden symbol z A.
Tu zajistime tak, ze pro kazdé poli¢ko (i, ) pfiddme do ¢
podformuli, ktera bude Fikat:

Poli¢ko (i,j) obsahuje pravé jeden symbol z A,

coz muzeme formulovat téZ takto:

s v s v s ai a ag e
Pravé jedna z proménnych Xijr Xi5s -oo0 Xij md
hodnotu TRUE,

kde {a1,a2,...,ak} je mnozina vech symboli z A.



NP-Gplnost problému SAT

Vyjadfit tvrzeni, Ze pravé jedna z proménnych xi, x,...,Xx ma
hodnotu TRUE (kde x1, 2, ..., Xk jsou néjaké libovolné booleovské
proménné) neni slozité.

Ukazeme si to na prikladé, kde pro jednoduchost budeme mit jen
Ctyfi booleovské proménné A, B, C, D:

( AN=-BA-CA-D) V
(FAAN BA-CA-D) V
(FAAN-BA CA-D) V
(FAAN-BA-CA D)V

Neni tézké ovéfit, ze tato formule nabyva hodnoty TRUE pravé pfi
téch ohodnocenich, p¥i kterych ma pravé jedna z proménnych
A, B, C, D hodnotu TRUE.
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Obecné pro mnozinu proménnych X = {x1, x2, ..., xx} mizeme
tuto podminku zapsat nasledovné:

Vilsr Ao

xeX x;eX—{x;}

Véimnéme si, Ze pro k proménnych m4 tato formule velikost O(k?).

V nasem pripadé je k = |A|, takZe velikost podformule, kterou
pridavame pro kazdé policko, je O(|AJ?) a je to tedy konstanta
nezavisla na velikosti vstupu w.

Poznamka: Existuje zplsob, jak zapsat vySe uvedenou podminku
tak, aby velikost vytvorené formule byla O(k log k), ale my to zde
nepotrebujeme.
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Dalsi podminkou, ktera musi byt splnéna, je:

Radek 0 obsahuje po&ateéni konfiguraci se slovem w.

Pokud tedy wyws ... w, jsou jednotlivé symboly slova w, pficemz
n > 1, musi platit nasledujici:

@ Poli¢ko (0,1) obsahuje symbol (qo,w1), kde qo je pocateéni

stav.

@ Poli¢ka (0,2), (0,3), ..., (0, n) obsahuji
symboly wo, ws, ..., w,.

@ Poli¢cka (0,n+1), (0,n+2), ..., (0,p(n+ 1)) obsahuji
symboly .

@ Poli¢ka (0,0) a (0, p(n) + 2) obsahuji symboly #.
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Tuto podminku tedy miazZeme zapsat nasledujici formuli, kterou
pridame do :

n p(n)+1

qo, w1 w; U # #

RN VA AR VAN 7 IO AR
=2 i=n+1

Velikost této formule je O(p(n)).

Poznamka: Pripad, kdy n = 0, by se liSil jen v tom, Ze misto

qo, w1 q0,u
Xg1 = by formule obsahovala x5y
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Asi nejslozitéjsi je zajisténi treti podminky:
Kazdy radek (kromé radku 0) obsahuje konfiguraci, kterd

vznikne z predchozi provedenim jednoho kroku (a nebo je
kopii predchozi koncové konfigurace).

Vezméme si néjaké dvé po sobé jdouci konfigurace.
Tyto dvé konfigurace se vzdy lisi nanejvys na dvou pozicich:

@ na pozici, kde se v prvni z nich nachazi hlava,

@ a na jedné z pozic, které s ni bezprostfedné sousedi.

Obsahy dvojic fadkia i a i + 1 v tabulce jsou tedy velice tzce
svazany.
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Pokud obsah radku i 4 1 neodpovida konfiguraci dosazitelné
jednim krokem z konfigurace na radku /, pak se o tom mizeme

presvédcit tak, ze najdeme konkrétni pozici, kde konfigurace do
sebe ,,nepasuji”.

Mizete si rozmyslet, ze v takovém pripadé mizeme vzdycky najit
v dané dvojici radkid ,,okénko" velikosti 2 x 3 takové, Ze o tom, Ze
radky neobsahuji dvé po sobé jdouci konfigurace se mizeme
presvéd¢it jen prozkoumanim obsahu tohoto okénka (tj. aniz
bychom se museli divat na obsah ostatnich poli¢ek).

j—2j-1 j j+1j+2j+3 j+4

i+1
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qo

#W1W2W3W4‘ Wnl_l‘ ‘u#

# #

# #
p(n) +1 okénko

# #

p(n) +3
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Obsahiim okének, které se mohou vyskytnout ve dvou po sobé
jdoucich konfiguracich budeme fikat korektni a tém, které se
nemohou vyskytnout ve dvou po sobé jdoucich konfiguracich

(a které tedy dosvédéuji, ze dané dva Fadky neobsahuji dvé po sobé
jdouci konfigurace) budeme fikat nekorektni.

Presné konkrétni podminky, které musi korektni obsahy okének
splnovat, zde nebudeme uvadét.

Misto toho si ukazeme konkrétni priklady korektnich a
nekorektnich okének.

Zkuste si vSak (po prohlédnuti pfikladd) tyto podminky sami
zformulovat.
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Priklady nekorektnich okének, pficemz predpokladame, Ze
5(q57 a) = {(q87b7 _1)7 (q37 a, +1)}

as as

a b a a a a a a b
q4 ar

b # a b a a 0 b a

as Qano

a b a a a b a b b

de ds
b b a a a b a b a
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Priklady korektnich okének, pricemz predpokladame, ze
5(q57 a) = {(q87b7 _1)7 (q37 a, +1)}

a b a a cg, b b a U
as a3

a| b a a a b b a u

as Qano

Iy b a a a b U U #

b | b | a a | a q‘g“” u | u | o#
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Mnozinu viech Sestic znakd, které tvofi korektni obsah okének (pro
dany konkrétni stroj M) si oznadime Corr.

Tj. (a,b,c,d,e, ) € Corr pravé kdyz

je korektni obsah okénka.

Celkovy pocet viech moznych obsahii okének je |A[®, coz je
konstanta nezavisld na velikosti vstupu w, takze i pocet prvk(
mnoziny Corr je konstanta nezavisla na velikosti vstupu.
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Pro kazdé okénko v tabulce pfiddme do ¢ podformuli, kterd tvrdi,
Ze obsah daného okénka je korektni (neboli jinak feceno, ze
obsahuje nékterou z korektnich Sestic).

Tj. pro kazdé i takové, ze 0 < i < p(n), a kazdé j takové, ze
0 <j < p(n), pfiddme do ¢ formuli

a b c d e f
\/ (XIJ A Xijp1 N Xijpo N X1 j AN Xigg jp1 A Xi+1,j+2)
(a,b,c,d, e, f)
€ Corr

Kazda z téchto podformuli ma velikost maximalné O(|A|°),
tj. omezenou né&jakou konstantou nezavislou na velikosti vstupu w.

Celkovy pocet téchto podformuli je O(p(n)?)
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Nyni zbyva zarucit posledni podminku:

Posledni radek obsahuje koncovou konfiguraci, kde stav
fidici jednotky je gaxo-

To je opét jednoduché — staci pridat do ¢ podformuli, ktera tvrdi,
Ze na nékteré pozici v poslednim fadku (tj. fddku p(n)) se nachazi
dvojice (gano, a), kde a je néjaky symbol z T".
Tato podformule vypada takto:
p(n)+1
VoV X,
p(n).j

j=1 ael

Velikost této formule je O(p(n)).
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Z predchoziho vykladu vidime, zZe velikost formule ¢ vytvorené
k danému vstupu w velikosti n je O(p(n)?).

Jestlize je p(n) polynom, tak i p(n)? je polynom, takZe velikost
je polynomidlni vzhledem k n.

Vzhledem k jednoduché a pravidelné strukture formule ¢ je zfejmé,
ze Casova slozitost algoritmu, ktery ke slovu w formuli ¢ vyrobi, je
v podstaté imé&rna velikosti formule ¢, tedy také O(p(n)?).
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Ukazali jsme tedy, ze konstrukce je polynomialni, a nyni stru¢né
shrneme, proc je korektni:

@ Predpoklddejme, Ze pro w je v problému P odpovéd ANO, coZ
znamena, Ze existuje vypocet nedeterministického stroje M
(ktery fesi problém P) nad slovem w vedouci
k odpovédi ANO.

Tento vypocet mliZeme zapsat do odpovidajici tabulky a
proménnym ve formuli ¢ mizeme priradit booleovské hodnoty
podle obsahu této tabulky.

Je zfejmé, Ze pfi tomto ohodnoceni bude mit ¢
hodnotu TRUE, protoze vSsechny podminky testované ve
formuli ¢ budou splnény.
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@ Predpokladejme nyni, Ze formule ¢ je splnitelna, tj. pro n€jaké
ohodnoceni v plati [¢], = 1.

Podle ohodnoceni v nyni mizeme vyplnit tabulku.

Z toho, ze pri ohodnoceni v musi byt splnény vSechny
podminky popsané ve formuli ¢, vyplyva, Ze takto vyplnéna
tabulka obsahuje popis vypoctu stroje M nad slovem w, pfi
kterém stroj vydad odpovéd ANO, a Ze tedy takovyto vypocet
existuje.

Vidime tedy, Ze formule ¢ je splnitelnd pravé tehdy, kdyz existuje
vypocet stroje M vedouci k prijeti slova w, tj. pravé tehdy, kdyz
odpovéd pro w je ANO.



