Prevod SAT na 3-SAT

Pripomefime si definici problému SAT:

SAT (splnitelnost booleovskych formuli)

Vstup: Booleovska formule .

Otdzka: Je @ splnitelna?

Priklad:

Formule o1 = x1 A (—x2 V x3) je splnitelna:

napf. pfi ohodnoceni v, kde [x1], =1, [x2], = 0, [x3], = 1, plati
[(pl]y =1

Formule @3 = (x1 A =x1) V (=x2 A x3 A x2) neni splnitelna:

pro libovolné ohodnoceni v plati [¢2], = 0.
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Problém SAT je NP-ipliny.

Ukédzeme si, ze zdstdva NP-lplny, i kdyZ se omezime jen na
formule urcitého specidlni typu:

Vstup: Formule ¢ v konjunktivni normalni formé, kde kazda
klauzule obsahuje pravé 3 literdly.

Otdzka: Je @ splnitelna?
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Pripomenme si nékteré pojmy:
o Literal je formule tvaru x nebo —x, kde x je booleovska

proménna.

@ Klauzule je disjunkce literdld.
Priklady: x1 V —xp X5 V Xg V —x15 V —1X23 X6

@ Formule je v konjunktivni normalni formé (KNF), jestliZe je
konjunkci klauzuli.

Priklad: (X] \Y ﬂXz) VAN (ﬂX5 V xg V —x15 V ﬂX23) N Xg
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Popiseme polynomidlni algoritmus, ktery k zadané formuli ¢ vyrobi
formuli ¢’ takovou, Ze:

@ ¢’ bude v KNF a kazda jeji klauzule bude obsahovat pravé
3 literaly,

@ ¢’ bude splnitelnd prdvé tehdy, kdyz ¢ je spinitelna.

Poznamka: Jednoduchd myslenka — prevést ¢ do KNF -
nefunguje.

Problém je v tom, Ze vysledna formule by mohla byt exponencidlné
vétsi nez ¢ (a tedy by ji nebylo moZné sestrojit v polynomidlnim
ase).
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Algoritmus rozdélime do dvou &3sti:

@ Nejprve vyrobime formuli ¢, kterd bude v KNF a kterd bude
obsahovat nejvySe 3 literdly v kazdé klauzuli
(a kterd bude splnitelnd prévé tehdy, kdyz ¢ je splnitelnd).

@ Poté z 1 vyrobime ¢, kterd bude v KNF a kterd bude
obsahovat pravé 3 literdly v kazdé klauzuli
(a kterd bude splnitelnd pravé tehdy, kdyz ¢; bude splnitelnd).
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Formuli ¢ si mizeme zndzornit jako booleovsky obvod, jehoz struk-
tura je dana (abstraktnim) syntaktickym stromem dané formule:

((X1 A ﬂX3) = —|X2) A ((X2 A X3) \Y Xl)
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Formule ¢ je splnitelnd pravé tehdy, jestlize existuje néjaky vstup,
pro ktery dostaneme na vystupu 1.

((X1 A ﬂX3) = —|X2) A ((X2 A X3) \Y Xl)
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Formule ¢ je splnitelnd pravé tehdy, jestlize existuje néjaky vstup,
pro ktery dostaneme na vystupu 1.

)
0

((X1 A ﬂX3) = —|X2) A ((X2 A X3) \Y Xl)
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Ve formuli 1, kterou sestrojime k dané formuli ¢, se budou
vyskytovat ndsledujici proménné:

@ vSechny proménné, které se vyskytuji ve formuli ¢
(tj. jedna proménnd pro kazdy vstup obvodu),

@ jedna proménna pro kazdy vyskyt booleovského operdtoru ve ¢
(tj. jedna proménnd pro kazdé hradlo obvodu).
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Priklad: Formule ¢; bude obsahovat proménné xi, xo, ..., x10.

X1 X2 X3

((Xl A ﬂX3) = —|X2) N ((X2 A X3) \Y X1)
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Formule ¢; bude sestrojena tak, aby pro libovolné ohodnoceni v
platilo, Ze [¢1], = 1 prdvé tehdy, pokud:

@ v reprezentuje korektni prifazeni booleovskych hodnot vsem
vstuplm a vystuptm jednotlivych hradel a

@ na vystupu obvodu je hodnota 1.

(Pokud bude néktera néktera z téchto podminek porusena, bude
[p1], =0.)
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Zamé¥Fme se nyni na jednotlivé hradlo (napf. typu A), jehozZ
vystupu je prirazena proménnd x; a jehoZ vstupy jsou
reprezentovdny proménnymi x; a X.

Xi
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Mozng (korektni) pfifazeni hodnot vstup( a vystupu daného hradla
(typu A) jsou popsdna ndsledujici tabulkou:

0]0]0
0] 110
11010
1111
Obsah této tabulky je mozné reprezentovat pomoci nasledujici
formule :
(% A —xx = —-xi ) A
(% AN xx = —xi ) A
(x5 A —xx = —-xi ) A
( x N xx = X )



Prevod SAT na 3-SAT

Formule 9 reprezentuje vySe uvedenou tabulku v tom smyslu, ze 1)
nabyva hodnoty 1 prévé pro ta prifazeni, kterd se v této tabulce
vyskytuji (a pro ta, kterd se tam nevyskytuji, nabyvd hodnoty 0).
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Libovolnou formuli tvaru
AANB=C
je mozné prepsat na ekvivalentni formuli tvaru
“(AANB)V C
a tu je ddle mozné prepsat na ekvivalentni formuli tvaru

—AV-BVC
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Formuli
( —x; A =xx = —xi ) A
(% A xx = —-xi ) A
( x; AN =xx = —xi ) A
( x5 AN xk = x )

( x5 V xx V —=xp ) A
( x V =xx V =x; ) A
(% V x V —=xp ) A
( ~x V =x V X )
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Pokud by typ hradla byl Vv, postupovali bychom analogicky.

K tabulce
0]0]0
011
1101
1111
bychom dostali formuli
(x5 V xx V —=xp ) A
( x V =x V. X ) A
(% V x V xi ) A
( ~x V =x V X )
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Podobné bychom mobhli reprezentovat i dalsi booleovské operace
(=, <, ...).

Pro ilustraci si ukdZzeme jesté konstrukci pro hradla typu —
(tentokrat mdme jen jeden vstup x;):

Tabulce
xj | X
011
110

odpovida formule
(ﬂXj = —|X,') A (Xj = X,')
kterou mizeme prepsat na tvar

(Xj V —|X,') A (—|Xj V X,')
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Nyni pristoupime k vlastni konstrukci formule @1, kterou vytvofime
jako konjunkci ndsledujicich formuli:

@ Pro kazdé hradlo priddme jemu odpovidajici formuli

sestrojenou vySe popsanym zpusobem.

@ Priddme formuli xout, kde xour je proménna reprezentujici
vystup obvodu.
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Priklad:
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Priklad:

X1 X2 X3

Pro x4 pfidame do formule @1 tyto klauzule:
(x1VxsV=xg), (x1V=x5V=xg), (—x1VxsV=xg), (mx1V—x5Vxg)
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Priklad:

Pro xs pfidame do formule @1 tyto klauzule:
(x3V x5), (—x3 V =x5)
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Priklad:

X1 X2 X3

Pro xg pfidame do formule @1 tyto klauzule:
(xa Vx7Vxp), (xaV—=x7Vxp), (—xaVx7V-xg), (mxaV—x7V Xp)
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Priklad:

X1 X2 X3

Pro x7 pfidame do formule @1 tyto klauzule:
(x2 V x7), (mx2 V —x7)
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Priklad:

Pro xg pfiddme do formule ¢; tyto klauzule:
(X2 \/X3\/ﬂX8)7 (X2\/ﬂX3\/ﬂX8), (—|X2 \/X3\/ﬂX8), (_‘X2\/—|X3\/X8)
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Priklad:

X1 X2 X3

Pro xg pfidame do formule @1 tyto klauzule:
(Xg V x1V —|Xg)7 (Xg V —=x1 V Xg)7 (—|X8 V x1 V Xg)7 (—|X8 V —=x1 V Xg)
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Priklad:

X1 X2 X3

Pro x1¢ pfiddme do formule ¢; tyto klauzule:
(X6\/Xg\/—|X10), (X6\/—|Xg\/ﬂX10)7 (_|X6\/X9\/_‘X10), (_|X6\/_‘X9\/X10)
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Priklad:

X1 X2 X3

Nakonec priddme do ¢; klauzuli reprezentujici hodnotu na vystupu:
(x10)
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Celd formule ¢ pak vypada takto:

x1VxsV=xg) A (xiVaxsVaxg) A (mxaVxsVaxg) A (mxaVaxs Vixg) A
x3V xs) A (-x3V —xs) A

X VxsVxg) AN (xaV=x:Vxs) A (xaVxzV=xg) A (mxaV=xVxg) A
x Vx7) AN (mxV-xz) A

xVx3V=xg) A (xoV=x3V-xg) A (—x20Vx3V-xg) A (mxV-x3Vxg) A
xg VX1 V=xg) A (xgV=x1Vxe) A (mxgVx1Vxg) A (—xgV—x1Vxg) A
X6V x9V=x10) A (X6V=x9V=ix10) A (—x6V X9V —ix10) A (—x6 VXV x10) A

(
(
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Nyni se presvédcime, Ze w1 je splnitelnd pravé tehdy, kdyz ¢ je
splnitelna.
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Nejprve predpoklddejme, Ze ¢ je splnitelnd.
Existuje tedy ohodnoceni v takové, Ze [p], = 1. Definujme
ohodnoceni v/ ndsledujicim zpisobem:

o /'(xi) = v(x;) pokud x; je proménna ve formuli ¢

@ Pokud x; reprezentuje vystup hradla, v/(x;) nastavime na
hodnotu, kterd bude na tomto vystupu pfi ochodnoceni v.

Vzhledem k tomu, Ze [¢], = 1, musi platit /(xou) = 1.

Je tedy zfejmé, Ze bude platit [p1],r = 1, nebot xp¢ i vSechny
klauzule odpovidajici jednotlivym hradlim budou mit pri
ohodnoceni v/ hodnotu 1.
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Predpokladejme nyni, Ze 1 je splnitelna,
tj. [¢1],r = 1 pro néjaké ohodnoceni v/'.

Snadno ovéfime, Ze [¢],» = 1, nebot v/ musi odpovidat néjakému
prifazeni hodnot na vystupech jednotlivych hradel, pri kterém je na
vystupu celého obvodu hodnota 1.

Tim jsme ovérili, Ze konstrukce formule ¢ je opravdu korektni.
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Nyni k formuli ¢ sestrojime formuli ¢ takovou, Ze:
@ ¢’ bude v KNF,
@ ka?d3 klauzule formule ¢’ bude obsahovat pravé 3 literdly,

@ v 73dné klauzuli formule ¢’ se 24dnd proménnd nebude
vyskytovat vice nez jednou,

@ ¢’ bude spinitelnd prdvé tehdy, kdyZ ¢ je splnitelnd.
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Nejprve se zbavime nadbytecnych literdld a klauzuli:

@ Pokud se v néjaké klauzuli vyskytuje néjaky literal vice nez

jednou, odstranime z této klauzule vSechny jeho vyskyty
kromé jednoho.

@ Pokud néjaka klauzule obsahuje soucasné literdly x; a —x;
(kde x; je néjakd proménnd), odstranime celou tuto klauzuli

(takovd klauzule by méla hodnotu 1 pfi libovolném
ohodnoceni).

Je zjevné, Ze upravena formule je ekvivalentni s pivodni formuli.
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Pridame dvé nové proménné y a z.

@ Klauzule se tremi literdly ponechdme beze zmény.

o KaZdou klauzuli tvaru (A V B) (tj. klauzuli se dvéma literdly
A a B) nahradime nésledujici dvojici klauzuli:

(AVBVy) N (AVBYVy)

o Kazdou klauzuli tvaru (A) (tj. klauzuli s jednim literdlem)
nahradime ndsledujici ¢tverici klauzuli:

(AVyVvz) AN (AVyV=z) A (AV-yVz) A (AV-ayV—z)

Neni t&zké ovéFit, Zze vyslednd formule ¢ je splnitelnd pravé tehdy,
kdyZ je splnitelnd plvodni formule.
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JestliZe velikost formule ¢ je n, velikost formuli ¢1 i ¢’ bude

v O(n).

Formule ¢1 i ¢' snadno sestrojime v ase O(n).

Popsand redukce je tedy polynomidini.



