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Osnova prednasky

Strategie reseni transformuj a vyres
Predtridéni dat
Jedinecnost prvkd v poli
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AVL stromy
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Osnova prednasky (pokrac.)

2-3 stromy
Halda a trfidéni haldou
Hornerovo schéma

Redukce problému
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Strategie reseni transformuj a vyres

Dvoufazova strategie
1. transformace

2. reseni

Instance
problému

Jednodussi instance problému
nebo
jina reprezentace problému
nebo
instance jiného problému

Reseni
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Strategie reseni transformuj a vyres
Predtridéni dat



Predtridéni dat

- Pomérné stara myslenka, ktera mimo jiné motivovala
vyzkum tfidicich algoritm.
- Setridéna data vedou na vyrazné jednodussi algoritmy,
,poradek musi byt"
- Predpoklady:
1. data jsou uloZena v poli - tfidéni pole je snazsi nez tridéni
seznamu
2. pro tfidéni pouzijeme algoritmus se slozitosti ©(n logn) -
typicky QuickSort, MergeSort.
- Vyuziti: geometrické algoritmy, grafove algoritmy, zravé
algoritmy.
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Jedinecnost prvki v poli

Zadani
Mame dano pole A s n prvky. Mame urcit, zda se v poli A
vyskytuje kazdy prvek pravé jednou.

ReSeni hrubou silou - porovnavame vsechny dvojice prvki
dokud:

1. nenajdeme dvojici stejnych prvkl nebo

2. jsme otestovali vSechny dvojice prvku.

Casova slozitost je v nejhorsim pripadé ©(n?).
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Jedinecnost prvki v poli

ALGORITHM  PresortElementUniqueness(A[0..n — 1])

//Solves the element uniqueness problem by sorting the array first
//Input: An array A[0..n — 1] of orderable elements
//Output: Returns “true” if A has no equal elements, “false” otherwise
sort the array A
fori < Oton —2do

if A[i]= A[i + 1] return false
return true

Casova slozitost algoritmu

T(n) = T,,,(n)+ T, ,,(n) € ©(nlogn)+6(n) = ©(n logn)

scan
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Vypocet modu

Zadani
Mame dano pole A s n prvky. Mame urcit, ktery prvek se v poli
vyskytuje nejcastéji. Tento prvek se nazyva modus.

Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze v poli A existuje
jen jeden modus.

Reseni hrubou silou

Pro kazdy prvek a; € A prohledame pomocny seznam L:

1. pokud nalezneme shodu, inkrementujeme prislusnou

cetnost,
2. v opacném pripadé vlozime prvek a; na konec seznamu

s Cetnosti 1.
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Vypocet modu - ¢asova slozitost reSeni hrubou silou

- Nejhorsi pripad — vSechny prvky v poli A jsou riizné.
- Pro a; musime provést i -1 porovnani s prvky v seznamu L,
nez pridame novy prvek na jeho konec.

- PocCet porovnani je tedy roven

C(n)=i(i—‘|)=0+1+---+(n—1)=%n(n—1)e@(n2)

=1

- Nalezeni maxima vyzaduje n - 1 porovnani, coz neovlivni
kvadratickou slozitost algoritmu.
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Vypocet modu - predtridéni dat

- Pokud pole A setfidime, budou shodné prvky v poli A vedle
sebe.

- Pro vypocet modu staci nalézt nejdelsi Gsek (angl. run)
shodnych prvki v A.

- Casova slozitost

T(n)=T

sor

(n)+ T ,n(n) € ©(nlogn) +0(n) = (nlogn)
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Vypocet modu

ALGORITHM  PresortMode(A[0..n — 1])

/[Computes the mode of an array by sorting it first
/[Input: An array A[0..n — 1] of orderable elements
//Output: The array’s mode
sort the array A
i <0 /lcurrent run begins at position i
modefrequency <0  //highest frequency seen so far
whilei <n —1do
runlength <—1; runvalue < Ali]
while i + runlength <n — 1 and A[i + runlength] = runvalue
runlength < runlength + 1
if runlength > modefrequency
modefrequency < runlength; modevalue < runvalue
i <1+ runlength
return modevalue
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Vyhledavani prvku x v poli A délky n

- Redeni hrubou silou vede na algoritmus vyzadujici n
porovnani v nejhorSim pripadé.

- Po setridéni pole, lze pouZzit algoritmus plleni intervalu,
ktery vyzaduje |log, n] + 1 porovnani v nejhorsim pripade.

- Casova slozitost algoritmu potom bude
T(n) =T ., (n)+T_,...n(n) = ©(nlogn)+06(logn) = ©(n logn),

coz je vice nez slozitost sekvencniho vyhledavani!!!
- Ale pro opakovaneé vyhledavani se jiz vyplati pole A
setridit.
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Zdroje pro samostatné studium

- Kniha [1], kapitola 61, strany 202 - 205
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Strategie reseni transformuj a vyres

Gaussova eliminacni metoda



Gaussova eliminacni metoda - motivace

Soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

Ay X+a,y = b,

ayX+0ayy = b,

lze feSit pomérné snadno - napriklad proménnou x vyjadfime
jako funkci y, dosadime do druhé rovnice a rovnici vyreSime.

Problem
Jak resit soustavu n rovnic o n neznamych? Stejnym
zplsobem?
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Gaussova eliminacni metoda

Soustavu n linearnich rovnic o n neznamych
A Xg + Xy ot QX =
ApqXq ¥ A Xy =+ Ay X, = Dy

C1n1X1 + an2X2 roeed anan = bn
transformujeme na ekvivaletni soustavu rovnic, kde vsechny

koeficienty pod hlavni diagonalou jsou nulové

Q34 Xq +A3pX; + =+ A5 X, = bj
A3y Xy + o+ Ay X, = b
anan = bn
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Gaussova eliminacni metoda — maticovy zapis

kde
a;; 4y aqp b,
A=|%1 92 Az b= b,
an1 an2 ann bn1
a;; Qaq ai, b3,
A = 0 ay 0n B = b,
0 0 S b,

A’ se nazyva horni trojahelnikova matice.
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Gaussova eliminacni metoda — vyhody zmény reprezentace

Soustavu danou horni trojuhelnikovou matici lze snadno reSit
pomoci zpétné substituce:

1. Z rovnice
a x,=b,
vypocCteme neznamou X,,.

2. Hodnotu nezname x, dosadime do rovnice

C'n1n1 n1+an1n n=bn—1

a vypoCteme neznamou X, _,

3. Takto postupujeme dale az k vypoCtu neznameé x,.
SloZitost tohoto algoritmu je ©(n?).
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Gaussova eliminacni metoda — elementarni operace

Matici soustavy A prevedeme na horni trojuhelnikovou matici
A’ pomoci elementarnich operaci:

-+ zaména dvou rovnic v soustave,
- vynasobeni rovnice nenulovym koeficientem a

- pricteni Ci odecteni nasobku jiné rovnice k dané rovnici, tj.

linearni kombinace s jinou rovnici.

Elementarni operace nemeéni reseni soustavy rovnic -
transformovana soustava ma stejné feseni jako ptvodni
soustava.
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Gaussova eliminacni metoda - transformace matice

1. Zvolime a,, jako pivot a ,vynulujeme” vechny koeficienty
v prvnim sloupci, kromé a,,.

A1 G o Gy
A=|%1 92 v Gy
an1 an2 Clnn

P . . . a .
ynulovani® - od druhé rovnice odecteme —a” nasobek
1

- o 2 o . - a - -
prvni rovnice, od treti rovnice odecteme aﬁ nasobek prvni
11
rovnice,...

2. Zvolime a,, jako pivot a opakujeme stejny postup.
Poznamka

Zmény provadime pochopitelné i pro vektor pravych stran b.
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Gaussova eliminacni metoda - priklad

Mgjme soustavu rovnic

2x1—x2+x3 = 1
4x1+x2—x3 2 9
X;+X,+X3 = 0

RozSifena matice soustavy

2 -1 1|1
1 -11/5
11 110
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Gaussova eliminacni metoda - pfiklad (pokrac.)

Dopredna eliminace

Od druhého radku odecteme % nasobek prvniho radku, od
tretiho radku odecteme % nasobek prvniho radku

2 -1 1 1
0 3 -3|3

3 1 ] 3
0 3 2173

Od tretiho radku odectem % nasobek druhého radku

2 -1 1|1
0 3 -3|3
0 0 2|-2
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Gaussova eliminacni metoda - pfiklad (pokrac.)

Zpétna substituce

-2
X3 = 7=—1

. - 3-(;3)x3=3—<—§>(—1)= .
e 1_X3_(_1)X2=1_(_1)=1
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Gaussova eliminacni metoda — dopredna eliminace

ALGORITHM ForwardElimination(A[l..n, 1..n], b[1..n])

//Applies Gaussian elimination to matrix A of a system’s coefficients,
/laugmented with vector b of the system’s right-hand side values
//Input: Matrix A[l..n, 1..n] and column-vector b[1..n]
//Output: An equivalent upper-triangular matrix in place of A with the
/lcorresponding right-hand side values in the (n + 1)st column
fori < 1tondo A[i, n + 1] < b[i] //augments the matrix
fori < 1ton —1do
for j < i+ 1tondo
fork <iton+1do
Alj, k] < A[j, k] = A[i, k] = A[j, i] / A[i, i]
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Gaussova eliminacni metoda — dopredna eliminace

Castecné pivotovani
-V algoritmu dopredné eliminace je chyba. Pokud a;; = 0,
tak dojde k déleni nulou.
- Problém lze fesSit vyménou rovnic (elementarni operace)
tak, aby a;; # 0.
- Lze soucasné resit i pripadneé zaokrouhlovaci chyby - pivot

volime tak, aby byl ze vSech prvkil a;; az a,; v absolutni
hodnoté nejvetsi.

Opakované vypocty

V nejvnitingjsim cyklu se podi % pocita opakované - staci jej

spocitat jednou mimo cyklus.
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Gaussova eliminacni metoda — castecné pivotovani

ALGORITHM  BetterForwardElimination(A[1..n, 1..n], b[1..n])

//Implements Gaussian elimination with partial pivoting
//Input: Matrix A[1..n, 1..n] and column-vector b[1..n]
//Output: An equivalent upper-triangular matrix in place of A and the
/Icorresponding right-hand side values in place of the (n + 1)st column
fori < 1tondo A[i,n + 1] < b[i] //appends b to A as the last column
fori <~ 1ton —1do
pivotrow <1
for j < i+ 1tondo
if |A[J, i]| > |A[pivotrow, i]| pivotrow < j
fork <—iton+ 1do
swap(Ali, k], A[pivotrow, k])
for j < i+1tondo
temp < A[j, 1]/ Ali, i]
fork < iton+1do
Alj, k] < A[j, k] — A[i, k] x temp
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Gaussova eliminacni metoda - casova slozitost

- Velikost vstupu — pocet rovnic v soustave, tj. rozmeér
matice n.

- Zakladni operace - aritmetické operace, z historickych
ddvodl nasobeni. V nejvnitinéjSim cyklu pocet nasobeni
odpovida poctu odcitani, jde jen o nasobek konstantou 2.

- Bude nas zajimat pocet nasobeni C(n) v zavislosti na
Cisle n.
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Gaussova eliminacni metoda - ¢asova slozZitost (pokrac.)

11 nZi(n+1—l+'|) ZZ(mz-:)

i=1 j=i+1 k=i i=1 j=i+ i=1 j=i+1

C(n)

™M
™M

n-1 -
= Z(n+2—i)[n—(i+1)+1]=Z(n+2-i)(n—i)
i=1 i=1

= (n+1)(n—1)+n(n—2) e+ 3.1

—1)n(2n—1) (n—1)n
= (]+2 = e 2
Z j = ]ZJ Z 5

_n(n- )(2”+5)_2n +3n2-5n 1
= 6 = - 3n € 0(n3)
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Gaussova eliminacni metoda - ¢asova slozZitost (pokrac.)

Protoze sloZitost zpétné substituce je ©(n?), je slozitost celé
Gaussovy eliminaéni metody 0(n?).
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LU-rozklad matice

Méjme matici A soustavy linearnich rovnic z predchoziho

prikladu
2 -1 1
A=[4 1
1 1 1
Dale uvazujme dvé matice:
1T 0 0 2 -1 1
L={2 1 0 U=|10 3 -3
1 1
i 1 0 0 2
Koeficienty z Gaussovy Vysledek Gaussovy
eliminace eliminace
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LU-rozklad matice

Definice

Méjme A regularni ctvercovou matici s prvky z R, u které neni
tfeba pfi Gaussové eliminaci prohazovat radky. Pak existuji
regularni matice L a U, které jsou urceny jednoznacné a plati
pro né nasledujici tvrzeni

A =LU,

kde L je dolni trojuhelnikova matice s jednickami na celé
hlavni diagonale a U horni trojuhelnikova matice
s nenulovymi prvky na hlavni diagonale.
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Re3eni soustavy rovnic LU-rozkladem

Mé&jme soustavu linearnich rovnic

AX=b
Matici A nahradime jejim LU rozkladem

LUX=b
Dale oznacme soucin UX = y. Po dosazeni dostavame soustavu
rovnic

Ly=>b
Tuto soustavu mizeme snadno vyresit, protoze L je dolni
trojihelnikova matice. A nakonec mizeme lehce vyresit
I soustavu

UX =y,
protoze U je horni trojuhelnikova matice.
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Re3eni soustavy rovnic LU-rozkladem, pfiklad

Méjme soustavu rovnic

2X; =Xy X3 = 1
X+ Xy = X3 =
X, +X,+X3 = 0

Provedeme LU-rozklad matice soustavy A

2 -1 1 10 0\/2 -1 1
A=l 1 -1]=|2 1 ollo 3 -3
1 1 1 %%1002
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Re3eni soustavy rovnic LU-rozkladem, pfiklad (pokra¢.)

Nejprve budeme resit soustavu Ly = b

N =

N =

0\ (v, 1
011y, [=]5
1/\y; 0

NI= = O

1

5-2y,=3
1. 1

0T
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Re3eni soustavy rovnic LU-rozkladem, pfiklad (pokra¢.)

Nasledné vyreSime soustavu UX = y

2 -1 1)\ [x 1

0 3 -3|Ix|=]3

0 0 2/\x -2
X3 = §=—1

3-(-3)x3  3-(-3)(-1
o s ol ) Gl

2 3 3

T-X%-0-1)x, 1-(-1

X1 = 2 ( )2: ( )=1
2

67/223



LU-rozklad matice, poznamky

-V praxi se pro reseni soustav linearnich rovnic pouziva
pravé LU-rozklad.

- Pomoci LU-rozkladu lze efektivné resit vice soustav rovnic
se shodnou matici soustavy.

- Matice L a U lze ulozit spolecné v jednée ,matici” -
z matice L ukladame jen prvky pod diagonalou. Proc?
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Inverzni matice

Definice
Ke kazdé regularni Ctvercové matici A radu n existuje pravé
jedna Ctvercova matice A~ fadu n takova, ze

AATT=ATA=L
Matice A~ se nazyva inverzni matice k matici A.

Matice bez inverze se nazyvaji singularni.

Inverzni matice — obdoba prevraceného cisla u racionalnich i
realnych Cisel; srovnej rfeseni linearni rovnice a soustavy
linearnich rovnic

ax =b AX=b
x=%b=a4b %=AD
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Vypocet inverzni matice

a;; Qay Aip\ [X11 X192 X1n 10 .0
ay, Gy A || X211 %22 Xon | |0 1 0
A, Q5 o Q[ \Xp1 X5 e X 00 1

Musime feSit n soustav linearnich rovnic o n neznamych se

stejnou matici A
AX =¢,

kde X/ resp. & je j-ty sloupcovy vektor matice A resp. L.

Vyuzijeme LU rozklad
LUX =&
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Determinant matice

Definice
Determinant Ctvercové matice A rfadu n definujeme
predpisem
det A = Z o(p)a, Ayp Ay
peP,
kde

- P, je mnozina vSech permutaci cisel {1,...,n} a

- o(p) = (-1)° je znaménko permutace, s oznacuje pocet
inverzi v permutaci p.

Determinant det A zapisujeme i jako |A].
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Vypocet determinantl matic radu 1,2 a 3

|a

Q

11| =

11
a,, a
11 Q| _ _
e = Q440y; — 0,09,
21 9
a1 Qg Q43
Gy; Gy Qy3| = 0q905,033 +0430,,03; + 44,0305,
a3 a3, Q33

~Q4305,03q = 04105303, = 04,0,,033

Posledni vzorec je znam také jako tzv. Sarrusovo pravidlo.
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Vypocet determinanti matic vysSich radu

- Vypocet podle definice vyzaduje secist n! soucind prvku
matice.

- Opét lze vyuZit, lehce modifikovanou, Gaussovu eliminaci
a upravit matici na horni trojuhelnikovou. Plati véta, Ze
determinant horni (dolni) trojihelnikové matice je roven
soucinu prvkd na jeji diagonale.

- Determinanty vysSich fadu tak, lze pocitat s kubickou
casovou slozitostl.
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Vypocet determinanti matic vysSich fadu - priklad

3 6 -9 1 2 -3 1 2 -3 1 2 -3

4 8 10| = 3|4 8 10/=3]0 0 22(=-3|0 3 11

2 7 5 2 7 5 0 3 11 0 0 22
= -3.66=-198

Poznamka

Tento vypocet slouzi pouze pro ukazku, determinant matice
radu 3 lze pochopitelné pocitat pfimo vzorcem.
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Cramerovo pravidlo

ReSeni soustavy rovnic AX = b lze vyjadrit jako
, [detA,  detA; detA,
"\ detA """ detA'"" detA’

kde A; je matice, ktera vznikne zaménou i-tého sloupce matice
A za vektor pravych stran b.

Slozitost algoritmu

- Wpocet determinantu fadu n lze zvladnout v ¢ase ©(n3).
- Musime vypocitat n determinanti matic A; a jeden
determinant matice A, celkem tedy n + 1 determinantd.

- Celkova slozitost vypoctu rfeseni soustavy rovnic
Cramerovym pravidlem ma slozitost ©(n").
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Zdroje pro samostatné studium

- Kniha [1], kapitola 6.2, strany 208 - 216

- Kniha [2], kapitoly 281 a 28.2, strany 819 — 838
- Kniha [3], kapitoly 12 a 13, strany 133 - 163

- Kniha [4], kapitoly 1.3 a 1.4, strany 24 — 36
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Strategie reseni transformuj a vyres

Vyvazené vyhledavaci stromy



Binarni vyhledavaci stromy - pfipomenuti

- Fundamentalni datova struktura pro implementaci
mnozin, slovnikd atd.

- Kazdy uzel obsahuje jeden kli¢; nad klici musi byt
definovano usporadani.

- Pro kazdy uzel plati, Ze vSechny klice v levém podstromu
jsou mensi nez kli¢ v.daném uzlu a v pravém podstromu
jsou vsechny klice vétsi.

- Primérna Casova slozitost hledani, vkladani a mazani uzll
je ©(log, n).

- Nejhorsi pripad je ale stale ©(n) - strom degeneruje na
seznam.
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Vyvazeneé vyhledavaci stromy

Mozna reSeni nejhorsiho pripadu:

Aktivni opatreni
- transformace na vyvazeny binarni strom pomoci rotaci
- rlizné definice vyvazenosti
- AVL stromy, Cerveno-cCerné stromy, splay stromy.

Zména reprezentace

- vice klicd v jednom uzlu,

+ 2-3 stromy, 2-3-4 stromy, B-stromy.
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AVL stromy

Autori
- Georgij Maximovic Adelson-Velskij a

- Jevgenij Michajlovic Landis
Poprvé publikovano v roce 1962.

Definice

Faktorem vyvazenosti uzlu u nazyvame rozdil vysek jeho
levého a pravého podstromu. Vysku prazdného stromu
definujeme jako -1.

Definice
Binarni vyhledavaci strom nazyvame AVL stromem tehdy
a jen tehdy, je-li faktor vyvazenosti pro kazdy uzel ve stromu

bud -1, 0 nebo +1.
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AVL stromy - priklad

AVL strom
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AVL stromy - udrZovani vyvazenosti

- VloZeni nového uzlu, resp. smazani exstujiciho, mize
zpUsobit vyvazenost AVL stromu.

- Vyvazenost je nutné po kazdé takove operaci obnovit.

- Vyvizenost se obnovuje pomoci rotaci.

- Rotace je lokalni transformace stromu v téch uzlech, kde
faktor vyvazenosti dosahne hodnoty -2 nebo 2.

- Pokud je takovych uzld vice, zaciname vzdy uzlem na
nejnizsi drovni (co nejblize k listdm stromu).
A postupujeme vzhUlru ke kofeni stromu.

- Existuji celkem ctyri rotace - dvé dvojice navzajem
zrcadloveé symetrickych rotaci.
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Jednoduché rotace

R-rotace

() ©
() ©
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RL-rotace

Dvojité rotace
2

LR-rotace
0
0 e 0
ONO
() .
e 0 0
: @ ©
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AVL stromy - obecné schéma R-rotace

AND =1 £
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AVL stromy - obecné schéma LR-rotace
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AVL stromy - vlastnosti rotaci

- Konstantni ¢asova slozitost — presunuji se pouze ukazatele
mezi uzly, ne data.

~vo

- Rotace zachovavaji usporadani klicu ve stromu - po
dokonceni rotace jsou ,vlevo” vzdy mensi klice, ,vpravo*

vzdy vetsi.
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AVL stromy - postupna konstrukce stromu

VloZeni 6
VloZeni 5
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AVL stromy - postupna konstrukce stromu (pokrac.)

Vlozeni 3
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AVL stromy - postupna konstrukce stromu (pokrac.)

Vlozeni 2

89/223



AVL stromy - postupna konstrukce stromu (pokrac.)

VlozZeni 4

LR(6)
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AVL stromy - postupna konstrukce stromu (pokrac.)

V0ozeni 7

RL(6)
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AVL stromy - vlastnosti

- VysSka AVL stromu s n uzly je ohranicena

|log, n| < h < 1.4405 log,(n + 2) - 1.3277

- Operace vyhledavani a vkladani tedy probihaji se slozZitosti
O(log, n) i v nejhorsim pripade.

- Primérna vyska AVL stromu sestrojeného z nahodneé
posloupnosti n klicd je 1.01 log, n + 0.1.

- Smazani uzlu je komplikovanéjsi, ale stale spada do
logaritmické tridy slozitosti.

- Nevyhody - velké mnozstvi rotaci pfi vyvazovani stromu.
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2-3 stromy

UNDER
CONSTRUCTION
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2-3 stromy - druhy uzli
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Konstrukce 2-3 stromu z posloupnosti 9,5, 8, 3, 2, 4,7

@ @ @ — &,
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Konstrukce 2-3 stromu z posloupnosti 9, 5, 8, 3, 2, 4, 7 (pokrac.)

ege

~ ok
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Zdroje pro samostatné studium

- Kniha [1], kapitola 6.3, strany 218 — 225
- Kniha [5], kapitoly 4.4.6, 4.4.7 a 4.4.8, strany 296 — 310
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Strategie reseni transformuj a vyres

Halda a tridéni haldou



Halda (Heap)

Halda - castecné setfidéna datova struktura, zvlasté
vhodna pro implementaci prioritni fronty.

Prioritni fronta - datova struktura chapana jako multimnozina,
kde prvky jsou fazeny podle priority a podporujici
operace:

- nalezeni prvku s nejvyssi prioritou,
- odebrani prvku s nejvyssi prioritou a
- vlozeni nového prvku do fronty.
Vyuziti prioritni fronty :
- planovani tloh v 0S
- grafovych algoritmech napf. Primdyv, Dijkstriv
atd.
- tfidéni haldou - HeapSort

- a dalsich...
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Halda - rozliSeni terminologie

Pojem halda se v informatice pouZiva pro oznacent:

- datove struktury a

- Casti operacni paméti za béhu programu.

V dalsim vykladu se budeme zabyvat haldou vyhradné jako
datovou strukturou.
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Definice
Haldu definujeme jako binarni strom s jednim klicem
v kazdém uzlu, ktery spliuje nasledujici dvé vlastnosti:

1. kompletnost, tj. vSechna patra stromu jsou zaplnéna,
s vyjimkou posledniho. V poslednim patfe mlze zprava
chybét nékolik listd a

2. rodicovska dominance, tj. kli¢ v kazdém uzlu je vzdy vétsi
nebo roven nez klice ve vsech jeho potomcich. V listech je
libovolny kli¢ vzdy bran jako vétsi nez klice v neexistujicich
potomcich.
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Halda - priklad

Halda

@ Ne kazdy binarni strom je

e a haldou!
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Halda - dalsi vlastnosti

Pro vSechny haldy lze dokazat, ze:

1. Kli¢e na kazdé cesté z korene do listu tvorfi nerostouci
posloupnost. Jinak mezi kli¢i nejsou zadné vztahy, napr.
mensi klice v levém podstromu nez v pravéem atd.

2. Pro n klich existuje pouze jeden Uplny binarni strom. Jeho
vyska je |log, n].

3. Nejvétsi kli¢ je vzdy v koreni haldy.

4. Kazdy uzel v haldé je vzdy korenem haldy tvorené timto
uzlem a jeho potomky.
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Halda - reprezentace v poli

V poli haldu ukladame smérem od korene k listim a zleva
doprava: Potom:

1. vnitfni uzly - prvnich ng listy zbyvajicich [g]
2. potomci uzlu na pozici i, kde 1 <i < [g] se nachazi na

pozicich 2i a 2i + 1. A naopak rqdi(: uzlu na pozici j, pro
2 <j < n, se nachazi na pozici [IEJ

Poznamka
Haldu lze definovat jako pole H[1...n] ve kterém pro kazdy
prvek na indexu i plati

HIi1 2 max{H[2i1, H[2i + 1]}

pro viechna i = 1,...,[%].
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Halda - reprezentace v poli, priklad

index 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
kli¢ ]10\8\7\5\2 1\6\3\5\1\
vnitrni uzly listy
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Konstrukce haldy

Haldu lze kostruovat dvéma zpUsoby:

1. zdola nahoru a

2. shora dold.
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Konstrukce haldy zdola nahoru - priklad

Vychozi stav haldy

© . ©
ooe a eee ee
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Konstrukce haldy zdola nahoru - priklad (pokrac.)

Krok 2
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Konstrukce haldy zdola nahoru - priklad (pokrac.)

Krok 3b
) (5)
() Gy (6) (8)

@ OF 9 LG

Hotova halda
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Konstrukce haldy zdola nahoru

Vstup : Pole A[0...n - 1] s definovanym usporadanim
na prvcich pole, i kofen budované haldy

Vystup: Halda s kofenem na indexu i

procedure Heapify(A, n,i)

=y

2 largest « i;

3 [« 2%i+1;

4 re2%ij+2;

5 if [<nAA[l]>A[largest] then largest « [;
6 if r<nAA[r]>A[largest] then largest « r;
7 if largest # i then

8 Swap (A[i], A[largest]);

9 Heapify (A, n, largest),

10 end

11 end
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Konstrukce haldy zdola nahoru

Vstup : Pole A[0...n - 1] s definovanym usporadanim
na prvcich pole
Vystup: Halda v poli A
1 procedure MakeHeap (A, n)
2 | fori « l%J - 1 downto 0 do

3 ‘ Heapify (A n, i)
4 end
5 end
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Konstrukce haldy zdola nahoru - ¢asova slozitost

Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze n = 2% - 1, tj. halda tvofi
Uplny binarni strom.

Vyska haldy je pak h = [log, n|, coZ |ze psat jako

[log, (2% -1+ 1)]-1

[log,(2%)] - 1
k-1

[log,(n+1)] -1
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Konstrukce haldy zdola nahoru - ¢asova slozitost (pokrac.)

Poznamka

Vyraz [log,(n + 1)] lze interpretovat jako ,vyska haldy s n + 1
prvky“. Predpokladali jsme Uplny binarni strom = strom

s n+ 1prvky ma urcité o jednu Uroven vice nez strom s n

prvky.

Kazdy kli¢ z Grovné i se bude pfi konstrukci haldy, v nejhorsi
pripadé, posunovat az do listu, tj. na Groven h.

Posun o jednu Uroven vyZzaduje dvé porovnani:

1. nalezeni vétsiho z obou potomki a

2. test, zda je nutna vyména s rodicem.
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Konstrukce haldy zdola nahoru - ¢asova slozitost (pokrac.)

Pocet porovnani je tedy 2(h - i).

Celkovy pocet porovnani bude v nejhorsim pripadé roven

h-1
c(n) = > 2h-i)
i=0 klice Grovné i
h-1 h-1 h-1
= > 2h-i2i=2n) 21-25 i2
i=0 i=0 i=0

= 2n-2log,(n+1))

Konstrukce haldy s n prvky vyzaduje, v nejhorsim pripadé,
meéné nez 2n porovnani.
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Konstrukce haldy zdola nahoru - ¢asova slozitost (pokrac.)

Poznamka
V odvozeni jsme pouzili vzorce:

izi - 2n+‘|_1

1.2+42:22 442" =(n-1)2™"+2

M=
N
n
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Konstrukce haldy shora dol

- Opakovaneé vkladani nového klice do jiz existujici haldy.
1. Novy kli¢ vloZime na konec haldy.
2. Novy kli¢ porovname s rodicem a pripadné novy klic
presuneme o patro vys.
3. Takto postupujeme dokud nenarazime na vétsiho rodice
nebo dojdeme do korene haldy.
- Vyska haldy s n prvky je = log, n, tudiz slozitost vlozeni
klice do haldy je O(log n).

- Konstrukce shora doll je tedy slozitéjsi nez zdola nahoru.
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Konstrukce haldy shora doll - pfiklad

Vychozi stav haldy

Krok 1 - vloZeni kli¢e 10 na konec haldy

(9) ()
(6) (8) > (5) (&)
oRolo & &G (v
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Konstrukce haldy shora doll - priklad (pokrac.)

Krok 2a — porovnani klice 10 s rodicem

Fodb " Fod

Krok 2b - porovnani klice 10 s rodicem

()
-
0 OO © @ ©O @
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Odstranéni nejvétsiho klice z haldy

Princip algoritmu:

1. Vymeéna klice v koreni s klicem na konci haldy.
2. Zmenseni haldy o jedna.

3. Obnova haldy - otestovat, zda je kli¢ v rodici vétsi nez
klice v obou potomcich a pfipadné provést vymeénu.
Postup opakovat dokud nebude rodicovsky kli¢ vétsi nez
klice v potomcich.

Poznamka

Principialné, [ze z haldy odebrat jakykoliv klic. Ale tato
operace nema prakticky vyznam.
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Odstranéni nejvétsiho klic¢e z haldy - slozitost algoritmu

- Pocet porovnani nutnych pro obnoveni haldy je Gmérny
vysSce haldy -, posunujeme* kli¢ z kofene po patrech dold.

- Porovnavame vzdy rodice s obéma potomky - musime
najit nejvétsiho z dané trojice.

* Vyska haldy je h = log, n, pocet porovnani nebude tedy
vetsi nez 2h.

- Slozitost algoritmu je tedy O(logn).
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Odstranéni nejvétsiho klice z haldy - priklad

Vychozi stav haldy

Krok 1 - zaména korene s poslednim prvkem

Qeae!e — 066006
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Odstranéni nejvétsiho klice z haldy - priklad (pokrac.)

Krok 2 - odstranéni posledniho uzlu
() ()
(8) (6) g (8) (6)
@ ©® O @ ©
Krok 3 - obnoveni haldy
(8) (6) % (5) ()
@) © @ @
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Tridéni haldou - HeapSort

Algoritmus pracuje ve dvou fazich:

Konstrukce haldy : pro dané pole je sestavena halda.

Odstranéni maxima : (n - 1)-krat je aplikovan algoritmus pro
odstranéni nejvétsiho klice z, postupné se
zmensujici, haldy.
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Tridéni haldou - HeapSort

Vstup : Pole A[0...n - 1] s definovanym usporadanim
na prvcich pole
Vystup: Setfidéné pole A
1 procedure HeapSort (A, n)

2 MakeHeap (A, n);

3 fori « n-1downto 0 do
4 Swap (A[0], A[i]);

5 Heapify (A, i, 0);

6 end

7 end
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Tridéni haldou - sloZitost algoritmu

- Slozitost prvni faze je O(n).
- Ve druhé fazi postupné odstranujeme nejvétsi klic z haldy

o klesajici velikosti n,n - 1, ..., 2. PocCet porovnani C(n) je

C(n) s 2|[log,(n-1)]+2]|log,(n -2)|+-+2]|log, 1]
n-1
< 2 Z log, i
i=1
n-1
< 2 Z log,(n - 1) =2(n-1)log,(n-1)<2nlog,n
i=1

Plati tedy C(n) € O(n logn).
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Tridéni haldou - slozitost algoritmu (pokrac.)

- Pro obé faze dostavame O(n) + O(n logn) = O(n logn).

- DalSi analyzou slozitosti lze dokazat, Ze stejna slozitost
plati i pro priimérny pfipad. Tedy ©(n logn).

- Tridéni haldou je srovnatelné s tfidénim slévanim.

- V praxi je vSak pomalejsi nez QuickSort.

125/223



Zdroje pro samostatné studium

- Kniha [1], kapitola 6.4, strany 226 — 232
- Kniha [2], kapitoly 61 az 6.4, strany 161 - 172
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Strategie reseni transformuj a vyres

Hornerovo schéma



Hodnota polynomu v bodé

Zadani
Mame dan polynom

- n n-1_ ..
p(x)=a,x"+a,  x"" +-+a,x+a,.

Nasim Ukolem je vypocitat hodnotu polynomu p(x) v bodé x,.

Motivace

- Polynomy se vyuzivaji pro aproximaci funkci aneb
1. Jak procesor vypocte hodnotu funkce sin(x)?
2. Kde se vzaly hodnoty funkce sin(x) v matematickych
tabulkach?

Pomoci Taylorova rozvoje funkce, coz je polynom!
- Rychla Fourierova trasformace
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Tayloruv rozvoj funkce y = f(x)

Funkci f(x), ktera ma v bodé a konecné derivace do fradu n + 1
lze, v okoli bodu a, psat jako rozvoj

f@,

(n)
00 = f(a) s T x-0) L I

(x-a)2+-+ 2 (x-a)" +REA (X)

Pro a = 0 se rozvoj nazyva Maclaurinlv

FO ), 70, 5o
n!

f(X)=f(0)+1—! T + Rp'1(X)
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Taylorav rozvoj funkce y = sin(x) v bodé 0

sin(x) = sin(0) + S|n1,!(0)x + szu!(o)xz e #!)(O)x” + R,Sqif{o(x)
Derivace
sin0=cos0=1 sin®0=-sin0=0
sin®0=-cos0 = -1 sin®0=sin0=0

sin(x) =0+ %X + %xz + _3—1x3 + %x‘* st R (%)

Aproximace polynomem 13-tého stupné

sin() = x- X X X X0 xT xB
TR TR TR T TR £ T
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Taylorav rozvoj funkce y = sin(x) v bodé 0

10
5 Taylor(v rozvoj:
stupné 1
0
stupné 5
stupné 7
-5
stupné 11
_10 stupné 13
=2 _

Funkce y = sin(x) je zobrazena cerné.
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Taylorav rozvoj funkce y = sin(x) stupné 13 v bodé 0

-0.5 :
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Taylorav rozvoj funkce y = sin(x) v bodé 0, chyba aproximace

N =
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Tabulky not funkci

- Taylorovym rozvojem lze
aproximovat hodnotu
pozadované funkce
a sestavit tabulky.

Rucni vypocet — narocné
a zatizeno obrovskym
mnozstvim chyb.

Prilomova myslenka -

k numerickym vypoctiim
neni nutna inteligence!
Lze je provadét strojové! T
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Charles Babbage - Difference Engine

Difference Engine

- prvni programovatelny pocitac na Charles Babbage
svete (1791 - 1871)

- 1819 - zahajeni praci

- 1822 — dokoncen prototyp

- 1823 - zahajeny prace na velkem
stroji

- 1833 - preruseni praci

- 1842 — ukonceni vladni podpory, na
projekt vynalozeno 17 tisic liber,
stroj nebyl nikdy dokoncen

- 1991 - funkcni replika!
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Difference Engine
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Difference Engine
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Prvni programator na svété?!

Augusta Ada King, hrabénka z Lovelace
(1815 - 1852)

Programatorka Analytical Engine,
(Babbage 1837), coz byl prvni obecné
pouzitelny turingovsky Uplny pocitac.
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Hornerovo schéma - transformace

Zakladni myslenka:

- transformace polynomu na jiny tvar,
- postupné vytykame z casti polynomu proménnou X.

2 n-1 n
p(x) Ay + QX +0,X" +--+a, X" +a,x

n-2 n-1
ay + x(a, +ayx +-+a, x"?+a, x"")

ag +x(a, +x(a, +~+a, ,;x"3+a,x"?))

a, + x(a1 + x(a2 +e+x(a, , +a,x)... ))

Ze tato rovnost plati, je snadno vidét postupnym roznasobenim
vSech zavorek.
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Hornerovo schéma - vypocet

Hodnotu p(x,) pocitame ,z vnitrku“ zavorek, postupné
pocitame hodnoty b;

b, = a,

n-1 - an—1 * anO
b,, = a,,+b, X,

by, = a,+b,x,

Hodnota b, je pak rovna p(x,), nebot

p(xy) = ag + Xo(a1 * Xo(az +o 4 Xo(a, 4 +0,X) ))
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Hornerovo schéma - vypocet (pokrac.)

a postupnym dosazovanim za b; dostavame

p(xg) = ag+ Xo(a1 * x0(02 +o Xo(@,g + by Xo) ))
p(xy) = ag+ Xo(a1 * Xo(az + 0+ Xo(by, 1) ))

p(xo) = Qg+ Xo(b1)

p(xo) = b()
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Hornerovo schéma - rucni vypocet

Vypoctéte hodnotu polynomu p(x) = 2x3 - 6x2 + 2x - 1 v bodé

Xq = 3.
X, | X x* x' x°
3 2 -6 2 -1
6 0 6
2 0 2 5

BéZny vypocet
2x33-6x32+2x3-1

2x27-6x9+2x3-1
54 -54+6-1=5

p(3)
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Hornerovo schéma

ALGORITHM Horner(P[0..n], x)

//Evaluates a polynomial at a given point by Horner’s rule
//Input: An array P[0..n] of coefficients of a polynomial of degree n,
I stored from the lowest to the highest and a number x
//Output: The value of the polynomial at x
p < Pln]
fori < n — 1 downto O do
p < x*p+ P[i]
return p
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Hornerovo schéma - casova slozitost algoritmu

Je zfejme, ze pocet nasobeni M(n) a pocet scitani A(n) je roven
n-1
M(n)=A(n)= > 1=n e 6(n)
i=0

Vypocet hrubou silou
Jen pro vypocet a,x" je zapotrebi:

- n -1 nasobeni pro vypocet mocniny

* 1 nasobeni pro vynasobeni a,.

Za shodny pocet nasobeni zvladne Hornerlv algoritmus
vypocitat i zbyvajicich n - 1 ¢lenl polynomu!!!
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Zdroje pro samostatné studium

- Kniha [1], kapitola 6.5, strany 234 — 239
- Kniha [2], kapitola 3011, strany 879 - 880
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Strategie reseni transformuj a vyres

Redukce problému



Redukce problému

Smyslem redukce je prevedeni reSeného problému na problém
jiny, ktery umime vyresit.

Postup redukce

i > W PN S

Problém 1 - to, co chceme resit
Redukce Problému 1 na Problém 2
Problém 2 - fesitelny algoritmem A
Provedeni algoritmu A

Reseni Problému 2
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Nejmensi spolecny nasobek

Nejmensi spolecny nasobek lcm(m, n) dvou pfirozenych cisel
m a n definujeme jako nejmensi prirozené cislo, které je
délitelné m a n zaroven.

ReSeni pomoci prvociselného rozkladu

24 = 23.3T
60 = 22.3'".57
lcm(24,60) = 23-3'".57=120

ReSeni pomoci nejvétsiho spolecného délitele
Lze dokazat, Ze
mn
gcd(m, n)
gcd(m, n) lze vypocitat, efektivnim, Euklidovym algoritmem.

lcm(m, n) =
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Pocet sledu v grafu

Zadani: Vypocitat pocet sledl mezi dvojicemi vrcholll v daném
grafu G.

ReSeni: Lze dokazat, Ze pocet riznych sledl délky k mezi
vrcholy i aj je roven prvku a;; matice AX, kde A je matice
sousednosti grafu G.

a b c d a b c d
e@ afo 1 1 1 af3 0 1 1
b1 0 0 of , b0 11 1
‘ Asdr 00 1] A1 1 2 1
O=0 d\1 01 0 d\1 11 2

Z a do a vedou tfi sledy déelky 22za-b-a,a-c-a,a-d-a

Z a do c vede jeden sled délky 2:a-d -c¢
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Redukce optimalizacnich problému

Maximalizacni problém - nalezeni maxima funkce f(x)
Minimalizacni problém - nalezeni minima funkce f(x)
Jak resit situaci?

- Mame minimalizovat funkci f(x), ale

- k dispozici mame pouze maximalizacni algoritmus.

Lze vyuzit maximalizacni algoritmus pro minimalizacni
problém? Pripadné naopak?
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Redukce optimalizacnich problému

f) | ‘
“f (k) - == ===z eme .

- max | - f(x)]
-min| - f(x)]

min f(x)

max f(x)
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Koza, vlk a zeli

- Na brehu reky je prevoznik, koza, vlk a zeli.

- Prevoznik ma prevezt kozu, vlka a zeli na druhy breh
pomoci lodky.

- Na lodku se, mimo prevoznika, vejde nejvyse jedna
z prevazenych entit.

- Na stejném brehu se nesmi bez prevoznikova dozoru
ocitnout dvojice (koza, zeli) a (vlk, koza).

- Ukolem je sestavit plan prevozu nebo dokazat, Ze feseni
neexistuje.

Nejstarsi pisemna podoba Ulohy pochazi z 9. stoleti...
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Koza, vlk a zeli - stavovy prostor

Stav - reprezentuje obsazeni obou bfeh( oddélenych
fekou, napfr. Pkv||z

Prechod mezi stavy - cesta z jednoho brehu reky na druhy,
s pripadnym prevozem
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Koza, vlk a zeli - graf stavového prostoru

()

ReSeni problému - nalezeni orientované cesty z pocatecniho
stavu do koncového stavu pruchodem do Sirky. 152/223



Zdroje pro samostatné studium

- Kniha [1], kapitola 6.6, strany 240 - 248
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Dékuji za pozornost
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