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Zaména pamétove a casove slozitosti

B-stromy



B-stromy - motivace

- Zpracovani velkého mnozstvi strukturovanych zaznamu
(lze je identifikovat jednoznacnym kli¢em), které presahuje
dostupnou operacni pamet.

- Data musi byt uloZena ve vnéjsi paméti, tzv. ,na disku”

- Disk nabizi jen sekvencni soubor.

- Hledame datovou strukturu, ktera umozni v takovém
souboru efektivné vyhledavat, vkladat a mazat zaznamy.

- Odpoveédi je zaména pamétové slozitosti za casovou, jinak
receno zvysSime pamétovou sloZitost (obétujeme extra
pamét navic), abychom snizili Casovou sloZitost operaci.
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B-strom radu n je (2n + 1)-arni strom, ktery spliuje nasledujici
kritéria:
1. Kazda stranka obsahuje nejvyse 2n klic(.
2. Kazda stranka, s vyjimkou korenove obsahuje alespon n
klicd.
3. Kazda stranka je bud listovou strankou, tj. nema zadneé

potomky, nebo ma m + 1 potomkd, kde m je aktualni pocet
klicd ve strance.

4. VSechny listove stranky jsou na stejné Urovni. Jinak freceno
strom je dokonale vyvazeny.

Publikovano Rudolfem Bayerem v roce 1972 [6].
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B-stromy - schéma stranky

- Uzly v B-stromu se tradicné

nazyvaji stranky (pages).
k1 kz k2n . ) o
- Pocet klicu ve strance kolisa
/ Vo ] od n do 2n, vyjimku tvori
/ / \ \ koren stromu.

P, " Pypq Pop : KlICS vve s/trance jsou
setridéne, tedy
RysR,s- <R, .

- Pro klice v podstromech na které odkazuji ukazatele

Pgs -1 Py, Plat

< < < < oo < <
Kpo - k1 - Kp1 - k1 - szn-1 - kzn - szn'

kde K, je mnozina vSech klicli v podstromu s kofenem ve

_ 1 .
strance na kterou ukazuje p;. 137/214



B-stromy - ukazka
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B-stromy - poznamky

- Z definice je zfejmé, ze B-strom neni vzdy zcela zaplnén.
Faktor zaplnéni kolisa od 50 % do 100 %.

- Volné misto ve stromu umoznuje snadné vkladani dalSich
klicd.

- Diky stromové strukture lze operace vyhledavani, vkladani

a mazani klicl v B-stromu provadét s logaritmickou
casovou slozitostl.

- Algoritmy pro B-stromy jsou zobecnénim algoritm{ pro
binarni vyhledavaci stromy.
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B-stromy - alternativni definice, varianty

- VySe uvedena definice pripousti jen B-stromy s max.
kapacitou 2n klicd, tj. sudym cislem.

- Max. kapacita mUze byt ale libovolng, i licha.

- Nékteré definice oznacuji pomoci Cisla n max. kapacitu.

- Pocet klicl ve strance tak kolisa od [g] do n.

- Cilem nasi definice je snadna pochopitelnost principd
fungovani B-stromu a jednoduchy zapis.

- Nékdy se lze setkat i s definici, kde Cislo n oznacuje max.

pocet potomkd nikoliv pocet klicd ve strance.

140/214



B-stromy - varianty

B*-strom - vSechny klice jsou ulozeny pouze v listech
- listy jsou navzajem propojeny odkazy —
rychlejsi prace se souvislymi Gseky klic(,
,najdi vsechny klice mezi 100 a 200"
- v knize od Levitina [1] je jako B-strom
popsana prave tato varianta.
B'-strom - stranka musi byt zapln&na minimalné ze dvou
tretin,
- pri vkladani klice do zaplnéné stranky jsou
klice nejprve presouvany mezi sourozenci,
- dochazi k mensimu poctu Stépeni stranek.
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B-stromy - vyhledavani klice x

1. Na pocatku algoritmu oznacime korenovou stranku
za aktualni stranku P.
2. Pokud stranka P neexistuje, vyhledavani konci
neuspéchem.
3. Jinak predpokladejme, Ze ve strance P je m klicd Ry i R,
a odpovidajici ukazatelé na potomky py, ... p,,,. Potom:
31 Pokud x = k;, pro nékteré 1 < i < m, pak vyhledani konci
Uspéchem.
3.2 Jestlize x < kR;, potom P = p, a zpét k bodu 2.
3.3 Jestlize x > R, potom P = p_ a zpét k bodu 2.
3.4 Jinak nalezneme takové i, 1 <i < m, pro které plati, ze
k. < x < R;, .. Potom P = p. a a zpét k bodu 2.

142214



Priklady operaci s B-stromem

[fq k, | - anW . _
V ukazkach budeme pouzivat
[ | \ B-strom pro n = 2, tzn. kazda
/ / \ \ stranka obsahuje minimalné 2
a maximalné 4 klice.
Po Py Pan-1 Pap

A dale kazda stranka odkazuje na minimalné 3 a maximalné 5
potomkd. Vyjimku tvori koren stromu.
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Priklad vyhledavani v B-stromu - vyhledani klice 50

Postup

1. Vyhledavani zahajime v koreni R, tedy P = R.
2. Stranka P existuje, pokracujeme dalSim bodem.
3. Protoze x = k, hledani konci Uspéchem.
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Priklad vyhledavani v B-stromu - vyhledani 3

A3 5 Bzl € (5 Tes e8] 70
.- .- l ) )

Postup
1. Vyhledavani zahajime v koreni R, tedy P = R.
2. Stranka P existuje, pokracujeme dalSim bodem.
3. Protoze x < Ry, pak P = p, = A
4. Stranka P existuje, pokracujeme dalSim bodem.
5. Protoze x = R, hledani konci Uspéchem.
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Priklad vyhledavani v B-stromu - vyhledani 45

A3 5 Bzl € (5 Tes e8] 70
.- .- l ) )

Postup
1. Vyhledavani zahajime v koreni R, tedy P = R.
2. Stranka P existuje, pokracujeme dalSim bodem.
3. Protoze R, < x < R,, pak P=p, = B.
4. Stranka P existuje, pokracujeme dalSim bodem.
5. Protoze x = kR, hledani konci Uspéchem.
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Priklad vyhledavani v B-stromu - vyhledani 57

21311517 B172245 C55666870

Postup

oy Gl & W RN =

Vyhledavani zahajime v koreni R, tedy P = R.
Stranka P existuje, pokracujeme dalSim bodem.
Protoze x > k,, pak P = p, = C.

Stranka P existuje, pokracujeme dalSim bodem.
Protoze R, < x < R,, pak P = p, = null.

ProtoZe P neexistuje, hledani konci neldspéchem. /
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B-stromy - vloZeni klice x

1. Nejprve je nutneé urcit, pomoci algoritmu vyhledavani,
listovou stranku L kam bude kli¢ x vlozen.

2. Mohou nastat dva pripady:

- Stranka L neni zcela zaplnéna - kli¢ x je vlozen do stranky
tak, aby zlistalo zachovano usporadani kLicu.
- Stranka L je zcela zaplnéna, potom
21 Klic x zatfidime (napf. v pomocném poli) mezi klice ze
stranky L tak, aby zlstalo zachovano usporadani klict.
Dostaneme posloupnost 2n + 1 klich k; < R; < - R; .
2.2 vytvofime novou stranku P, se stejnym rodicem R jako L
2.3 distribuce klicl do stranek

Klice Akce
R4 ponechat ve strance L
kR vlozit do rodicovskeé stranky R
R 2. vlozit do nove stranky P
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B-stromy - algoritmus vkladani, poznamky

- Proces vytvoreni noveé stranky a prerozdéleni klicd
nazyvame Stépeni stranky.

- Vlozenim klice k;, do rodicovské stranky R dojde ke zvySeni
poCtu klich v této strance a tim i k nartstu poctu odkazl
na potomky této stranky. Bez presunu k; by ve strance R
chybél volny odkaz pro prfipojeni stranky P.

- Vlozeni klice k; do stranky R se realizuje stejnym
algoritmem jako vlozeni klice x do L. VloZeni k; miize
zpUsobit rozStépeni stranky R.

- Stépeni stranek mUze vést az k vytvofeni nového kofene
celého stromu, cozZ je jediny zpUsob jak B-strom mdze
ZvySsit svoji vysku.

149/214



Priklad vkladani do B-stromu

-V tomto rozsahlejsim ukazkovém prikladu budeme

postupné budovat B-strom se stejnymi parametry jako
u prikladu vyhledavani.

- Do stromu postupné vlozZime klice 3, 22,10, 2, 17, 5, 66, 68,
50, 7 55, 45, 70, 44, 6, 21, 67,1, 4, 8, 9, 12 a 15.
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Priklad vkladani do B-stromu - vloZeni kli¢u 3, 22 a 10

Vlozeni klice 3 Vlozeni klice 22

E 1 [s]z2] | |
[ ) [ )

Vlozeni klice 10

(3 |0]22] ]

[ )
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 2

[2 3110 221

[ )

Stranka je zcela zaplnéna, vlozZeni libovolného dalsiho klice
zpUsobi zménu struktury B-stromu.
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 17

Vlozenim klice 17 doslo:
1. k rozStépeni stranky L a k presunu poloviny klicd do nové
stranky P,
2. ke vzniku nove korenove stranky R a k presunu klice 10 do
noveho korene.
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 5
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 66

22

66
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 68

(2]3]s] ] (17]22 | 66 | 68]

[ ) )

Stranka s klici 17 az 68 je zcela zaplnéna, vlozZeni dalSiho klice
do této stranky zplsobi zménu struktury B-stromu.
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 50

Vlozenim klice 50 doslo:

1. k rozStépeni stranky a k presunu poloviny klicd do nové

stranky a
2. soucasné byl nové vlozeny klic 50, jakozto median hodnot
v plivodni strance, presunut do kofenové stranky. 157/214



Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 7

Jiih dird i

Stranka s klici 2 az 7 je zcela zaplnéna, vlozeni dalsSiho klice do
této stranky zplsobi zménu struktury B-stromu.
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 55
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 45
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 70

juunnficauunlasuun

Stranka s klici 55 az 70 je zcela zaplnéna, vlozeni dalSiho klice
do této stranky zplsobi zménu struktury B-stromu.
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 44

Giifh (i i

VSechny listové stranky jsou zcela zaplnény, vliozeni jakehokoliv
dalsiho klice zplsobi zménu struktury B-stromu.
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 6

Vlozenim klice 6 doslo:

1. k rozStépeni stranky a k pfesunu poloviny kli¢i do noveé
stranky a

2. soucasné k presunu klice 5 do korenove stranky.
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 21

(Tol=[)

[ol7] T] (2] T 1
) i) arrny i) L)

Vlozenim klice 21 doslo:

1. k rozStépeni stranky a k pfesunu poloviny klicd do nové
stranky a

2. k presunu klice 22 do rodicovske stranky.

3. Zaroven doslo k zaplnéni kofenové stranky stromu.
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Priklad vkladani do B-stromu - vlozeni klice 67

[ ‘3‘ ‘ 1 [6‘7‘ ‘ W 17‘21‘ AA‘AS‘ 55‘66 68‘70 ‘
\

(1) CLIETT) [HH] [HH] [HH] CLITT)
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Priklad vkladani do B-stromu - vloZeni klice 67 (pokrac.)

Vlozenim klice 67 doslo:

1. k rozstépeni stranky a k pfesunu poloviny kli¢i do nové
stranky a

2. soucasneé byl nové vlozZeny kli¢ 67, jakozto median hodnot
v plvodni strance, presunut do rodicovské stranky.

3. Protoze i tato stranka byla jiZ zcela zaplnéna, doslo
k jejimu rozstépeni a tim padem k vytvoreni nové
korenové stranky stromu s jedinym klicem 22.
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Priklad vkladani do B-stromu - vloZeni klice 67 (pokrac.)

Poznamky

- V tomto okamziku dosahuje faktor naplnéni B-stromu
minimalni hodnoty = 50%. V B-stromu je maximum
volného mista pro vkladani dalSich klicd.

- Minimalni zaplnéni B-stromu ale naopak zpUsobi, Ze
odebranim libovolného klice dojde ke slucovani stranek’
B-stromu, vcetné zruseni korene a nasledného snizeni
vysky B-stromu.

Viz dal3i ¢ast prezentace
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Priklad vkladani do B-stromu - vloZeni dalsich klicu

Do stromu byly dale vloZeny klice 1, 4, 8, 9, 12, 15 a 46. Na poradi
vlozeni klicl, v tomto pripadé, nezalezi.

9 2] v]2) [au]us]46] ] [ssTes] | ) [ss]0] T ]
\

) Iy i) Ccfrry i)
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B-stromy - smazani klice x

1. Nejprve je nutné kli¢ x ve stromu najit.
2. Oznacme stranku s klicem x jako P.

3. Mohou nastat dva pripady:

- stranka P je vnitfni stranka stromu nebo
- stranka P je listova stranka.
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B-stromy - smazani klice x z vnitrni stranky P

1. Kli¢ x ve strance P nahradime k nému nejblizSim vétsim
klicem y.

2. Klic y se musi nachazet v podstromu s klici vétSimi nez x
a zaroven je z téchto klicd nejmensi, musi se tedy nachazet
v listove strance.

3. Smazani klice x z vnitfni stranky stromu jsme tak prevedli
na smazani klice y z listove stranky stromu.
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B-stromy - smazani klice x z listové stranky P

1. Kli¢ x vymazeme ze stranky P.

2. Pokud stranka P i potom obsahuje aspon n klicd, je proces
smazani ukoncen.
3. Pokud P potom obsahuje jen n -1 klic(, musime chybéjici
jeden kli¢ doplnit.
31 Zjistime pocet klicd v sourozenci stranky P. Sourozence
oznacime jako S. Spolecného rodice stranek P a S

oznacime jako R.
3.2 Pokud je v S je vice nez n klict, potom

3.21 nejblizsi vétsi klic nez x presuneme zR do P a
3.2.2 nejmensi z klich v S presuneme do R.

3.3 Ve strance S je presné n klicd, potom
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B-stromy - smazani klice x z listové stranky P (pokrac.)

3.31 klice ze stranky S pfesuneme do stranky P a dostavame
jednu stranku s 2n - 1 klici.

3.3.2 Stranku S zruSime.

3.3.3 Ve strance R je nyni jeden odkaz na stranku prebytecny.
Nejblizsi vétsi klic nez x prfesuneme z R do stranky P, ktera
nyni obsahuje presné 2n klich.
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B-stromy - smazani klice x z listové stranky P (pokrac.)

Poznamky

- Obvykle volime sourozence s vétsimi klici nez je x, tedy
sourozence ,vpravo“ od P. V predchozim vykladu jsme
predpokladali tuto volbu.

- Lze vSak volit i sourozence s mensimi klici, ¢ili ,vlevo” od P.
Dalsi postup je v tomto pripadé zrcadlovym obrazem
k sourozenci ,vpravo”

- Proces presunu klicli z S do P a nasledné zruseni stranky S
se nazyva slucovani stranek.

- Proces slucovani stranek mlze pokracovat postupné az ke
koreni stromu a mlze vést i k zaniku soucasného korene
stromu. Novym korenem stromu pak bude stranka vzesla
z procesu slucovani. B-strom tak snizi svoji vysku.
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Priklad mazani v B-stromu - vychozi B-strom

T} [2]s][7]a) [s]us]46] ] [ssTes] | ) f[8]0] T ]

) ) Ly Corrfy ity il

V tomto stavu jsme B-strom zanechali na konci prikladu
vkladani kli¢ do B-stromu. Nyni budeme klice postupné
z B-stromu mazat.
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Priklad mazani v B-stromu — smazani klice 3

Kli¢ 3 se nachazi v listové strance, kde je dostatecny pocet klicl
na to, abychom kli¢ 3 mohli jednoduse smazat. Tim dostavame
nasledujici B-strom.

9 12‘15‘17 21 [AA‘AG‘AB‘ W [55‘66‘ 1 [68‘70 ‘ W
\ \

\ \
) I i) frr) Lrr)
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Priklad mazani v B-stromu — smazani klicu 7 a 8

Stejnym zplsobem smazeme klice 7, 8 a dostavame

[z« ] M\H (2] ]2) [w]es]eo] ) H\H [eof o] T
arri ity oIrrpn orrr) afrr) Lind
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Priklad mazani v B-stromu — smazani klice 6

1. Po smazani klice 6 obsahuje stranka P n-1 = 1 kli, Cislo 9.
2. Sourozenec S obsahuje vice nez n klicd.

3. Nejblizsi vetsi kli¢ nez 6, tj. 10, presuneme z R do P.

4. Nejmensi kli¢ z S, tj. 12, pfesuneme do R.

1]2]4] 9‘m‘ [ ] S [1s]]2] 4] 45 46 [s5]es] [s8]70]

CIrrry) i [HHJ (LTI [HH] [HHJ
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Priklad mazani v B-stromu — smazani klice 22

1. Kli¢ 22 se nachazi ve vnitfni strance P, viz nasledujici
obrazek.

2. Nahradime jej nejblizsSim vétSim klicem — vétsi klice nez 22
jsou v podstromu s kofenem ve strance A. Odtud
pokracujeme do nejlevéjsi listove stranky, v nasem
pripadé do B.

3. Vybereme nejmensi klic v B, tj. 44.

4. Tim jsme prevedli smazani klice 22 na smazani klice 44.

5. Po provedeni vsech operaci, které odpovidaji smazani 44
(v tomto pfipadé se jedna jen o smazani 44 ze stranky B),
nahradime klicem 44 klic 22.
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 22 (pokrac.)

[W‘Z‘A‘ 1 [9‘10‘ ‘ 15‘17‘2W 8 105‘106‘ 55‘66 58‘70 ‘

]
arri oty oIrrpn orrr) afrr) i)
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 46, faze |

Stav B-stromu pred zahajenim mazani

[T2]=T ] (ool T1 [T “felel 11 (s 1) fse]o] T ]
rr ity oIrrpn orrr) afrr) Lin)
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 46, faze | (pokrac.)

1. Po smazani kli¢e 46 obsahuje stranka P n - 1 klicQ, tj.
pouze Kkli¢ 45.

2. Sourozenec S obsahuje pfesné nez n klicd, musime
slucovat stranky.

3. VSechny klice z S presuneme do P.

4. Stranka P je prvnim potomkem stranky A, presuneme tedy
i prvni klic z A do P.
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 46, faze | (pokrac.)

Vysledek faze 1

[s]v]a] ) [45]50 55 es) [s]0] T ]

[z« ] [oTe[ T [(TTT)
(LI iy CCfri) [HHJ [HH] CLITT)
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 46, faze I

1. Ve strance A z(stalo jen n - 1 klic{i, coz odporuje definici
B-stromu.

2. Sourozenec B obsahuje presné n klicd, musime i na této
Urovni provest slucovani stranek.

3. Presuneme klic 67 ze stranky A do stranky B.

4. A stejné tak do B presuneme i jeden klic¢ z rodicovske
stranky C.

5. Tim doslo ke zruSeni korenové stranky a ke snizeni vysky
B-stromu.
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 46, faze Il (pokrac.)

217 sTol ] BEE "alm=ls) [T 1) (0] ]

[
(rr ity CIrrn orrr) afrr) Lin)
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 46, vysledek

[ Tefwl)

(Q‘WO‘ ‘ 1517 21‘ 45‘50‘55‘66]
|

) LD arrny L) il
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Priklad mazani v B-stromu - smazani kli¢u 1, 17 a 55

Klice 1,17 a 55 se nachazi v listovych strankach, kde je
dostatecny pocet kli¢i na to, abychom je mohli jednoduse

smazat.

[ Tefwl)

(o] T ] [s[a] T 1
) L) Garrny L) Cril)
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Priklad mazani v B-stromu — smazani klice 44

1. Kli¢ 44 se nachazi ve vnitfni strance.
2. Nahradime jej nejblizSim vétSim klicem, tj. klicem 45.

Vysledny strom

" Telele)

(o] T ] [l T 1
) iy Garry i) L)

B-strom se nyni nachazi ve stavu, kdy listové stranky jsou
naplnény na minimalni pripustnou Uroven. Smazani
jakéhokoliv klice zplsobi slouceni stranek.
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 4

1. Po smazani klice 4 obsahuje stranka P pouze n - 1 klic(.

2. Sourozenec S obsahuje presné n klica.

3. Klice z S presuneme do P.

4. Do P presuneme i kli¢ 5 z rodicovské stranky R, protoZze v R

by jinak jeden odkaz na potomky prebyval.

Vysledny strom

(TTT) [s[a T [sofes[ T ]
) i) i) ity L)
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Priklad mazani v B-stromu — smazani klice 45

Strom pred smazanim klice 45

[alele]

1. Kli¢ 45 se nachazi ve vnitfni strance R.

2. Nahradime jej nejblizSim vétsim klicem, tj. klicem 50.

3. Tim jsme prevedli smazani klice 45 na smazani klice 50.
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 45 (pokrac.)

~ o u &

Po smazani klice 50 obsahuje stranka P pouze n - 1 klic(.
Sourozenec S obsahuje presné n klic(.
Klice z S presuneme do P.

Do P presuneme i nejblizsi vétsi klic nez 45, tj. klic 57,
z rodicovskeé stranky R, protoZe v R by jinak jeden odkaz na
potomky prebyval.
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 45 (pokrac.)

Vysledny strom
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Priklad mazani v B-stromu — smazani klice 15

Po smazani 15 z(stalo ve strance P pouze n - 1 klicd. Musime
tedy presunout pres stranku R jeden kli¢ ze stranky S.
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Priklad mazani v B-stromu - smazani kli¢d 9, 10 a 67

Smazani klicd 9, 10 a 67 je velice jednoduché.
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Priklad mazani v B-stromu — smazani klice 2

Po smazani 2 zlistalo ve strance P pouze n -1 klic¢{i. Sourozenec
S obsahuje n klict, dojde tedy ke slucovani stranek.

,EIIII

_—

R T
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Priklad mazani v B-stromu — smazani klice 70

12

21

70
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klic¢e 70 (pokrac.)

Po smazani 70 zistalo ve strance P pouze n - 1 klic(.
Sourozenec S obsahuje vice n klic(, dojde tedy k pfesunu 66
z R do P a nejblizSiho mensiho klice z S do R.
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Priklad mazani v B-stromu — smazani klice 21

Smazani klice 21 je velice jednoduché.

[50 1
L )
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Priklad mazani v B-stromu — smazani klice 5

Smazani klice 5 je zrejme.

| 1
[ )

g (125066 | 68] S[ |
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Priklad mazani v B-stromu - smazani klice 5 (pokrac.)

Stranka P se stala novym korenem, a soucasné jedinou

strankou, B-stromu.

"

50

66

68]

[

)

Smazani klicd 12, 50, 66 a 68 je uz trivialni zaleZitosti.
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Dékuji za pozornost
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