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Strategie reseni rozdél a panuj

Nasobeni velkych celych cisel



Nasobeni velkych celych Cisel

- Nasobeni ,béznych” celych cisel resi
procesor.

- Co nasobeni mnohem vétsSich Cisel, se
stovkami Cislic? Napriklad v kryptografii.

- Urcité by Slo implementovat algoritmus 2
podobny pisemnému nasobeni. 3

N W O N
NITO N &~ W

- Jeho provedeni vyzaduje n? nasobeni
Cislic, kde n je pocet Cislic.
Otazka k reseni
Lze to provest rychleji? Nebo je toto nejlepsi mozny
algoritmus?
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Nasobeni velkych celych cCisel - nasobeni 23 a 14

Urcime dekadicky rozvoj Cisel

2-10'+3-10°
1-10" +4-10°

23
14

A oba rozvoje mezi sebou vynasobime

23 x 14

(2-10"+3-10%) x (1-10" + 4- 10°)
(2x1)-10%2+(2x4+3x1)-10" + (3 x4)-10°
= 322

Pro vypocet jsme potfebovali 4 nasobeni (oznacena x), tj. n?
nasobeni.

338/355



Nasobeni velkych celych Cisel - nasobeni 23 a 14 (pokrac.)

Prostfedni vyraz (desitky) lze vyhodnotit i takto
2x4+3x1=(2+3)x(1+4)-2x1-3x4
Nevidéli jsme vyrazy 2 x 1 a 3 x 4 uz nékde...?
Obecnéji méjme a = a,a, a b = b;b, potom
c=axb=c,-10%+c,-10" + ¢,
kde

* ¢, =a, xb, je nasobek prvnich dislic,

* Co =0, x by je nasobek druhych cislic a

- ¢, =(a, +ay)x (b, +b,) - (c, + ¢,) je nasobek soucti ¢islic a
a b minus cislice ¢, a ¢,.
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Nasobeni velkych celych Cisel - rozdél a panuj

Méjme dvé n-ciferna Cisla a a b, kde n je sudé prirozené cislo.

Oznacime prvni polovinu cislic Cisla a jako a,, druhou polovinu
jako a,. Zapis a = a,a, budeme chapat jako

a=a,a

- .10n/2
109 = a, - 10777 + a,

Pro b = b, b, plati obdobny vztah.
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Nasobeni velkych celych Cisel - rozdél a panuj

Soucin ¢ = a x b mizeme zapsat jako

(a,- 1072+ ag) x (b, - 1072 + by)

(a, xb,)-10" +(a, xby+a,xb,)- Ty +(a, x by)
c, 10"+ ¢, -10"2 + c,,

©

kde

* ¢, = a, xb, je nasobek prvnich polovin,

" €, = a, x b, je nasobek druhych polovin a

- ¢, =(a, +ay) x (b, + by) - (c, + ¢,) je nasobek souctl
polovin Cisel @ a b minus soucet ¢, a .

Cisla c,, ¢, a ¢, vypocteme stejnym zplisobem - rekurzivni
algoritmus.

Ukonceni rekurze: n = 1 nebo ¢isla a, b lze nasobit pomoci HW3-41/355



Nasobeni velkych celych Cisel - pocet nasobeni

- Pocet nasobeni nutnych pro vypocet soucinu dvou
n-cifernych cisel oznacime jako M(n).

- Vypocet soucinu vyzaduje 3 nasobeni Cisel polovicni
velikosti. Nasobeni Cisel pro n = 1 vyzaduje jedno
nasobeni. Tedy

M(n)
M(1)

n
3M(—) n>1
> pron >
1
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Nasobeni velkych celych Cisel - pocet nasobeni (pokrac.)

- Metodou zpé&tné substituce pro n = 2F dostavame

M(2%) = 3M(2%7)=3[3m(2"?)] = 32m(2"2)

3iM(2k—i)

3km(2"k) = 3%
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Nasobeni velkych celych Cisel - pocet nasobeni (pokrac.)

* Vzhledem k tomu, Ze k = log, n dostavame dale

M(n) - 3log2n - nlogz3 ~ n1,585

Poznamky

1. Pro logaritmy plati a'°% ¢ = ¢'°%9.
2. Rekurze nemusi nutné pokracovat az k n = 1, lze skoncit dfive
a pro mala n pouzit bézny algoritmus.
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Nasobeni velkych celych cisel - pocet scitani a odcitani

- Jak je to ale se scitanim a odcitanim? Neni nizsi pocet
nasobeni vykoupen vysSim poctem scitani a nasobeni?

- Oznacme A(n) pocet scitani a odcitani pri nasobeni dvou
n cifernych cisel.

- Kromé 3A(§) operaci nutnych pro rekurzivni vypocet c,, ¢,
a ¢, potfebujeme 5 souctli a 1 odecitani (na slajdu 341
oznacena barevné), tedy

A(n)
A(1)

3A(g)+cn pron>1
1
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Nasobeni velkych celych €isel - pocet scitani a odc¢itani (pokrac.)

- Podle vztahu (??), Master theorem, dostavame
A(n) € ©(n'%3)

- Celkovy pocet scitani a odcitani roste asymptoticky
stejnou rychlosti jako pocet nasobeni.
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Nasobeni velkych celych cisel - historie

- Autorem algoritmu je sovétsky matematik Anatolij
AlexejeviC Karacuba (1937 - 2008), ktery jej predstavil
v roce 1960.

- Do té doby prevladal nazor, Ze tradicni algoritmus je
asymptoticky optimalni.

- TakZe ma smysl se zabyvat i jiz ,vyreSenymi“ problémy :-)

- Otazkou je kdy pouZzit standardni algoritmus a kdy
algoritmus zalozeny na strategii rozdél a panuj.
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Strategie reseni rozdél a panuj

Strassenovo nasobeni matic



Strassenovo nasobeni matic

- Je nasobeni matic pomoci strategie hrubou silou nejlepsi
mozné?
- Slozitost nasobent hrubou silou je ©(n3).

- Asymptoticky lepsi algoritmus predstavil Volker Strassen
v roce 1969.

- Vychozi ,objev" — nasobeni ¢tvercovych matix radu 2 lze
provest se 7 nasobenimi, na rozdil od 8 u hrubé sily.
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Strassenovo nasobeni matic radu 2

(qu CQ1) (aop GOJ),((bop bOJ)
Cio Ci1 Ao G4/ \byy by,

_ (m1+m4—n%+ny il 5 Wi )
m, +m, m, +m; -m, +m;
m, = (ago+a )by +byy) mg = (g, +0aqgq)by 4
m, = (a;5+0a;)byq Mg = (a;4-0g0)(bgo + by 7)
iy = aqdbq1'buﬁ m, = (g -a;,)(byq+by ;)
m, = a1n(b1p"bop)
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Strassenovo nasobeni matic

- PocCty operaci pro matice 2 x 2:
Hruba sila Strassen

Pocet nasobeni 8 7
Pocet scitani a odcitani 4 18

- Nasobit takto matice 2 x 2 je ocCividny nesmysl. Ale!
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Strassenovo nasobeni matic (pokrac.)

- Vztahy mzeme preformulovat na prevod nasobeni matic
n x n na podmatice radu g x % takto:

( Co0 ‘ Co ):( Ao ‘ Ao )x( By, ‘ By,1 )
Cio ‘ G Ao ‘Am B o ‘ B, 5

* Podmatici €y mUzeme vypocitat bud jako

Co,0 =400 * Boo *Ag1*Big

nebo jako
Coo =My +M, - Mg + M,

* Matice M, ...M, vypocCteme stejnym, rekurzivnim,
zplsobem.
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Strassenovo nasobeni matic - analyza sloZitosti

Pocet nasobeni M(n) pro matice n x n je dan rekurentni rovnici:

M(n)
M(1)

n
7M(—) rons>1
2) Pron>
1

Pfedpokladejme, Ze n = 2% a odtud dostavame
M(2%) = 7M(2%7) = 7[7M(2%2)] = 72m (272)

7iM (2[?—[)

7RM(2Kk) = 7k,
Protoze k = log, n a tudiz

M(n) - 7log2n - nlog27 ~ n2-807 . 3
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Strassenovo nasobeni matic - analyza slozZitosti, sCitani

- Neroste ale pocet scitani A(n) pro matice n x n prilis rychle?
- Pro nasobeni matic n x n potrebujeme:
1. vypocitat 7 podmatic radu % x % a
2. provest 18 s¢itani/odecitani podmatic fadu 2 x 2.
Takze

2
7A(g)+18(g) pron > 1

A1) = 0

>

—
S

~
1

- Podle vztahu (??), Master theorem, dostavame
A(n) € ©(n'°%7)
- Ztoho plyne, Ze Strassenovo nasobeni matic ma
asymptotickou slozitost © (n'°%27), coz je méné nez feseni
hrubou silou.
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