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Analyza slozZitosti algoritm

Zaklady analyzy slozitosti algoritm



Analyza algoritmu

Co analyzovat?

- spravnost
- Casova slozitost
- prostorova slozitost

- optimalita

MozZné pristupy

- empiricky a

- teoreticky
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Casova a prostorova slozZitost algoritmu

- Casova slozitost - jak dlouho algoritmus bude pracovat.

- Prostorova slozitost - kolik paméti bude algoritmus
potfebovat navic nez je samotné ulozZeni dat.

- Drive byly oba zdroje kritické.

- Diky pokroku ve vypocetni technice je paméti relativné
dost.

- Budeme zkoumat casovou slozitost — tady lze dosahnout
vyznamneéeho pokroku.

- Ukazuje se, Ze prostorovou slozitost lze zkoumat stejnym
aparatem jako casovou
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Méreni velikosti vstupu

- Trivialni pozorovani - vétsi data algoritmus obvykle
zpracovava déle.

- Zavedeme parametr n oznacujici velikost vstupnich dat,
ktery predstavuje napriklad:

- hledani v seznamu, poli - délka pole

- vyhodnoceni polynomu p(x) = a,x" + - +a,x +a, v bodé x
- stupen polynomu

- nasobeni matic typu n x n — rozmér matice. Skutecny pocet
Cisel na vstupu je ale n?, coZ je ale pofad zavislé na n

- kontrola pravopisu - pocet znak( nebo pocet slov, podle
toho s ¢im algoritmus pracuje
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Méreni velikosti vstupu (pokrac.)

- test prvociselnosti - vstupem je vzdy jedno cislo (?!) q,
doba béhu zavisi na velikosti ¢isla (srovnej test 23 a 254),
velikosti vstupu bude pocet bitl nutnych k zapisu Cisla

n =|log,al+1 ()

- grafové Glohy - pocet vrcholl a/nebo pocet hran - zde uz
jsou dva parametry
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Empirické méreni slozitosti

- Zadame vhodna (?) vstupni data a zmérime dobu béhu
programu v obvyklych jednotkach casu.
- Nevyhody:
- Zavislost na konkrétnim HW, zplsobu implementace,
kompilatoru.
- Chceme méfit sloZitost algoritmd — nemame prostredky pro
zachyceni vyse uvedenych vliva.
- Vyvoj HW - znamena to, Ze se algoritmy zrychluji? Ne, ty
zUstavaji stejné.
- Pocet operaci provedenych programem lze obtizné zjistit
- Chceme se obejit bez implementace - zkoumame prece
algoritmy.
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Casova slozitost algoritmu

Casovou slozitost algoritmu budeme vyjadfovat (méfit)
poctem vykonanych zakladnich operaci vzhledem k (jako
funkci) velikosti vstupu n:

kde

- n je velikost vstupu,
- T(n) je doba béhu algoritmu,

" Cop i€ doba vykonani jedne zakladni operace a

- C(n) je pocet zakladnich operaci.
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Zakladni operace

Typické operace pro dany algoritmus, které vyznamné prispivaji
ke celkové ,dobé béhu“ algoritmu.

Problem Méritko vstupu Zakladni operace

Hledaniprvkuvse- PocCet prvk(l v se- Porovnani prvki

znamu znamu

Nasobeni matic Rozméry matic Aritmeticke opera-

ce (nasobeni)

Test prvocCiselnosti  Pocet bitd Cisla Déleni Cisel

Grafové Ulohy PocCet vrcholl  Zpracovani vrcholu
a / nebo hran Ci prichod hranou
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Radovy rust slozitosti

Ke vztahu

je potreba ale pristupovat ,s rezervou®, protoze

1. C(n) nebere v Uvahu vliv jinych operaci nez zakladnich a

2. Cpp nelze spolehlivé zjistit.

Vztah chapeme jako rozumny odhad doby béhu algoritmu,
mimo extrémné malych n.
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Radovy rust slozZitosti (pokrac.)

Problém

Kolikrat rychleji pobézi muj algoritmus na pocitaci, ktery je 10x
rychlejSi nez mij soucasny pocitac?

Reseni

Samozrejmeé 10x, Cop je desetinove.
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Radovy rust slozZitosti (pokrac.)

Problém

Kolikrat déle pobézi mij algoritmus pro dvojnasobné velky
vstup, kdyz C(n) = 2n(n - 1)?

ReSeni
Aproximujeme shora pocet operaci C(n)

1 1 5 1 1 5
C =S = —1 = = - = =

a odtud ]
T2n) _SpC2M SN 42

T(n) = c,,Cn) Inz 2
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Radovy rust slozZitosti (pokrac.)

Podstatné

Kvadraticky rdst slozitosti - mluvime o fadovém ristu.

Zanedbano

Linearni ¢len %n
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Radovy rust slozZitosti (pokrac.)

Tabulka ukazuje, jak rychle, ¢i pomalu, rostou hodnoty
vybranych funkci pro rizna n.

Hodnota funkce tj. pocet operaci C(n)
n |log,n n  nlog,n n* n? 20 n!
10 | 3,3 10" 3,3-10" 10%2 10° 103 3,6-10°
102 | 6,6 102 6,6-102 10* 10° 1,3-10%° 9,3-10"
10| 10 10® 1,0-10* 10® 10° n/a n/a
10| 13 10* 1,3-10° 10% 10" n/a n/a
10° | 17 10° 1,7-10% 10'° 10"° n/a n/a
10| 20 10% 2,0-107 10" 10" n/a n/a

Pro malé n je rozdil mezi hodnotami funkci vcelku nezajimavy,
ale pro zvétsujici se n mize byt rozdil propastny.
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Radovy rust slozZitosti (pokrac.)

Poznamky
+ Zaklad logaritmu neni podstatny: log, n = log, b - log, n.

- Pocitaci s rychlosti 102 (tisic miliard) operaci za sekundu
trva provedeni 2790 = 1,3 . 103 operaci cca 40 miliard let.
Stari Zemé je cca 4,4 miliard let.

- O provedeni 100! operaci nebudeme ani uvazovat...

Algoritmy s exponencialni nebo faktorialovou radovou
slozitosti jsou pouzitelné jen pro velice malé velikosti vstupu!
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Radovy rust slozZitosti (pokrac.)

Problém

Kolikrat déle pobézi mij algoritmus pro dvojnasobné velky
vstup, pro algoritmy s rliznym fadovym rdstem?

n |log,n n nlog,n n> n® 2" n!

2n | +1  2x  =2x  4x 8x (..)° nla

protoze
log,(2n) = log,2 +log,n =1+log,n

22n _ (2n)2
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Analyza slozZitosti algoritm

Nejhorsi, nejlepsi a primérny pripad



Nejhorsi, nejlepsi a primérny pripad

- Pocet zakladnich operaci udavame jako funkci s jednim
parametrem n, velikosti vstupu.

- Nékteré algoritmy mZzou mit i pro stejné n rizné pocty
zakl. operaci, napriklad algoritmus linearniho vyhledavani.

Vstup : Pole A[0...n - 1] a hledany prvek x
Vystup: Index prvniho vyskytu prvku x v poli A, jinak -1
1 fori <« 0ton-1do
2 if A[i] = x then
3 ‘ return i
4 end
5 end
6 return -1;
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Nejhorsi, nejlepsi a prumérny pripad (pokrac.)

Vyznamné pocty zakladnich operaci:

* C,orst(N) — nejhorsi pripad, nejvyssi pocet operaci

* Cayg(n) - prameérny pripad, primérny pocet operaci.
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Nejhorsi pfipad C ..(n)

- Analyzujeme algoritmus a hledame vstup velikosti n pro
ktery nastane nejvyssi mozny pocet operaci.

- Nejhorsi pripad poskytuje horni mez slozitosti, vSechny
ostatni pfipady jsou bud stejné nebo lepsi.

- Nizky pocet operaci v nejhorSim pripadé - pozitivni zprava.
Priklad
Linearni vyhledavani: prvek x v poli A neni nebo je nalezen az

na konci, tedy C,,.,«(n) = n.
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Nejlepsi pfipad C,,(n)

- Obecné hledame vstup velikosti n, pro ktery algoritmus
vykona nejmensi pocet operaci.

- Vétsinové nejlepsi pripad neni tak dilezity jako nejhorsi
pripad.

- Vstupy ,podobné” , blizké" nejlepSimu. Tridéni temér
setrfidénych posloupnosti.

- Nejlepsi pripad s ,désivym“ poCtem operaci — obecné
Spatna zprava a ,konecna“ pro algoritmus. Ale pro Sifrovaci
algoritmus je ,désivy“ pocet operaci kryptoanalyzy
i nejlepSim pripadé nezbytny.

Priklad
Linearni vyhledavani: prvek x je prvnim prvkem v poli A,
Cpese(n) = 1.
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Primérny pripad Carg(M)

- Pocet operaci v primérném, ,typickém* ,ndahodném*
pripadé (nejlepsi a nejhorsi pripady jsou extrémy).

- Nejedna se o primér nejlepsiho a nejhorsiho pripadu!

- Musime brat v Gvahu pravdépodobnosti jednotlivych
moznych vstupl velikosti n.

- Analyza primérného pfipadu je tudiz komplikovanéjsi nez
predchozich dvou.

- Existuji algoritmy, kde se nejhorsi a priimérny pocet
operaci znacné lisi, napr. QuickSort.
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Primérny pripad Cavg(n) - linearni vyhledavani

Predpoklady

1. pravdépodobnost Uspésného vyhledani p, kde 0 < p <1
2. pravdépodobnost nalezeni na vSech pozicich v poli je

shodna a je rovna %
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Primérny pripad Cayg(n) — linedrni vyhledavani (pokrac.)

Uspésné vyhledani

- nalezeni na prvni pozici — jedno porovnani
s pravdépodobnosti 2,

- nalezeni na druhé pozice - dvé porovnani
s pravdépodobnosti %, a tak dale, tedy

1
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Primérny pripad Cayg(n) — linedrni vyhledavani (pokrac.)

Nelspésné vyhledani

- pravdépodobnost nelspéchu je 1 - p a provedeme n
porovnani, tj. n(1 - p)

Odtud
_ (4P . ,P P P
Cavg(n) = (‘IE+2H+---+IH+~--+nH)+n(1—p)
= %(1+2+---+i+---+n)+n(1—p)
1
= 2[2n(n+ n]en@a-p)

.
= Ep(n+1)+n(1—p)
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Primérny pripad Cayg(n) — linedrni vyhledavani (pokrac.)

Rozbor

+ vzdy Gspésné hledani, p = 1 a tedy C,,4(n) = 2(n+1)

- neuspésneé hledani, p = 0 a tedy Cavg(n) =n
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Amortizovana slozitost

- Nezkoumame jeden, izolovany, béh algoritmu, ale
zkoumame ,sadu” béh( s rliznymi vstupy stejné velikosti.

- Zajima nas celkovy pocet operaci za sadu.

- PocCet operaci pro jeden vstup ze sady mlzZe byt sice
vysoky, ale je vyvazen, ,amortizovan® vyrazné mensim
poCtem operaci pro dalsi vstupy ze sady.

- Napfriklad jeden ze vstup(l zplsobi rozsahlou zménu
v datové strukture a diky tomu zpracovani dalSich vstupd
probéhne snadnéji.

-V primyslu je napriklad nakup drahého stroje amortizovan
levnéjsi vyrobou vyrobku.
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Zdroje pro samostatné studium

- Kniha [2], kapitola 21, strany 42 - 51
- Kniha [3], kapitola 2.2, strany 25 - 34 (Castecné)
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Analyza slozZitosti algoritm

Asymptotické notace slozitosti



Definice

Mé&jme funkce t(n) a g(n), kde t(n),g(n) : N = N. Rikame, ze
funkce t(n) patfi do 0(g(n)), jestlize existuje kladna nenulova
realna konstanta c a pfirozené Cislo n, 2 0 takové, ze

t(n) < cg(n)
pro vsechna n 2 n,.

Poznamka
Misto ,t(n) patfi do O(g(n))“ mizeme fikat, Ze ,t(n) je fadu
0(g(n))"
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O-notace graficky

t(n) € 0(g(n))

|
} — t(n)
} cg(n)
|
|
\q>) :
© |
E |
=
N |
< '
< |
|
|
n n
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O-notace - formalné spravny graf

Formalné jsou
definicnim oborem

i oborem hodnot
funkci t(n) i g(n)
prirozena Cisla = graf
by mél byt slozen
pouze z bodd, nikoliv
krivek. ‘ n

e t(n)
cg(n)

nezajimavée

ProloZime-li body kfivky = dostavame spojité funkce =
mulzeme pouzit k vypoctim matematickou analyzu (limity,
derivace atd.).
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O-notace - priklad 1

Zadani
Dokazte, ze 3n + 7 € O(n). -

X v - 3n+7
Reseni 4n

1. Hledame konstanty ¢ 40 - =
a n, takove, aby platilo

20 =
3n+7<cn

pro viechna n z n,,. 05 5 10 15

2. Je zfejmé, Ze nutné
¢ > 3. Zvolime-li napf.
C =4, pakng,=7.
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O-notace - priklad 2

Zadani
Dokazte, ze
3n+7 e 0(n?).

3n+7

4O .

Reseni

1. Hledame konstanty

c a n, takove, aby 20 | -
platilo /

3”+7SCH2 0 | |
0 5 10 15

pro vsechna n 2 n,,.
2. Zvolime-li ¢ = 1, pak
n, =5.
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O-notace - priklad 3

Zadani
Dokazte, ze 100n + 5 € 0(n?).

Reseni 4000 |
1. Plati, Ze 100n+5 < 100n+n —100n+25
2 3000 [ 101n |
pro vsechnan z 5.
2. Dale plati, ze 2000 - |
101n < 101n°. 1000 | |
3. Odtud 0 ]

100n +5<101n < 101n2
atedyc=101an,=5.
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O-notace - priklad 3 (pokrac.)

Dlikaz lze vést i takto:
100n +5 <100n +5n = 105n
pro vSechna n = 1. Z toho plyne, ze
105n < 105n?

atudiéc=105an0=0.

Definice O-notace nefika nic o jednoznacnosti hodnot ¢ a n,,
pouze pozaduje jejich existenci.
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Definice

Mé&jme funkce t(n) a g(n), kde t(n),g(n) : N = N. Rikame, ze
funkce t(n) patfi do Q(g(n)), jestlize existuje kladna nenulova
realna konstanta c a pfirozené Cislo n, 2 0 takové, ze

t(n) 2 cg(n)

pro vSechna n 2 n,,.
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Q-notace graficky

t(n) € Q(g(n))

i — t(n)
1 —cg(n)
N :
> |
('U |
E
T
N |
 ,
< |
n n

o
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0O-notace - priklad 1

zadani 1000 =
Dokazte, Ze plati n® € Q(n?). 800 2 s
N 600 |- =
Reseni
. . 400 + s
1. Zfejmé plati, ze n3 2 n? pro
. 200 (- |
vsechna n 2 0. 0 |
2. Tudiz mdzeme volit ¢ = 1 0 2 4 6 8 10

an0=0.
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0O-notace - priklad 2

Zadani
Dokazte, ze plati 3n + 7 € Q(n).

Reseni

1. Hledame konstanty ¢ a n,
takové, aby platilo

3n+72c¢cn

pro vSechna n 2 n,. 0 2 4 6 8 10

2. VWyraz 3n +7 2 3n je platny
pro vSechna n = 0, tudiz
c=3an,=0.
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Definice
Mé&jme funkce t(n) a g(n), kde t(n),g(n) : N = N. Rikame, ze

funkce t(n) patfi do ©(g(n)), jestlize existuji kladné nenulove
realné konstanty c,, c, a prirozené cislo n, 2 0 takové, ze

c,g(n) < t(n) < c,g(n)

pro vSechna n 2 n,,.
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O©-notace graficky

t(n) € ©(g(n))

1 — )
! —¢,g(n)
! c,g(n)
N :
> |
('U |
E
T
N I
()
< |
n n

o

189/397



©-notace - priklad

Zadani
Dokazte, e 2n(n - 1) € ©(n?).
ReSeni
1. Nejprve dokazeme pravou nerovnost t(n) < c,g(n)

(omezeni shora)

1 1, 1 1
-n(n-1)==n“-=-n<=n
2( ) 2 2

2

N

pro vsechna n 2 0.
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O-notace - priklad (pokrac.)

2. Levou nerovnost c,g(n) < t(n) (omezeni zdola) dokazeme

takto:

1 15
t(tn)==n(n-1) = —=n“--=n
(n)=3n(n-1) = zn’->

S B
-2 2
1. 15
> —n‘--n
2 4
15
> —n
4

Souhrnné tedy n” < 2n(n - 1) pro viechna n 2 2.

3. Z pfedchozich nerovnosti plyne, Ze ¢, = ¢, ¢, = 3 a ny = 2.
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O-notace - priklad (pokrac.)

5 0 I T [ ]

40

30

20

10
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Vlastnosti asymptotické notace

Zakladni vlastnosti:

1. f(n) € O(f(n))

2. f(n) € 0(g(n)) < g(n) € Q(f(n))

3. f(n) € 0(g(n)) Ag(n) € O(h(n)) = f(n) € O(h(n))
4. 0(f(n)) = O(f(n)) A Q(f(n))
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Vlastnosti asymptotické notace - vyuziti

Zadani
DokaZte, Ze plati 3n + 7 € O(n).

- 3n+7
Reseni 30 | 4n /

1. Z minulych prikladd vime,

. 20 |
ze 3n+7 € 0(n)
a soucasné 3n + 7 € Q(n). 10 | .
2. Proto plati, ze 0 [ R
Sy 0 2 4 6 8 10
3n+7 € 0(n).
3. Konkrétné ¢, =3,¢, = 4
any=7.
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Vlastnosti asymptotické notace - vypocet sloZitosti

- Algoritmus A se sklada z casti A, a A,.

- Casti algoritmu se vykonavaji po sobé, tj. po dokonceni A,
se zaCne vykonavat A,.

- Slozitost Casti A, je t,(n) € O(g,(n)), sloZitost casti A, je
t,(n) € 0(g,(n)).
- Otazka zni - jaka je celkova slozitost algoritmu A?
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Vlastnosti asymptotické notace - pomocné lemma

Lemma
Méjme libovolna realna cisla a4, a,, b,, b,. Potom plati

a,<b,na,<b, = a,+a,<2max(b,,b,).
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Vlastnosti asymptotické notace - pomocné lemma (pokrac.)

Dikaz.
Z predpokladu vime, ze

a, < b,
@, < b2
a,+a, < b,+b,

Dale plati, ze
b, + b, < 2max(b,,b,).

Odtud dostavame
a, +a, < b, +b, <2max(b,,b,).
O
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Vlastnosti asymptotické notace - vypocet sloZitosti

Véta
Pokud t,(n) € O(g,(n)) a soucasné t,(n) € 0(g,(n)), potom

t,(n) + t,(n) € O(max(g,(n), g,(n)))

Poznamka

Shodné tvrzeni mizeme vyslovit i pro Q a © notaci.
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Vlastnosti asymptotické notace - vypocet sloZitosti (pokrac.)

Dikaz.
Protoze t,(n) € O(g,(n)), tak existuje kladna nenulova
konstanta ¢, a nezaporna konstanta n, takova, ze

t,(n) < c,g,(n) Vnzn,.

Obdobné
t,(n) < c,g,(n) Vn 2 n,.
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Vlastnosti asymptotické notace - vypocet sloZitosti (pokrac.)

Dikaz.
Oznacme ¢y = max(c,,c,) a n, 2 max(n,, n,). Potom plati

IN

LM+ () < €9, +c0,(n)
C39, (n) i C3gz(n) = C3[g1 (n) N gz(n)]

2c, max(g, (n), g,(n))

IN

IN

Tudiz t,(n) + t,(n) € O(max(g,(n), g,(n))), protoze existuji
konstanty ¢ = 2¢; = 2 max(c,,C,) @ n, = max(n,, n,). O

Celkovou slozitost algoritmu urcuje cast algoritmu s nejvyssi
slozitostl.
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Vlastnosti asymptotické notace - vypocet slozitosti, priklad

Zadani
Test, zda se v poli vyskytuji dvé shodné hodnoty.
Reseni

1. Setridéni pole nevyzaduje ne vice nez %n(n - 1) porovnani,
tj. slozitost tfidy O(n?).

2. Porovnani vSech dvojic sousednich prvk( bude vyZadovat
n - 1 porovnani, tj. slozitost tridy O(n).

Celkova sloZitost algoritmu je tedy O(max(n?, n)) = 0(n?).
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Vyuziti limit k vypoctim

Rychlost ristu funkci lze snadnéji pocitat pomoci limit:

tn) 0 t(n) roste pomaleji nez g(n)

nl|_)rgo QT =41 ¢ t(n) roste stejné rychle jako g(n)

~

o t(n) roste rychleji nez g(n)
Je zfejme, Ze:
t(n) € O(g(n)) < t(n) roste pomaleji nebo stejné rychle nez g(n)

t(n) € Q(g(n)) < t(n) roste stejné rychle nebo rychleji nez g(n)
t(n) € ©(g(n)) < t(n) roste stejné rychle jako g(n)

202/397



Vyuziti limit k vypoctim (pokrac.)

Nékteré uzitec¢né vzorce
'Hospitalovo pravidlo

t(n) i t'(n)

lim —~ )

n-e g(n) n-e g'(n)

Stirlinglv vzorec

e (2
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Vyuziti limit k vypoctim - priklad |

Srovnejte rychlost rlstu funkci %n(n -1)an?.

i %”(”'1) L n?-n
nl—mo n2 - Enl—[rc]o n2
1 .. 1
- L
2n|—>ngo n
= 1(lim 1-lim l)
n—oo n—oo f]
1 1
= —1— = —
2( 0) 2>0

Funkce %n(n - 1) a n? rostou stejné rychle, tedy

%n(n 1) e 0(n?)
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Vyuziti limit k vypoctim - priklad 1l

Srovnejte rychlost rdstu funkci log, n a Jn.

l l '
og,n lim(ogzn)

lim = -
n—oo \/ﬁ n—oo (\/ﬁ)
_ (log, €)1 4
= i -(esaln o
2/n 2/n
2
= log,e lim —\/ﬁ

n—oo n
' 1
= 2log,elim — =0
n—oo /n

Funkce log, n tedy roste pomaleji nez Jn.
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Vyuziti limit k vypoctim - priklad 111

Srovnejte rychlost rdstu funkci n'a 2",

n
n! . “277”(%)
. lim ——————
n—co 2N n—oo n

\/_n—)oo
i1

n—oo

’§_.
|
1

Poznamky
- Funkce n! tedy roste rychleji nez 2".

- Definice ©-notace nevylucuje, ze n! € Q(2"), ale vypocet
podle limity jasné fika, Ze n! roste rychleji nez 2"
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Zakladni tridy slozZitosti

PrestoZe teoreticky existuje nekonecné mnoho trid sloZitosti,
sloZitost vétSiny algoritm( padne do nékolika malo tfid.

Trida Jméno Poznamka
1 konstantni sloZitost nezavisi na velikosti vstupu;
jen velmi malo algoritm
logn logaritmicka typicky algoritmy redukujici velikost
vstupu konstantnim faktorem; vyhle-
davani pllenim intervalu

n linearni algoritmy zpracovavajici seznam o n
prvcich; napr. sekvencni vyhledavani
nlogn linearné- ,rozdél a panuj“ algoritmy; primérné

logaritmicka slozitosti QuickSortu, MergeSortu
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Zakladni tridy slozitosti (pokrac.)

Trida Jmeéno Poznamka
n? kvadraticka ~ obecné algoritmy se dvéma vnore-
nymi cykly; elementarni metody tfi-
déni, scitani matic typu n x n
n3 kubicka obecné algoritmy se tfemi vnore-
nymi cykly; nasobeni matic typu n x
n

2" exponencialni A o
typicky generovani vsech podmno-

zin n prvkové mnoziny

n! faktorial
typicky generovani vsech permuta-

ci n prvkové mnoziny
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Vliv multiplikativni konstanty

- Trida slozitosti je dana az na multiplikativni konstantu,
ktera obvykle neni presné specifikovana.

- Mohl by tedy algoritmus s vyssi tridy slozitosti bézet, pro
néjaké rozumné n, rychleji nez algoritmus z lepsi tridy?
Napriklad:

Algoritmus Doba béhu
A n3
B 10%n?
- Multiplikativni konstanty obvykle nabyvaji podobnych,
relativné malych, hodnot.

A bude lepsi nez B
pro n < 108.

- Lze ocekavat, Ze algoritmy s nizsi slozitosti budou lepsi
nez ty vyssi sloZitosti uz pro stredné velké vstupy.
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Zdroje pro samostatné studium

- Kniha [2], kapitola 2.2, strany 52 - 61
- Kniha [3], kapitoly 31 a 3.2, strany 49 - 63
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Analyza slozZitosti algoritm

Analyza nerekurzivnich algoritm{



Nalezeni nejvétsiho prvku v poli n cisel

Vstup : Pole A[0...n - 1] celych Cisel
Vystup: Nejvétsi prvek pole A
max < A[0];
fori «1ton-1do

if A[i]> max then

‘ max « A[il;

end
6 end
7 return max;

=y

g >~ W N
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Nalezeni nejvétsiho prvku v poli n €isel (pokrac.)

Pracovni postup

1. Velikost vstupu - velikost pole n
2. Zakladni operace:
- nejcastéji vykonavané operace jsou uvnitf cyklu -
porovnani A[i] > max a pfifazeni max < A[i]
- zakladni operaci bude porovnani, protoze se
- provede v kazdém prichodu cyklem,
- je to klicova operace pro algoritmus, ,Kolik dvojic prvki
musim porovnat, abych nasel maximum?“
3. PocCet porovnani je stejny pro vsechny vstupy velikosti n,
neni nutné rozliSovat mezi nejlepsim, primérnym
a nejhorsim pfipadem
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Nalezeni nejvétsiho prvku v poli n €isel (pokrac.)

4. Pocet zakladnich operaci, porovnani, C(n) bude roven
n-1
C(n):Z1 =n-1¢€ 0(n).
i=1

5. Zavér: Nalezeni nejvétsiho prvku v poli n Cisel je linearni
algoritmus.
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Nalezeni nejvétSiho prvku v poli n Cisel, vSechny operace

Pocet operaci

Popis

1
1
n-1
n-1
n-1
n-1
1

prifazeni max « A[0]
prifazenii « 1
porovnaniisn-1

zvysenii o1

porovnani A[i] > max
prirazeni max « A[i]
vraceni vysledku return max

4n-1)+3 =4n-1€ O(n)

Zavér: Nalezeni nejvétsino prvku v poli n Cisel je linearni

algoritmus.
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Obecny postup urceni casové slozitosti nerek. algoritmd

1. Volba parametru, ¢i parametr(, reprezentujiciho velikost
vstupu n.

2. Nalezeni zakladnich operaci algoritmu (jsou to ty v nejvice
vnoreném cyklu!).

3. Zavisi pocet zakladnich operaci jen na velikosti vstupu?
Pokud zavisi i na nécem dalsim, musime zkoumat nejhorsi,
nejlepsi a primérny pripad zvlast.

4. Sestaveni vztahu, resp. vztah(, (,vzoreckd”) vyjadrujicich
pocet, resp. pocty, provedeni zakladnich operaci.

5. ZjednodusSeni sestavenych vztahl a, nebo aspon,
stanoveni radového rdstu.
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Uzitecneé souctove vzorce

Konkrétné

i1 =n e 0(n) (7)
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UZitecné souctove vzorce (pokrac.)

n ) an+1 _
a=1+a+a’+-+a" = y proa# 1 (10)
£ a-1
Konkrétné
n .
Zz, 220421 4k 2" = 2M1 -1 € O(27) (11)

i=0
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Unikatnost prvkd v poli

Je dano pole o n prvcich. Nasim Ukolem provést analyzu
algoritmu, ktery zjisti, zda vSechny prvky v poli jsou navzajem
rtizné, Cili unikatni.
Vstup : Pole A[0...n - 1]
Vystup: Vraci true, pokud jsou vSechny prvky unikatni,
jinak vraci false
1 fori <« 0ton-2do
2 forj «i+1ton-1do
if A[i] = A[j] then
‘ return false;
end
end

€2 B N V]

[<}]

end
return true;

0
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Unikatnost prvki v poli (pokrac.)

Vizualizace algoritmu -
J . Legenda

0 — =
M dvojice, které je nutné

otestovat

prvek sam se sebou
neni nutné testovat

dvojice testované
v predchozich
prichodech cyklem
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Unikatnost prvki v poli (pokrac.)

Pracovni postup

1. Velikost vstupu - velikost pole n

2. Zakladni operace - nejvice vnoreny cyklus obsahuje
jedinou operaci, porovnani A[i] = A[j]

3. Zavislost pouze na n? Ne, pocet zakl. operaci zavisi i na
tom, zda se v poli objevi shodny prvek. Tudiz provadime
analyzu nejhorsiho, nejlepsiho a primérného pripadu.

4. Sestaveni vztah(. Pro nejhorsi pfipad je z vnitfniho cyklu

je patrné, Ze nesmi dojit k pred¢asnému ukonceni cyklu,
a to bud:

41 protoze vSechny prvky jsou unikatni nebo
4.2 je shodna az posledni dvojice.
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Unikatnost prvki v poli (pokrac.)

Tudiz provedeme:
- jedno porovnani pro kazdy priichod vnitfnim cyklem, tj.
j=i+1,..,n-1
- vnéjsi cyklus, v kazdém svém priichodu, zopakuje cely
vnitrni cyklus , tj.i =0,...,n -2
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Unikatnost prvki v poli (pokrac.)

Cworst(n) = z Z 1 podle (6)
n-2 n-2
=D Un-D-(@i+D)+1]=) (n-1-i)
i=0 i=0
n-2 n-2
=>(n-1-> podle (3)

podle (4) a (8)

i=0 2
=(n-1)> (n—2)2(n—1) podle (6)
%n(n 1) %nz € 0(n?)
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Nasobeni Ctvercovych matic

Nasim Ukolem je provést analyzu algoritmu pro vypocet
soucinu C = AB dvou ctvercovych matic A a B radu n.

Z definice jsou prvky matice rovny skalarnim soucintim radkd
matice A se sloupci matice B.

A B C
Cij = D Gipby,
* - k=0
rowi |[TTTT] Clij] s
pro vsechna
col.J 0<i,jsn-1

Cli,j1=A[i,0]xB[O0,j]+-+A[i,R]1x B[R, j]+-+A[i,n-1]xB[n-1,j]
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Nasobeni ¢tvercovych matic (pokrac.)

Vstup : Dvé Ctvercové matice Aa B radun
Vystup: Ctvercova matice C fadu n, kde C = AB
1 fori <« 0ton-1do
forj < 0ton-1do
Cli,j] < O;
fork <« 0ton-1do
| Cli,j] « CLiijl+ Ali, k]  BLk, 1,
end
7 end

o W N

s end
9 return C;
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Nasobeni ¢tvercovych matic (pokrac.)

Pracovni postup

1. Velikost vstupu - fad matice n

2. Zakladni operace:
- nejvice vnoreny cyklus obsahuje dvé operace - scitani
a nasobeni,
- v kazdém priichodu se obé provedou pfesné jedenkrat,
- historicka tradice veli pocitat nasobeni (byvalo mnohokrat
pomalejsi nez scitani),
- zavedeme M(n) jako celkovy pocet nasobeni.
3. Pocet operaci zavisi pouze na n - nejhorsi, nejlepsi

a priimérny pripad splyvaji
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Nasobeni ¢tvercovych matic (pokrac.)

4. Sestaveni vztah( - pocet nasobeni v nejvnitinéjsim cyklu

il

S

1
0

=
1l

Celkovy pocet nasobeni je roven

S
1
—_
S
I
-
S
I
—_

M(n) = 1

w
o
—.
1l
o
=~
1
o
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Nasobeni ¢tvercovych matic (pokrac.)

Pomoci vztaht (4) a (6) postupné dostavame

n-1n-1 n-1n-1 n-1n-1
M(n) = (n—‘I—O+‘I)=Z n=nz 1
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
n-1 n-1 n-1
= nZ(n—‘I—0+1)=n n=n?>> 1
i=0 i=0 i=0
= n’(n-1-0+1)
=] n3
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Nasobeni ¢tvercovych matic (pokrac.)

Neformalni postup

1. algoritmus musi vypocitat n x n prvk( matice C

2. kazdy prvek matice C je vypocten jako skalarni soucin
i-tého radku matice A a j-tého sloupce matice B

3. rfadky i sloupce maji n prvkd, které musime vynasobit
4. celkem tedy n? x n = n3 nasobeni
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Nasobeni ¢tvercovych matic (pokrac.)

Doba béhu algoritmu na konkrétnim pocitaci
T(n) = ¢, M(n) = c,,.n*
zapoCteme-li i scitani
T(n) = c,,M(n) + ¢ ,A(n) = c,,n> + c,n* = (c,, + c,)n?,

kde c,, resp. ¢, je doba trvani nasobeni resp. scitani, A(n) je
pocet operaci scitani, plati A(n) = M(n).

Shrnuti

Doba béhu algoritmu se mdZze, v zavislosti na konkrétnim
pocitaci, ménit, ale Fadova slozZitost algoritmu (n3) zlistava.
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Pocet bitl v binarnim zapisu cisla

Nasim Ukolem je analyzovat algoritmus, ktery pro dané
prirozené Cislo n vypocte pocet bitl nutnych pro zapis cisla n

v binarni soustaveé.
Vstup : Prirozené cCislo n

Vystup: Pocet bitl v binarnim zapisu cisla n
count « T,
while n > 1 do
count « count +1;
n < |n/2
end
return count;

o W N

- Velikost vstupu - jedno Cislo?
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Pocet bit(l v binarnim zapisu Cisla (pokrac.)

- Zakladni operace - scitani, déleni, porovnani s 1?

- Nejdllezitéjsi je, v tomto pripadé, urcit pocet priichodd
cyklem. Pocet porovnani je o jedna vétsi nez pocet
prichod( cyklem.

- Hodnota Cisla n se v kazdém prlichodu cyklem zmensuje
na polovinu, coz vede ke vztahu

|log, n] +1

a coz odpovida vztahu (2).

- K odvozeni budeme potrebovat umét resit rekurzivni
rovnice...
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Zdroje pro samostatné studium

- Kniha [2], kapitola 2.3, strany 61 - 70
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Analyza slozZitosti algoritm

Analyza rekurzivnich algoritm{



Vypocet faktorialu

Nasim Ukolem je analyzovat rekurzivni algoritmus, ktery pro
dané prirozené cislo n vypocte jeho faktorial n!.

1 pron=0
n!= ..
n(n-1) jinak

Function F(n)
Vstup: Prirozené cislo n

Vysledek: Hodnota n!
if n =0 then
‘ return 1,
end
return n x F(n - 1),

-

ga & w N

end

[e)]
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Vypocet faktorialu (pokrac.)

- Velikost vstupu — jedno cislo. Budeme brat v Gvahu pocet
bitl? Ne, bylo by to komplikované.

- Zakladni operace - nasobeni. Alternativné lze uvazovat
pocet porovnani n = 0, které odpovida poctu volani
funkce F.

- Bude nas zajimat pocet nasobeni M(n) v zavislosti na
Cisle n
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Vypocet faktorialu (pokrac.)

- Pro n > 0 se funkce F(n) pocita jako
F(n)=F(n-1)xn

a odtud
M(n)=M(n-1)+1, (12)
kde
M(n -1) vypocet funkce F(n-1) a
1 vynasobeni vysledku F(n - 1) cislem n.

- Hodnota M(n) neni definovana explicitné tj. jako funkce n
napfiklad n3, ale implicitn& pomoci vztahu zaloZzeném na
hodnoté totozné funkce pro jiné prirozené Cislo, konkrétné
n - 1.)de o tzv. rekurentni (rekurzivni) vztah.
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Vypocet faktorialu (pokrac.)

Poznamka
Explicitni Implicitni
vyslovny, primy, jasny, zfetelny zahrnuty, obsazeny, ale nevyjadre-

ny primo
otevrené, pfimo vyjadreny, nene- nikoli zjevny, samo sebou se rozu-

chavajici nic zamlceného, skrytého  méjici

vyznamove navzajem opacna slova

Priklad

Explicitné: Lzete.

Implicitné: O pravdivosti vaseho tvrzeni by se dalo
s Uspéchem pochybovat.
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Vypocet faktorialu (pokrac.)

- Cilem je najit najit explicitni vyjadreni M(n).

- Vztah M(n) = M(n - 1) + 1 neni jednoznacny, pro
jednoznacné reseni je nutné definovat pocatecni
podminku.

- Podminka

if n =0 then
return 1,
end
nam fika:
1. nejmensi n pro které se algoritmus provede jen =0 a

2. vtomto pfipadé algoritmus neprovede zadné nasobeni,
tudiz M(0) = 0.
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Vypocet faktorialu (pokrac.)

- Celkoveé tedy pro vypocet M(n) plati

M(n) = M(n-1)+1pron>0
M(@O) = 0

- Soustavu budeme reSit metodou zpétné substituce. Do
M(n) =M(n-1)+1
dosadime za M(n - 1) = M(n - 2) + 1

M(n)=[M(n-2)+1]1+1=M(n-2)+2
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Vypocet faktorialu (pokrac.)

a opét dosadime za M(n -2) = M(n - 3) + 1
M(n) = [M(n - 3)+ 1] +2 = M(n - 3) + 3.
Je zfejme, Ze

M(n)=M(n-i)+i

Poznamka

Spravnost této formule lze dokazat pomoci matematické
indukce.
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Vypocet faktorialu (pokrac.)

Pocatecni podminka je definovana pro n = 0, takze
musime dosadit za i = n a dostavame

=M(n-1)+1=-=M(n-i)+i=--=Mn-n)+n =
Shrnuti

1. Vysledek M(n) = n byl viceméné ocekavany.

2. Iterativni algoritmus provede stejny pocet nasobeni jak
rekurzivni navic bez rezie spojené se zasobnikem pro
volani funkci.

3. Dulezity je ale popsany pfistup jak resit rekurentni rovnice.
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Obecny postup urceni ¢asové slozitosti rekurzivnich algoritmu

1. Volba parametru, ¢i parametr(, reprezentujiciho velikost
vstupu n.

2. Nalezeni zakladnich operaci algoritmu.

3. Zavisi pocet zakladnich operaci jen na velikosti vstupu?
Pokud zavisi i na nécem dalSim, musime zkoumat nejhorsi,
nejlepsi a primérny pripad zvlast.

4. Sestaveni rekurentniho vztahu a vhodneé pocatecni
podminky, vyjadfujici pocet provedeni zakladnich operaci.

5. ZjednodusSeni sestavenych vztah( a, nebo aspon,
stanoveni fadového ristu.
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Hanojské véze (Tower of Hanoi)

- Matematicky hlavolam, autor Edouard Lucas, 1883.
- Hlavolam se sklada ze tfi tyci.

- Na zacatku je na jedné tyci nasazeno nékolik kotoucl
rlznych polomérd, sefazenych od nejvétsiho (vespod) po
nejmensi (nahore).

i~

- Ukolem je pfemistit vechny kotouce z prvni tyce na tfeti
ty¢ za pomoci druhé tyce.
- Pravidla hry:
- Vjednom tahu lze premistit jen jeden kotouc.
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Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.)

- Jeden tah se sestava ze sejmuti vrchniho kotouce z nékteré
tyCe a jeho navleceni na jinou tyc.
- Je zakazano polozit vétsi kotouc¢ na mensi.

- Podle legendy stoji v Hanoji klaster, v némz jsou hanojske
véze se 64 zlatymi kotouci. Mnisi kazdy den v poledne
premisti jeden kotouc. V okamziku, kdy bude premistén
posledni kotouc, nastane konec svéta.

- Hlavné klid! Redeni tohoto hlavolamu pro 64 kotoucu
vyzaduje 2% - 1 = 18 446744073709551615 tah(. | kdyby
premistili kazdou sekundu jeden kotou¢ (a postupovali
nejkratsim moznym zplsobem), doba feSeni je cca 600
miliard let.
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Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.)

Kroky reseni 1-8 Kroky reseni 9 - 16
il = S
Sl . .
. p— e p— —
S i i

. i S
il m— m— — R
— - ol
e il
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Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.)

Re3eni problému pro n disku

1. Pfesun n -1 diski z tyCe A na tyce B (pomoci tyce Q).
2. Presun nejvétsSiho disku z ty¢e A primo na tyc C.

3. Presun n -1 diskd z tye B na ty¢ C (pomoci tycCe A).

Pro n = 1 existuje trivialni reseni...
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Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.)

Pracovni postup

1. Velikost vstupu - pocet diski n.

2. Zakladni operace - presun disku.

3. Zavislost pouze na n? Ano. TudiZ nemusime zkoumat
nejhorsi, nejlepsi a pramérny pripad zvlast.

4. Sestaveni vztahU

1 pron =1

M(n) = oM(n-1)+1 jinak
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Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.)

5. ReSeni metodou zpétné substituce. Do vztahu
M(n)=2M(n-1) + 1
dosadime M(n - 1) = 2M(n - 2) + 1
M(n) = 2[2M(n -2) + 1]+ 1 =2°M(n - 2) +2 + 1,
opét dosadime M(n -2) = 2M(n - 3) + 1
M(n) = 22[2M(n -3) +1]+2+1=23M(n-3)+22+2 + 1,
po dalSim dosazeni dostaneme
M(n) = 2°M(n - 4)+ 23+ 2% +2 +1
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Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.)

Po i-tém dosazeni dostavame

M(n) 2'M(n - i)+ 27142124 4241

seCteme podle (11)

2iM(n - i)+ 2" - 1.

Pocatecni podminky platné pro n = 1 dosahneme pr
i=n-1
M(n) = 2""M(n-(n-1))+2"" -1
= 2"TM(1)+ 2" -1
- 2n—1.1+2n—1_—| =2_2n—1 -1 =2n—1+1 -1
= 2"-1
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Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.)

6. Zaveér:
6.1 Navrzeny rekurzivni algoritmus provede exponencialni
pocet zakladnich operaci vzhledem k velikosti vstupu.
6.2 Algoritmus je pouzitelny jen pro mala n, coz neni
zplsobeno nevhodnym navrhem. Je to zplsobeno
podstatou problému - lze dokazat, Ze toto je nejlepsi
mozny algoritmus.

Opatrné s rekurzivnimi algoritmy
Obecné je nutné k rekurzivnim algoritmim pristupovat velice
opatrng, protoze jejich stru¢nost mize maskovat neefektivitu.
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Hanojské véze (Tower of Hanoi) (pokrac.)

Vizualizace rekurzivniho volani

Pocet uzll odpovida poctu volani rekurzivni funkce
n-1
C(n)=> 2'=2"-1,
1=0

kde [ je Cislo Urovné ve stromu.
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Zdroje pro samostatné studium

- Kniha [2], kapitola 2.4, strany 70 — 79
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