RELACE, ZOBRAZENI, FUNKCE

Relace R nad mnozinami A, B je podmnozina kartézského sou¢inu: R € A x B

Kartézsky soucin A x B je mnozina vSech usporadanych dvojic (a, b), kde ae A, beB
Pt.: kartézsky soucin mnozin A = {aj, as, ..., a4}, B= {by, by, ..., bs}
se rovna:
AxB= {<a1, bi>, <ay, by>, <ay, by>, <aj, bs>, <aj, bs>,
<ap, b1>, <ay, b2>, <ap, b3>, <ap, b4>, <ay, b5>, ceny
<ay, b5>}

a] T b; Relace je podmnozinou kartézského souc¢inu AxB
a b,

as b3 R < AXB ={<a17 b1>, <a17 b2>7 <a37 b3>7 <a37 b4>7 <a37 b5>) <a47 b5>
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bs
Pozor:

dvojice (a,b) # (b,a), ale mnozina {a,b} = {b,a}

(a,a) #(a), ale {a,a} = {a}
U n-tic zalezi na poradi, prvky se mohou opakovat, na rozdil od mnozin
Notace: (a,b) € R znac¢ime také prefixn¢ R(a,b), nebo infixné¢ a R b. Napft. 1 < 3.

Priklad: Relace na N

{«L1),1),{2,1),2),(2,2),1), ..., {(4.2).2), ..., {9,3).3), ..., ((27.9).3), ...}

je parcialni funkce déleni beze zbytku.

Také relace minus na N je na N parcidlni funkci: napf. dvojice (2,4) nemé v N obraz. Aby byla
totalni, museli bychom rozsifit jeji defini¢ni obor na cela ¢isla.

Zakladni vlastnosti bindarnich relaci:

a) Relace R je reflexivni: Kazdy prvek je v relaci sam se sebou.
Vx (R(x,x))
(Relace R je ireflexivni: Vx (—R(X,X) )

b) Relace R je symetricka: Je-1i prvni v relaci s druhym, pak druhy je v relaci
s prvnim.

VxVy [R(xy) > R(y.x)]

c) Relace R je anti-symetricka: Je-li prvni v relaci s druhym a druhy je v relaci
s prvnim, pak prvni je identicky s druhym.

VxVy [(R(x,y) A R(y,x) ) D x=y]

d) Relace R je asymetricka: Je-1i prvni v relaci s druhym, pak druhy neni v relaci
s prvnim: VxVy [R(x,y) D —=R(y,x)]



e) Relace R je transitivni: Je-1i prvni v relaci s druhym a druhy v relaci s tfetim, pak
prvni je v relaci s tietim.

vxVzVy [( R(x,y) A R(y,z) ) D R(x,2)]
VxVzVy [ R(x,y) © (R(y,z) D R(x,2) )]

f) Relace R je cyklicka: Je-li prvni v relaci s druhym a druhy se tietim, pak treti je
v relaci s prvnim.

vxVzVy [ (R(x,y) A R(y,z) ) D R(z,X)]

g) Relace R je (linedrni) souvisla: Je-1i prvni v relaci se druhym nebo je druhy
v relaci s prvnim nebo jsou identické.

VxVy [ R(x,y) v R(y,X) v x=y]

Zobrazeni (parcialni) f z mnoziny A do mnoziny B je binarni relace [f € AxB] o niz plati, ze
kazdému prvku a € A je pfifazen nejvyse jeden prvek b € B, ze <a, b> € f, zapisuje se Casto b
=fla)

F: A — B (zobrazeni F z mnoziny A do mnoziny B)

VaVb Ve [(b=1(a) Ac=1(a)) D(b=c)] - zobrazeni je zprava jednoznacné

vZor obraz

(def.obor) (obor hodnot)

ag —— by neni zobrazeni, neni zprava jednoznacné
by
a — by je zobrazeni, zobrazeni je zprava jednoznacné
a by F(a;) = by, F(az) = by, F(az) = bs
a — b3
RELACE: XY
° ° ° ° ° . -Y
ZOBRAZENI: X->Y
o\/ ° ° ° ° ° -X
° ° ° ° ° ° -Y




Relace R je zobrazeni ... iff VxVy;Vy: [( R(X,¥y1) A R(X,y2) ) D yi=y2)]

*Funkce (zobrazeni)

Rikame, Ze na mnoziné &isel M je definovana funkee, je-li dan predpis, podle kterého je
kazdému x nalezicimu do mnoziny M pftifazeno prave jedno ¢islo y.

Znacime: y = f{(x).

Proménnou x oznacujeme jako argument funkce (nezavisle promeénna). Proménna y je zavisle
promeénna.

M nazyvame defini¢nim oborem funkce. Pokud neni pii zadéni funkce uveden defini¢ni obor,
pak se za defini¢ni obor obvykle povazuje mnozina vSech nezavisle proménnych, pro néz ma
funkce smysl.

Mnozinu vSech Cisel f (z 1] , takovych, ze * € M  nazyvame oborem hodnot dané funkce.

Parcialni funkce je tedy zobrazeni: ke kazdé n-tici prvkli acMx...xM existuje nanejvys jeden
prvek beM. nx

Znacime F: M x...x M — M, misto F(a,b) piSeme F(a)=b.

Mnozinu M x...x M nazyvame definicni obor (doména) funkce F, mnozinu M pak obor hodnot
(range).

V PL1 pouzivame jako interpretaci funkénich symbola formuli pouze totalni funkce:
ke kazdému prvku a € A existuje pravé jeden prvek b € B.
Va 3b [F(a)= b] A VaVb Ve [((f(a)= b) A (fla) = ¢)) D (b=c¢)]

Surjekce, injekce, bijekce (typy zobrazeni, resp. funkci)
Zakladnimi vlastnostmi zobrazeni je surjektivnost, injektivnost a bijektivnost:

B Zobrazeni f: A — B je surjekce (zobrazeni A na B), jestlize k libovolnému b € B
existuje a € A takovy, ze fla)=b.
O Vb [B(b) > Ja (A(a) A fla)=b)].

B Zobrazeni f: A — B je injekce (prosté zobrazeni A do B), jestlize pro vSechna a€A,
beA takova, ze a #b plati, ze fla) #f(b).
O Va Vb [(A(b) A A(a) A (a #b)) D (fla) #f(b))].

B Zobrazenif: A — B je bijekce (prosté zobrazeni A na B), jestlize fje surjekce a injekce.
Existuje-li mezi mnozinami A, B bijekce, pak fikame, ze maji stejnou kardinalitu (pocet
prvku).



B Piiklad:

surjekce 1yekce byekce
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