NAIVNI TEORIE MNOZIN, okruh & 5

Definovani mnoZiny a jejich prvki
Mnozina je souhrn n&jakych véci. Patfi-li véc do mnoziny X, fikdme, Ze v ni lezi, Ze je
jejim prvkem nebo ze mnozina X tuto véc obsahuje. V takovém piipad¢ piSeme x € X.
V opacném x ¢ X.
Zapis mnoziny:

— 1. vy¢tem prvkia

— 2. charakteristickou vlastnosti (podminkou), tykajici se vSech jejich prvki
Mnozina je jednozna¢né urcena, jsou-li jednozna¢né urceny jeji prvky.
Mnozinu s prvky a, b, ¢ znaime: {a,b,c}
Prvkem mnoziny mtze byt opét mnozina, ptipadné usporadana n-tice, kdy na poradi
jejich ¢lent zalezi.
MnoZina, neobsahujici zadny prvek, se nazyva prazdna a znaci &.
Pi.mnozin: & - prazdna mnozina, {a,b} - mnoZina obsahujici prvky a a b, {{a,b}}- mnozina

obsahujici jako sviij prvek mnozinu s prvky a a b, {a,{a,b}} - mnoZina obsahujici dva prvky: 1. a a 2.
mnozinu s prvky a a b, {J} - mnozina obsahujici jako sviij prvek prazdnou mnozinu, {{J}} - mnozina
obsahujici jako sviij prvek mnozinu obsahujici prazdnou mnozinu, {<a,b>,<b,a>,<c,a>} - mnozina
obsahujici jako své prvky uspofadanou dvojici a,b, uspofadanou dvojici b,a, uspotadanou dvojici c,a

ad. 2.)

Mnozina v§ech prvk mnoziny X, které maji vlastnost P, se znaci takto:

{xe X | P}.

Pi.: {<x,y>| X,y € N, 0<x<2 a 0<y<1})

Tato podminka urcuje nasledujici mnozinu uspotadanych n-tic, resp.dvojic: {[0,1], [1,1],
[0,01}

Ve vyrazu {x € X| P} nam nic nebrani zvolit za P vlastnost, kterou zadny prvek z X
nema. Timto zpiisobem definujeme prazdnou mnozinu.

Napriklad:

J={xeX|x#x}

Princip extensionality: mnoziny jsou identické prave kdyz maji stejné prvky
{a,b}={a,bj={ab,a}, ale {a,b}={{ab}}#{a,{ab}}

Vztahy mezi mnoZinami:

Mnozina A je podmnoZinou mnoziny B, zna¢ime: A < B, pravé kdyz kazdy prvek A je
také prvkem B: Vx [xe A = xeB].

Pro viechny prvky plati, Ze jestlize prvek lezi v mnozing A, pak lezi v mnoziné B. Cili za
zadnych okolnosti se nestane, aby prvek, ktery lezi v mnozin€ A, nelezel také v B.
Vyjadieno jazykem PL1: Vx [A(x) D B(x)]

Mnozina A se rovna mnoziné B, pravé kdyz maji identické prvky, to jest, kdyZ vSechny
prvky nalezici mnozin€ A nalezi také mnoziné€ B a naopak, tj. v§echny prvky nalezici
mnozin¢ B nalezi také mnoziné A.

Plati: A=B prave tehdy, kdyzA cBaB c A.

Vyjadieno jazykem PL1: Vx [(A(x) D B(x)) A (B(x) D A(X))] &

< Vx[A(X) D B(x)] A VX [B(x) D A(X)]




Mnozina A je vlastni podmnoZinou mnoziny B, znacime: A — B, pravé kdyz kazdy
prvek A je také prvkem B a ne naopak.

Plati A c B, pravé kdyZ A — B a A#B

Vyjadieno jazykem PL1: Vx [(A(x) D B(x)] A Ix [B(X) A mA(X)]

Pt.:

M¢jme tyto dv€ mnoziny:A={[a,b],[a,c], B={[b,a],[a,c]}

Plati, ze A#B, nebot’ nemaji stejné prvky. ( [a,b]#[b,a] )

M¢jme tyto dvé mnoziny:A={[a,b],[b,a], B={[b,a],[a,b]}

Plati, ze A=B, nebot’ maji stejné prvky. Na potadi prvkil u zdpisu mnoziny nezalezi.

Vvznacéné ¢iselné mnozZiny a jejich oznaceni:

N...mnozina piirozenych ¢isel (celych kladnych)

Z...mnozina celych &isel (Z" - celych kladnych, plati Z'=N, Z" - celych zapornych)
Q...mnozina racionalnich ¢isel (daji se vyjadfit ve tvaru zlomku)

I... mnozina iracionalnich &isel (e, )

R...mnozina realnych ¢isel

C...mnozina komplexnich ¢isel

Plati nasledujici inkluze (vztah “byti podmnozinou”): Nc ZcQcRcC

Mohutnost, spo¢etné a nespocetné mnozZiny

Rekneme, 7e mnoziny A a B maji stejny pocet prvki (jsou ekvipotentni), jestlize existuje
bijekce mnoziny A na B. Prvky obou mnozin tedy 1ze vzdjemné jednoznacné ptiradit.
Pocet prvkii dané mnoZziny nazyvame mohutnost (kardinalni c¢islo, kardinalita) mnoziny
A, znacime |A|.

Pi.: |{a,b,c}|=3,|D|=0

Mnozina se nazyva spocetna, je-1i ekvipotentni s mnozinou vsech ptirozenych ¢isel.

Pt.: Mnozina sudych ¢isel S je spocetna.

Mnozina vSech prirozenych cisel je nekonecna.

Mnozina, ktera neni kone¢na ani spocetna, se nazyva nespocetna, pi: nejmensi z nich je
mnozina racionalnich ¢isel, R. (Jiz v intervalu <0,1> je redlnych ¢isel vice nez je vSech
prirozenych, ale stejn¢ mnoho jako vsech R.)

Mohutnost mnoziny vSech pfirozenych €isel se zna¢i Xo(Cti alef nula).

Mnozinové operace — operace, které vytvareji z mnozin nové mnoziny

a. Sjednoceni mnozin A a B. (40 B)
Mnozina prvki, které patii do mnoziny A nebo do mnoziny B.
b. Prinik mnoZin A a B. (41 B)
Mnozina prvki, které patii do mnoziny A a zdroveri do mnoziny B.
c. Rozdil mnoZzin A a B. (4\B)
Mnozina prvki, které patii do mnoziny A a nepatri do B.
d. Doplnék mnoziny A vzhledem k mnoziné M. A vzhledem k M,
com-A "M

Mnozina prvkti mnoziny M, které nepatii do mnoziny A.



e. Poten¢ni mnoZina mnoZiny A. P(A) (neboli 2%)
Mnozina v§ech podmnozin mnoziny A.

Pi.: 21 = (D, {a}, {b}, {a,b}}

2140 = {®, {a}, {b}, {c}, {ab}, {ac}, {bec}, {abcl}

Kolik prvkit ma mnoZina 2° ? Je-li |A| pocet prvki (kardinalita) mnoziny A, pak
2" ma 2 prvki (proto takové znacent).

Plati: ﬂ A4, = @, kde Aj je prvkem P(4), neboli A; € 24,

(Pokud provedeme operaci pruniku pies vSechna prvky potencni mnoziny,
dostaneme prazdnou mnozinu, protoze:

- poten¢ni mnozina mnoziny A je definovana jako mnozina vSech podmnozin
mnoziny A, pak obsahuje i prazdnou mnozinu (nebot’ prazdna mnozina je
podmnozinou kazdé mnoziny). Tedy prunik v§ech prvkl z P(A) musi byt
prazdny, nebot’ prinik jakékoliv mnoziny s prazdnou mnozinou je vzdy prazdna
mnoziny, dikaz viz dale.

Dulezité vztahy a jejich diikazy: (Pokud je dokazano pfimym i nept. diikazem, sta¢i znat pouze
jeden typ diikazu)

Z definice podmnoziny okamzité plyne, Ze kazda mnoZina je svou podmnoZinou
(skutecné, kazdy prvek mnoziny X je prvkem mnoziny X).

Prazdna mnozina je podmnozinou kazdé mnoZiny.
Za zadnych okolnosti se totiz nestane, aby existoval prvek, ktery by lezel v prazdné
mnozing (nebot’ prazdné mnozin€ z definice zadny prvek nenalezi). Tedy nikdy
nenastane situace, ktera by popiela tvrzeni, Ze prazdna mnozina je podmnoZinou
kazdé mnoziny, tj. ze by existoval prvek v prazdné mnozin€ a zaroveii by nelezel v
mnozing, jejiZ je tato podmnozinou.

Jestlize A = & pak (A N B) =J pro libovolnou mnoZinu B.
Piimy diitkaz
Jestlize A je prazdna, pak neobsahuje zadny prvek. Do priniku mnozin A a B
patii prave ty prvky, které patii do A i1 B. Tedy tam nepatii zadny prvek.
A=0=-Ixed=-Ixe(dnB)=(4NB)=D

Nepiimy ditkaz (predpoklad: mnozina A je prazdna, ale priinik mnozin A a B je
neprazdny)

Pokud je prinik mnozin A a B neprazdny, pak nutné existuje prvek, ktery lezi

v mnoziné A i B, tedy mnozina A je neprazdna — SPOR

(ANB)#®=3xe(ANB)=3x[xc Arxe B]= 4% D—-SPOR

KdyZA=JaB=OJ,pakAuUuB=0J



Piimy ditkaz

Jestlize jsou obé mnoziny A i B prazdné, pak neobsahuji zadné prvky. Takze
jejich sjednoceni nebude obsahovat taktéz zadné prvky. Mnozina, ktera
neobsahuje zadné prvky, je prazdna mnozina. Proto (A UB ) =0,

(A=DdPAB=®)=(-Ixe Ar—IxeB)= -Ixc(4UB)=(4UB)=D

Nepiimy dikaz (predpoklad: mnoziny A i B jsou prazdné, ale jejich sjednocenti je
neprazdné)

Pokud je sjednoceni mnozin A a B neprazdné, potom existuje prvek, ktery lezi

v mnoziné A nebo v mnoziné B — SPOR.

Ixe(duB)=>xedvxeB]=(4%DvB=D)= SPOR

Piimy diitkaz
Jestlize A je prazdna, pak neobsahuje zadny prvek. Do priniku mnozin A a B
patii prave ty prvky, které patii do A i B. Tedy tam nepatii zadny prvek.

A=0=-Ixe A= -Ixc(dnB)=(4NB)=D

Nepiimy dikaz (predpoklad: mnoZzina A je prazdna, ale prinik mnozin A a B je
neprazdny)

Pokud je prinik mnozin A a B neprdzdny, pak nutné existuje prvek, ktery lezi

v mnozin¢ A i B, tedy mnozina A je neprazdna — SPOR

(ANB)#®=3xe(AnB)=3x[xc Arxe B]= 4= D-SPOR

Jak jiz bylo uvedeno, mnozina je jednoznacné¢ uréena svymi prvky. Proto plati i ze
zA D Basoufasné B DA plyne4A=8B.

Piimy diikaz

Jestlize vSechny prvky lezici v mnoziné A lezi v mnoziné B a zaroven vSechny
prvky mnoziny B lezi v mnoziné A, pak neexistuje prvek, ktery by lezel v mnoziné¢
A anelezel v mnoziné€ B. TaktéZ neexistuje prvek, ktery by lezel v mnoziné B a
nelezel v mnozin€ A. Takze A= B .

vired=reB) = A, B maji stejné prvky
VX(XEB:xeA) , B maji stejné prv

Nepiimy duikaz (predpoklad: mnozZiny A a B se nerovnaji, ale plati, ze
AcBaBcA)

Jestlize mnoziny A a B jsou riizné, pak mtizou nastat dv¢ situace:

1) existuje prvek, ktery je v A a neni v B, potom ale neni pravda, ze 4 < B, cozZ je
spor



Ix(x € Anx ¢ B)= —(A < B)= SPOR

2) existuje prvek, ktery je v B a neni v A, potom ale neni pravda, ze B < A4, coz je
spor

Ix(xeBAaxg A)= —(B < 4)= SPOR
Plati A c B pravé kdyZ (A U B) = B, pravé kdyz (A N B)=A.

A c (AUB)
Piimy ditkaz
Sjednoceni mnozin A a B nam vytvoii mnozinu prvki lezicich v mnoziné A nebo
v mnoziné B, tedy vSechny prvky z mnoZiny A leZi v daném sjednoceni. NemtiZze
se stat, ze by existoval prvek lezici v mnoziné A a nelezici v mnoziné (A U B).
Proto 4 c (AU B).

Nepiimy dukaz (predpoklad: existuje prvek v mnoziné A, ktery nelezi ve
sjednoceni mnozin A a B)

Kdyby existoval prvek v mnoziné A, ktery neni ve sjednoceni mnozin A a B, pak
by tento prvek nesmél byt ani v mnoziné€ A, ani v mnoziné B, coz je spor.

I(xeArxeg(4UB)=Ix(xe An(xe Arx¢ B))= SPOR

(AnNB)c A
Piimy diikaz
Priinik mnozin A a B ndm vytvoii mnoZzinu prvki lezicich v mnoziné A a zéroven
v mnoziné B. Tedy nemiiZe se stat, ze by v priniku existoval prvek, ktery nelezi
v mnozin¢ A. Proto (A N B) < A Analogicky pro B.

Pro Vx e (4N B) plati: (xe AnxeB)= —Ax[xe(dnB)rxg A]

Nepiimy diukaz (predpoklad: existuje prvek v priniku mnozin A a B, ktery nelezi
v mnozin¢ A)

Pokud tedy existuje prvek v priniku mnozin A a B potom tento prvek lezi

v mnoziné A a zaroven lezi v mnozZiné¢ B — SPOR

Wfxe(AdnB)rxe A|= 3x[(x e Arx e B)Axe A|= SPOR



UKAZKA SOUVISLOSTI NAIVNI TEORIE MNOZIN S PL,

Na obrazku jsou znazornény obory pravdivosti predikata S, P, a M v universu U.
Definujte plochy A-H, a to
a. Formulemi predikatové logiky
b. MnoZinovym zapisem

A:

a) S(x) A =P(x) A =M(x)

b) S\(PUM)=(S\P)n(S\M) =S nco-P nco-M
co-P...dopln¢k (komplement) mnoziny P

B:
a) =S(x) A P(x) A =M(x)
b)P\(SUM)=(P\S)n(P\M)=co-SPnco-M

C:

a) S(x) A P(x) A =M(x)

b)(SNP) \M=(S\M)n (P\M)=SPnco-M
D:

a) S(x) A P(x) A M(x)

b) SNPnM

E:
a) S(x) A =P(x) A M(x)
b)(SAM\P=(S\P)n M\P)=Snco-PnM



F:
a) =S(x) A P(x) A M(x)
b) PAM)\S=P\S)n (P\S)=co-SNPM

G:
a) =S(x) A =P(x) A M(x)
by M\(PuUS)=(M\P)n(M\S)=co-Snco-PnM

H:

a) =S(x) A =P(x) A =M(x)

b) U\ (SuUM U P)=co-Snco-Pnco-M
U = Universum



