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Kapitola 1. Uvod

Pfedem, nez zacneme studovat logiku, méli bychom si vyjasnit
predmét logiky, tj. ¢im se logika zabyva. Logika byva
charakterizovana jako véda o spravném usuzovani, uméni
spravné¢ argumentace. Tedy logika zkouma rdzné postupy
odvozovani z&vérii z danych piedpokladi a dokazovani
spravnosti takového odvozeni. Nejprve proto potiebujeme
definovat pojmy, se kterymi budeme pracovat, jako napf.
,susudek®, ,argument”, ,platny usudek®, které jsou pro
studium logiky zasadni.

1.1.Logika

Logika se zabyva analyzou a vyhodnocovanim usudkii.
V logice se snazime o to, abychom objasnili, jak spravné
usuzovat a argumentovat, a abychom rozlisili dobré a spravné
zplsoby usuzovani ¢ili argumentace od chybnych zptisobi.!
Budeme usuzovat a vyvozovat zavéry z danych predpokladi,
argumentovat ve prospéch toho ¢i onoho zavéru, analyzovat
spravné postupy a varovat pred nespravnymi. Predpoklady a
pfislusné zavéry se mohou tykat mnoha riiznych oblasti.
Miuzeme argumentovat ve prospéch existence Boha, svobodné
vule ¢i determinismu, obhdjce argumentuje ve prospéch
obzalovaného, zatimco zalobce naopak atd. Logika pro nas
nebude pouze jakdsi irelevantni hra s podivnymi symboly.
Cilem je pfedstavit logiku jako uzite¢ny nastroj pro analyzu a
vyhodnoceni argumenttl, a dtikaz jejich spravnosti.

'V této knize budu pouzivat terminy ,,usudek a ,,argument® téméf
jako synonymni nebo alespon pro nase ucely vzajemné zaménitelné,
i kdyz vcestiné ziejmé zcela synonymni nejsou. V anglické
literatufe se uziva termin ‘“argument”. Podobné pro terminy
,Lusuzovani® a ,,argumentace.



Jist€¢, mohli byste si fict, Ze kazda racionalni, rozumna
bytost logiku pouziva, aniz by k tomu potiebovala studovat
zv1astni nastroj, a budete mit pravdu. Ale stejné tak jako rodili
mluvéi pouzivaji svlj matefsky jazyk, napf. CeStinu, zcela
intuitivné, a presto je uziteCné CeStinu studovat a osnovy na
Skolach obsahuji pfedmét ,,Jazyk Cesky®, je uziteCné studovat
logiku a kultivovat svoji schopnost vyjadifovani, komunikace a
argumentace.

Jelikoz je tato kniha urCena pfedevSim pro studenty
informatiky (avSak nejen pro n¢), bude nas také zajimat to, jak
pfislusné analyzy a dikazové postupy automatizovat.
S trochou nadsazky by se dalo metaforicky fict, jak ,naucit
stroje myslet za nds“. Abychom vSak mohli automatizovat,
musime nejprve presné rozumét jednotlivym vyroklim, jejichz
formulace v pfirozeném jazyce je Casto nejednoznacna a
vagni. Pfirozenou soucasti naseho vykladu bude proto také to,
jak co nejptesnéji analyzovat vyznam jednotlivych tvrzeni, a
jak tento vyznam zachytit ve formalnim jazyce s pfesn¢
vymezenou sémantikou.? Vzdyt ma-li napf. programator
vytvofit korektni programovy systém, ktery bude provadét to,
co se od ngj ocekava, musi nejprve vedét, co se od tohoto
systému ocekava, jaké funkce ma plnit, tedy porozumét presné
zadani ukolu a toto zadani dokumentovat v jednoznaéném
formalnim jazyce.

Ackoliv tedy byla ptivodné logika povazovana predevsim
za nastroj filosofli, kteti vymysleli rizné sofistikované
argumenty, a dodnes je povazovana za soucast filosofie,
nachazi dnes uplatnéni mnohem Sirsi, v nejriiznéjsich oborech,
a samoziejm¢& také v informatice. V disledku toho pak
provadime zékladni clenéni logiky na filosofickou a
matematickou, ale hovotfime také o ,logice pro informatiky*,
»Hlogice pro pravniky®“, ,logice otazek™, ,logice znalosti

2 Sémantika obecné znamend vyznam. OvSem termin ,,vyznam* je
pouzivan Casto ponékud mlhavé a pfili$ Siroce, kdezto termin
»sémantika“ budeme pouzivat v logice ponékud uZeji avsak piesnéji.



(epistémické logice)“, ,logice piikazi (deontické logice)™,
atd., atd.,, o rtznych logikach klasickych i neklasickych,
teoretickych i aplika¢nich.

V této knize budeme zkoumat piedevsim klasickou
logiku, a to vyrokovou a predikatovou logiku 1. fadu.
Soustfedime se na analyzu Gsudkt, formalizaci baze znalosti a
odvozovani disledkti z dané baze znalosti. Zminime se kratce
také o fuzzy logice a jejich aplikacich v informatice.
V neposledni tad¢ se budeme vénovat rezolucni metodé
dokazovani, kterd je pln¢ automatizovana v disciplin¢ logicke
programovani a stala se zakladem programovaciho jazyka
Prolog (,,Programming in Logic*), s jehoz zaklady se rovnéz
seznamime.

Proc¢ tedy studovat logiku? Protoze logika tfibi nase
mysleni, uc¢i nas pfesnému vyjadfovani, usnadiiuje vzajemnou
komunikaci a porozuméni, umozhuje jednotlivé zplsoby
usuzovani a odvozovani disledktl formalizovat, automatizovat
a prevést na pocitac. V neposledni fad¢ vsak je dobré délat
logiku proto, ze ndm logika pfinasi potéSeni, uspokojeni a
radost.

1.2. Deduktivné platné usudky

Pred nékolika lety jsem nasla vnovinach test snazvem
»Logika je rodna sestra intelektu“. Jelikoz mne to zaujalo a
byla jsem presvédcena, ze logicky myslet umim, zkusila jsem
si rychle test udélat. K mému velkému piekvapeni jsem po
vyhodnoceni zjistila, Ze jsem ud¢lala jednu chybu. Jeden
usudek jsem chybn¢ oznadila jako neplatny. Nedalo mi to, a
onen udajné spravny usudek jsem se pokusila dokazat. A méla
jsem pravdu, Usudek spravny nebyl!* Tato piihoda

3 Pfislu$ny test najdete jako cviceni 1 na konci této kapitoly. Zjistila
jsem dale, ze tento test lze nalézt na Internetu ve dvou podobach, a to
v opravené tedy spravné i v pivodni chybné.



demonstruje, ze opravdu ncekdy logicka intuice muze u
Cloveéka, ktery neni v logice trénovan, selhat. Zkusme si tedy
provést velice jednoduchy test.

Jestlize zaspim, pfijdu pozdé. Jestlize zaspim, pfijdu pozde.
Nepfisel jsem pozdé. Nezaspal jsem.

Z toho plyne, ze Z toho plyne, ze

a) zaspal jsem a) piriSel jsem pozdé

b) nezaspal jsem b) nepfisel jsem pozdé

c) pfisel jsem pozdé c) zaspal jsem

d) nic z vySe uvedenych d) nic z vySe uvedenych

Oznacili jste u tsudku vlevo moznost (b) a vpravo (d)?
Vyborng, pak vam to opravdu logicky mysli. Pokud ne, nic si
z toho ned¢lejte a pokracujte ve studiu logiky. Vzdyt' zatimco
téméi kazdy vytesi tsudek vlevo spravné, u druhého mnozi
oznac¢i moznost (b) jako spravnou. Avsak tato moznost logicky
nevyplyva zuvedenych piedpokladi. Dotyény mohl pfijit
pozdé z mnoha jinych diivodd, napt. mohl se zdrzet v dopravni
zacpé€ nebo se mu rano nepodarilo nastartovat auto.

Kdyby vsak druhy ptedpoklad znél ,,zaspal jsem*, pak by
z toho samozi'ejmé plynulo, Ze jsem piiSel pozdé.

Uvedeme si jesté¢ jeden priklad. Mé&me tfi podobna
tvrzeni:

a) Nektefi ucetni vystavuji faktury

b) Vsichni ucetni vystavuji faktury

c) Pouze tcetni vystavuji faktury
Predpokladejme dale, ze

d) Tom je ucetni
Za jakych podminek mulzeme platné usoudit, Zze Tom
vystavuje faktury? Tvrzeni (a) k tomu samoziejmé nestaci,

Tom nemusi byt jednim ztéch ucetnich, ktefi mohou
vystavovat faktury. Naproti tomu ztvrzeni (b) a (d)




samoziejmé vyplyva, ze Tom vystavuje faktury, nebot’ v (b) se
tika, ze byt ucetnim je dostatecnd podminka pro to, aby nékdo
mohl vystavovat faktury (ovSem faktury mohou vystavovat
také jini, nez pouze ucetni). Tedy mame tento platny usudek:

Vsichni ucetni vystavuji faktury
Tom je ucetni
U

Tom vystavuje faktury

Jak je tomu s tvrzenim ad (c)? Bude toto tvrzeni (spolu
stim, Zze Tom je ucCetni) staCit k tomu, abychom platné¢
odvodili, ze Tom vystavuje faktury? Jinymi slovy, je
nasledujici tisudek platny?

Pouze ucetni vystavuji faktury
Tom je ucetni

Tom vystavuje faktury

Pokud jste odpovédéli ,,ano®, pak se zamyslete nad tim,
co tika prvni predpoklad. Zde se netvrdi, ze vSichni ucetni
vystavuji faktury, nybrz ze byt ucetnim je nutna podminka pro
to, aby nékdo mohl vystavovat faktury. Proto mizeme tento
predpoklad ekvivalentné, tj. se zachovanim pravdivostnich
podminek, pfeformulovat takto:

c’) Vystavuje-li n€kdo faktury, pak je to ucetni

Tedy faktury nemize vystavovat nikdo jiny nez ucetni,
ale to neznamend, Ze vSichni ucetni vystavuji faktury, nektefi
mohou délat jiné finan¢ni operace. Nyni by jiz mélo byt jasné,
ze usudek Us platny neni.

Zkusme usudek U, pozménit tak, aby byl platny:

Pouze ucetni vystavuji faktury
Tom neni ucetni

Tom nevystavuje faktury



Jisté, jelikoz dle prvniho predpokladu byt ucetnim je
nutnd podminka pro vystavovani faktur, kterou Tom dle
druhého piedpokladu nespliuje, nemiize tedy vystavovat
faktury.

Schematicky si muZeme usudky, které jsme dosud
poznali, zapsat takto:*

platny platny
Jestlize A4, pak B. Jestlize A4, pak B.
A. Ne B.

B. Ne 4.
neplatny neplatny
Jestlize A4, pak B. Jestlize A4, pak B.

B. Ne 4.

A. Ne B.
platny platny
Vsechna P jsou Q. Vsechna P jsou Q.

ajeP. aneni Q.
aje Q. a neni P.
neplatny platny
Pouze P jsou Q. Pouze P jsou Q.
ajeP. a neni P.
aje Q. aneni Q.

Uvedeme si jesté nékolik ptikladd. Na dvefich vytahu je
napis

* Prozatim provadime takovyto schematicky zapis v piirozeném
jazyce, pouzivame vSak metasymboly jako ,,4“, ,, B*, ,,P*, ,,0%, které
zastupuji libovolny vyrok, resp. vlastnost.



Pouze zaméstnanci pouzivaji vytah!
Dale vime, Ze
Marie vytah (obcas) pouziva.
Tedy si logicky odvodime, zZe
Marie je zaméstnanec.

Nebot” kdyby Marie zaméstnancem nebyla, a piesto vytah
pouzivala, nemohlo by byt pravda, Ze pouze zaméstnanci
pouzivaji vytah. Tedy pfedpoklad pravdivosti prvnich dvou
tvrzeni a nepravdivosti odvozeného zavéru vede ke sporu.

Na druhé strané, pokud vime pouze to, Ze Marie je
zaméstnanec, nemlzeme za predpokladu, Ze pouze
zamestnanci pouzivaji vytah, platn¢ logicky odvodit, ze Marie
pouziva vytah. Mozna, ze ackoliv jakozto zaméstnanec ma
narok na pouziti vytahu, radé€ji béha do ctvrtého patra pésky.
Tteba si chce zvysit fyzickou kondici nebo ma klaustrofobii.
Proto z piedpokladt

Pouze zaméstnanci pouzivaji vytah.
Marie je zaméstnanec.

nevyplyva, ze Marie pouziva vytah, nebot pravdivost
piedpokladl neni ve sporu s nepravdivosti tohoto zavéru.
Uvédomme si dale, ze predpokladl, ze kterych
odvozujeme zavér, mize byt vice nez dva, nebo pouze jeden
nebo i dokonce zadny. Tak naptiklad uvazme tento tsudek:

Nikdo mladsi 18 let nema pravo volit.
Zadny ze zaméstnancti fakulty FEI
neni mladsi 18 let.
Vedouci katedry Informatiky je zaméstnancem FEI.

Vedouci katedry Informatiky ma prévo volit.

5 Uplatilovani zakond, jako napf. volebnich, vyzaduje logické
mysleni. Pravnici a soudci by tedy méli byt vzdélani v logice.
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Tento tsudek je jist¢ platny, nebot’ vedouci katedry
Informatiky jakozto zaméstnanec FEI neni mladsi 18 let
(druhy ptedpoklad) a tedy neni pravda, Ze nema pravo volit
(prvni predpoklad) a proto ma pravo volit.°

K vyznaceni toho, ze tisudek je logicky platny, pouzivame
znak |=. Platny usudek proto znac¢ime

Pi,..,PFZ

Tvrzeni Py, ..., P,, ze kterych odvozujeme zavér Z, nazyvame
piedpoklady neboli premisy. Nyni jiz tedy mizeme definovat,
co je to platny usudek:

Definice 1 (deduktivne platny usudek)

Usudek Pi,..., P, |= Zje deduktivné platny neboli spravny,
jestlize za Zzadnych okolnosti neni mozné, aby vsSechny
premisy Pi,..., P, byly pravdivé a zavér Z nepravdivy.

Pozndmka. Tématem této knihy je zejména deduktivné platné
usuzovani. Existuji vSak také jiné typy usuzovani, napf.
induktivni a abduktivni, které rovnéz strucné probereme.
V této kapitole, pokud neni vysloven¢ uvedeno jinak, budeme
termin ,,deduktivni® Casto vynechéavat. Pokud tedy fekneme
,platny tsudek, myslime tim ,,deduktivné platny isudek*.

Definice 1 je natolik dulezita, ze si zaslouzi dalsi
komentaie. PiedevSim, jak jsme ukazali, u platného usudku
predpoklad pravdivosti premis a nepravdivosti zavéru vede ke
sporu, takova situace je u platného usudku kontradiktoricka, tj.
nemozna. Tedy za vSech okolnosti takovych, ve kterych jsou
premisy pravdivé, je zarucena i pravdivost zaveéru. Ale pozor!

......

predpoklad, Ze pokud neni pravda, Ze nékdo nema pravo volit, pak
toto pravo ma, ¢ili ,,co neni vyslovné zakazano, je povoleno®.
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Tim nefikame, ze zavér musi byt pravdivy. Zaveér musi byt
pravdivy pouze za predpokladu pravdivosti vsech premis.

Tato definice ma vSak jeden ponckud nepfijemny
disledek. Pfedstavme si, Zze premisy P4,..., P, jsou zvoleny tak
neSikovné, ze nemohou byt soucasn¢ nikdy, za zadnych
okolnosti pravdivé, tedy spor je jiz v predpokladech. Pak dle
definice deduktivné¢ platného usudku plati, Zze ztakovychto
spornych premis vyplyva jakykoli zaveér! Jisté, jestlize za
zadnych okolnosti neni mozné, aby vSechny premisy Pi,..., Px
byly pravdivé, pak at’ pridame jakykoli zavér Z, at’ uz pravdivy
¢i nepravdivy, je zde spor a takovy usudek je deduktivné
platny. Tedy plati, ze

Ze spornych predpokladii deduktivne vyplyva
Jjakykoli zaver.

Argument, jehoz premisy jsou sporné, je
deduktivné platny pro jakykoli zaver.

V Duzi (2012) uvadim tento priklad:

Na schiizi vyboru byla projednavana zadost pana X o zatazeni
do vyssi platové stupnice. Pan X si pral, aby ji mzdova komise
doporucila. Ale vybor pravé odstupoval a jiz predtim rozhodl,
ze doporu¢i pana X jako nového clena mzdové komise
budouciho vyboru. Takze by pak pan X byl ¢lenem komise,
ktera bude posuzovat jeho vlastni zddost. Rozvinula se diskuse
a bylo feceno:
1. X pfeSel na kvalifikovanéjsi praci.
2. X dobie rozumi mzdovym otazkam.
3. Jestlize X ptesel na kvalifikované€jsi praci, pak je
spravné, aby jeho zadost byla projednana.
4. Jestlize je spravné, aby jeho zadost byla v komisi
projednana, pak by nemél byt ¢lenem komise.
5. Rozumi-li vytecné mzdovym otazkam, mél by byt
¢lenem komise.

12



Predseda nakonec tfekl: ”Vsechny pfednesené piispévky jsou
pravdivé. Ted’ jde o to, co ztoho vyplyva.” Po chvili ticha
prohlésil mlady zapisovatel (ktery nahodou studoval logiku na
VSB): ”Z toho vyplyva, Ze milj pes pravé hraje doma na
piano.”

V disciplin¢ ,,Ume¢la inteligence®, kterd se zabyva
automatizaci usuzovani, je proto vénovana velka pozornost
zachovani konzistence baze znalosti, ze které odvozujeme
piislusné logické dusledky. Pokud je vSak takovato baze
rozsahla, nemuzeme vzdy s jistotou vyloucit, Ze se nam tam
nevloudila nekonzistence. Proto jsou vyvijeny metody revize
znalosti (belief revision) a metody rozumného odvozovani
dasledkt i1 za predpokladu nekonzistence dané baze, které by
neodvozovaly jakykoli zavér ze spornych predpokladi. Tyto
metody jsou zkoumany zejména v tzv. parakonzistentni logice.

Pokud je pocet premis roven nule, mame mezni ptipad
usudku bez premis:

=Z

Co to znamena? Pokud je tento usudek bez predpokladi
platny, pak nepravdivost zdvéru Zvede ke sporu, je to
kontradikce. Tedy jinymi slovy, Znemulze byt za Zzadnych
okolnosti nepravda, fikame, ze Zje analyticky nebo logicky
pravdivé tvrzeni. Tak naptiklad tvrzeni ,,Zadny stary mladenec
neni Zzenaty”“ je analyticky pravdivé. Pokud rozumime
vyrazlim ,.stary mladenec a ,,zenaty“, vime, Ze tento vyrok je
nutn¢ pravdivy, aniz bychom empiricky zkoumali jednotlivé
staré mladence a ov&fovali jejich rodinny stav.’

" Mezi analytickym a logickym vyplyvanim a analyticky &i logicky
pravdivym tvrzenim je jisty rozdil, kterym se vSak zde nebudeme
podrobné zabyvat. Snad jen stru¢nd charakteristika. Analyticky
platny tisudek nemusi byt vzdy logicky dokazatelny v daném
logickém systému. Napt. pokud vime, Ze x je stary mladenec, pak si
odvodime, Ze z toho analyticky vyplyva, ze x neni Zenaty, Ze x je
muz atd. Aby vsak slo o logické vyplyvani, museli bychom presnéji
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Na tomto mist¢ bude jeSté uzitecné uvést, ze plati
zajimavy oboustranny vztah mezi platnym tusudkem a

analyticky pravdivym tvrzenim, tzv. sémanticka véta o
dedukci:

Usudek P, ..., P, |= Zje platny, pravé kdyz je
analyticky pravdivé tvrzeni tvaru
,westlize (Pra ... a P,), pak Z*. Schematicky

P, ..., P.J=Zpravékdyz|= (P1 & ... & P,) —> Z

Plati dokonce i to, ze miZzeme prevadét predpoklady na
pravou stranu jako antecedenty zavéru ve tvaru implikace.
Schematicky:

P, . . P.FZ & (pravé kdyz)
Py, ., PuFP,—>Z =
P, Pial=(Pra & Py) > Z S
Pl, ooy Pn.3 |= (Pn.z & Pn.l & Pn) -7 =

F P &...&P)>Z
Dtikaz provedeme az v kapitole 2 poté, co definujeme
spojky implikace a konjunkce. Zatim pouze intuitivné:
Implikativni tvrzeni tvaru ,Jestlize P, pak O, P — O, je
nepravdivé pouze v tom pfipadé, ze P je pravdivé a QO
nepravdivé. Tedy plati-li Pi, ..., P, |= Z, pak nemlze byt
nepravdivé tvrzeni tvaru (P & ... & P,) > Z a naopak.

Vyplyvani je tedy vztah mezi mnozinou premis a
zavérem, ktery plati analyticky nebo logicky nutné, tj. za vSech
okolnosti. Otdzka, zda jsou premisy nebo z&vér (ndhodou,
nyni) pravdivé, je upln€ jiny problém.

Ptipomenime si platny tsudek, ktery jsme uvedli vySe.

definovat, co je to stary mladenec tak, aby vSechny pfedpoklady
nutné pro odvozeni daného zavéru byly explicitné uvedeny.
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Nikdo mladsi 18 let nema pravo volit.
Z4dny ze zaméstnanct fakulty FEI
neni mladsi 18 let.
Vedouci katedry Informatiky je zaméstnancem FEI.

Vedouci katedry Informatiky ma prévo volit.

Jist€ si umime predstavit, Ze volebni zakon bude zménén a
pravo volit budou mit 1idé jiz od 15 let véku. Podobné¢ to, zda
zadny ze zamé&stnanct fakulty FEI neni mlad$i osmnacti let, a
zda vedouci katedry Informatiky je opravdu zaméstnancem
FEI, musime ovéfit empiricky, tj. zkoumanim stavu svéta.
Jakmile vSak ovéfime, Ze to pravda je, nemusime jiz pak
empiricky zkouménim stavu svéta zjiStovat, zda vedouci
katedry Informatiky ma pravo volit. Spolehneme se na logiku
a odvodime si to zdanych predpokladi. Proto nékdy také
fikame, ze zavér platného Gsudku je deduktivne obsazen v jeho
premisach.

Podobn¢ tomu je u matematickych tsudkt. Pravdivost ¢i
nepravdivost matematickych tvrzeni sice nezadvisi na stavu
svéta, avSak ovéfeni toho, zda jsou ¢i nejsou pravdiva,
vyzaduje Casto velké usili matematiki. OvSem jakmile néjak
dokazeme ¢i ovéiime pravdivost premis (napf. konzultaci se
Stanford encyklopedii nebo nahlédnutim do ucebnice
matematiky), miizeme se jiz spolehnout na logiku a odvozovat
dalsi tvrzeni, kterd z danych predpokladd vyplyvaji. Napf.
poté, co Kurt Godel dokazal vétu o netplnosti aritmetiky, tedy
7ze neexistuje rekurzivné axiomatizovana teorie aritmetiky,
ktera by rozhodovala libovolnou formuli jazyka aritmetiky,
zda je ¢i neni pravdiva, mizeme za predpokladu, ze budeme
povazovat predikatovou logiku 1. fadu za teorii aritmetiky bez
specialnich axiomu, logicky dale odvodit napf. to, Ze problém
logické pravdivosti v predikatové logice 1. fadu neni
rozhodnutelny. Abychom si uvedli jednodussi ptiklad, uvazme
tento usudek:
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Ptirozené ¢islo je délitelné 3 (beze zbytku),
praveé kdyz soucet cifer tohoto ¢isla je délitelny 3.
Soucet cifer ¢isla 5556 je 21.

Cislo 21 je délitelné 3.

Cislo 5556 je délitelné 3.

Pokud tedy studiem matematiky zjistime, Ze premisy jsou
pravdivé, spolehneme se jiz na logiku a vime tak, Ze Cislo
5556 je délitelné tfemi, aniz bychom je opravdu zkouseli tfemi
vydélit.

Terminologické poznamky. Ackoliv v hovorovém jazyce
mluvime n€kdy o platnych vyrocich a pravdivych
argumentech, v této knize budeme uzivat terminy ,,platny /
neplatny* a ,,pravdivy / nepravdivy* pouze a vyhradn¢ tak, jak
je v logice zvykem, tj. takto:

Argument mize byt platny (poptipad¢ spravny),
ale ne pravdivy.

Tvrzeni (vyrok) mize byt pravdivé, ale ne platné
¢i spravné.

Z toho, co bylo az dosud feCeno, by ¢tendi mohl nabyt
dojmu, ze platné tsudky maji vyznam pouze tehdy, kdyz jsou
jejich premisy pravdivé. Neni tomu tak, jak si ukazeme
v dal$im odstavci.

Nejprve vSak jeste¢ jedna terminologickd poznamka.
Platné usudky spravdivymi premisami se v anglictiné
nazyvaji ,,sound“. Je t€zké najit Cesky ekvivalent pro tento
termin. V dalSim textu je budeme nazyvat ,presvedcivé
argumenty®, nebot’ je-li tsudek platny a vime-li, Ze jeho
premisy jsou pravdivé, pak takovyto usudek je opravdu
presvéd¢ivym argumentem ve prospéch pravdivosti zaveéru.
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1.3.Pfesvédcivé (sound) deduktivni
argumenty a argumenty ad absurdum

Zopakujme si nejprve zékladni definice, které uz zname.

Usudek je platny, jestlize predpoklad pravdivosti
premis a nepravdivosti zavéru vede ke sporu.
Usudek je navic prresvédcivy (,,sound*) argument
ve prospéch pravdivosti zaveru, jestlize je platny
a jeho premisy jsou pravdivé.

Usudek tedy miize byt nepfesvédéivym argumentem ve
prospéch pravdivosti zavéru ze dvou duvodu:

a) budto tusudek neni platny, tj. zavér zpremis

nevyplyva, nebo

b) néktera z premis neni pravdiva
Ptiklad:
Zaver nevyplyva:

VSichni miliardafi se dobie stravuji.
Duzi se dobfe stravuje.
Duzi je miliardaf.

Prvni premisa neni pravdiva:
Vsichni logikové jsou miliardafi.
Duzi je logik.
Duzi je miliardat.

Kdyz tedy kritizuyjeme argument naseho oponenta ve
prospéch pravdivosti tvrzeni Z, snazime se ukazat, Ze jeho
argument neni pfesvédCivy, tedy Ze zavér zoponentovych
premis nevyplyva nebo Ze nckterd z premis neni pravdiva.
Pokud se nam to podaii, pak jsme ukdzali, Ze nd$ oponent
nedokazal pravdivost tvrzeni Z. To ale neznamena, Ze tvrzeni
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Z by nemohlo byt pravdivé, mozna, Ze nas oponent nebo
neékdo jiny objevi lepsi argument ve prospéch pravdivosti Z.

Tak napiiklad je znamo pomérn¢ velké mnozstvi tzv.
ontologickych argumenti ve prospéch existence Bozi. Tyto
argumenty se snazi logicky dokazat, ze Blih existuje nutné, a
to na zakladé ptedpokladd odvozenych z pojmu kiestanského
Boha jako napft. Jeho dokonalost, Jeho nutnost, Jeho vécnost,
apod. Nejstar§im znamym a nejslavnéjsim  takovym
argumentem nebo spiSe skupinou argumenti je dilo sv.
Anselma Proslogion, vytvotené v letech 1077-1078. Velky
Cesky logik ptisobici na Novém Zélandé Pavel Tichy podrobil
toto dilo logické analyze a ukdzal, Ze nejdokonalejSim a
logicky platnym argumentem je Anselmova modlitba
v Proslogion III. Jelikoz je tento argument platny, polozil si
dale Tichy otazku, zda je rovné€z presvédcivym argumentem ve
prospéch nutné existence Bozi. Nebot’ kdyby tomu tak bylo,
byla by otazka viry v Boha pouze otazkou logického mysleni,
a to je nepfijatelné jak pro véfici, tak pro ateisty. Jak fika
Tichy, ateista by se pak lisil od véficiho pouze tim, ze jeden
véfi v dokazatelnou tautologii a druhy ne.® Navic, viechny
cirkve by ,,umfely na Ubyté“, stacilo by nastudovat logiku a
vira v Boha by nebyla otdzkou viry, nybrz znalosti logiky.
Premisa, jejiz pravdivost pak Tichy zpochybiiuje, je
predpoklad, Ze nutnd existence zvySuje dualezitost ,,véci
k byti“, tj. pojmu Boha. Tim vSak Tichy netvrdi, ze Bth
neexistuje, pouze ukazuje, Ze Anselmiv argument neni
presvédCivy. Nakonec je pravda, ze se stale mnozi logici,
teologové a filosofové snazi najit lepsi argumenty ve prospéch
existence Bozi.?

Shrneme si nyni to, co vime o deduktivné platnych
usudcich, jest¢ jednou. Jestlize je usudek platny, nemusi byt

8 Tautologie je logicky platné tvrzeni, tj. takové tvrzeni, pro n&jz
predpoklad nepravdivosti vede ke sporu.

® Podrobnosti o analyze Anselmova Proslogion lze nalézt v Tichy
(1979) a Duzi (2011).
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jeho premisy pravdivé, a tedy ani zavér nemusi byt pravdivy.
Platnost usudku zaruCuje pravdivost zavéru pouze za
predpokladu pravdivosti vsech premis. Pokud ukazeme, zZe
usudek neni presvédcivy argument ve prospéch pravdivosti
zavéru, nedokdzali jsme tim pravdivost zavéru, ale
samoziejm¢e ani nepravdivost zdveru.

Pokud vsak zjistime, Ze Gsudek je platny, ale jeho zavér je
evidentné nepravdivy, mizeme dale platn¢ usoudit, ze alespoi
jedna z premis je nepravdiva.

Podivejme se znovu na vySe uvedeny priklad:

Vsichni logikové jsou miliardati.
Duzi je logik.
Duzi je miliardaf.

Je zfejmé, Ze autorka této knihy neni miliarda#, proto je
nektera z premis nepravdiva. V tomto piipadé je to evidentné
ta prvni. Podobné bude-li napt. nékdo tvrdit, Ze vSichni politici
jsou zkorumpovani, a vam se takovéto tvrzeni zda piece jen
pfehnané, budete argumentovat proti: Ale pan XY je politik a
neni zkorumpovany!

Takové argumentaci ve prospéch nepravdivosti néjakého
tvrzeni fikame argumentace ad absurdum.

Chceme-li tedy argumentovat ve prospéch nepravdivosti
tvrzeni Z, pouzijeme argument ad absurdum tak, Ze ukézeme,
ze z ptedpokladu pravdivosti Z vyplyva evidentni nepravda
nebo Ze dokonce predpoklad pravdivosti Z vede ke sporu.

V nékterych logickych systémech je dokonce zavadéna
negace tvrzeni Z timto zptisobem:

ZIEL

Znak | znamena nepravdu, tedy z tvrzeni Z vyplyva
nepravda, proto je Z nepravdivé.

Podobny zplsob argumentace wuzivaji cCasto déti.
Napriklad chlapec Jenda se vytahuje, Ze pieskoci vysoky plot.
Druhy chlapec mu oponuje: ,,Jestlize pfeskocis ten plot, tak ja
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jsem papez!*“ Protoze evidentn€¢ papezem neni, tvrdi tim, ze
Jenda plot nepteskoc¢i. Ovsem v tvrzeni ,,Jestlize preskocis ten
plot, tak ja& jsem papez* nejde o vyplyvani, nybrz pouhou
implikaci. Vyplyvani je nutny vztah mezi premisami a
zavérem, tj. za Zadnych okolnosti nemize nastat pfipad, Ze by
byly premisy pravdivé a zavér nepravdivy. V piipadé¢ pouhé
implikace zde takova nutnost neni. Jinymi slovy, mohlo by se
stat, ze by Jenda ten plot preskocil i kdyz jeho oponent neni
papez. Logika takovému vykonu nebrani, ziejm¢ tomu vSak
brani Jendovy fyzické dispozice.

Krom¢ toho, ze se zajimame o to, zda je dany tsudek
presvédCivym argumentem ve prospéch pravdivosti zavéru,
mélo by nas zajimat také to, nakolik jsme si jisti, Ze premisy
jsou pravdivé. Aby byl argument opravdu presvédCivy, mélo
by byt naprosto ziejmé, a to pro nds i pro ostatni, ze jeho
premisy jsou pravdivé. Obvykle se vSak musime spokojit
s urCitou nejistotou ¢i nepresnosti, o predpokladech, ze kterych
vychdzime, si Casto pouze myslime, Ze jsou pravdivé, ale
muizeme se mylit. JelikoZ tedy nase argumenty stoji a padaji
s pravdivosti jejich premis, jsou pouze natolik piresvédCivé,
nakolik jsou piresvedCivé jejich premisy. Tato skutecnost pak
vede ke tfeti strategii, jak kritizovat argument, pokud
nesouhlasime sjeho zavérem. Pokousime se ukazat, Zze
pravdivost jedné nebo vice premis je zna¢n¢ nejista.

Harry J. Gensler uvadi ve své knize (2010) tento ptiklad.
Na podzim roku 2008 Barack Obama pfed svym zvolenim
prezidentem USA presvédCiveé vedl v prizkumech vetejného
minéni. AvSak mnozi si mysleli, Ze nakonec ve volbach
nezvitézi. Argumentovali na zaklad¢ tzv. ,,Bradleyho efektu®,
ktery spociva vtom, Ze voli¢i bilé pleti v prizkumech sice
tikaji, ze budou volit kandidata cerné pleti, ale ve skutecnosti
jej pak nevoli. Barackova manzelka Michelle 8. fijna
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v rozhovoru s Larry Kingem pro CNN tvrdila, Ze Bradleyho
efekt nenastane a pouzila tento argument: '

Barack Obama je demokratickym kandidatem.

Kdyby mél nastat Bradleyho efekt, pak by Barack nebyl
demokratickym kandidatem

[protoZe by se tento efekt projevil jiz v primarkach].
Tedy Bradleyho efekt nenastane.

Po tomto prohlaseni jiz nemohli oponenti Obamy jednoduse
tvrdit, ze Bradleyho efekt nastane, museli reagovat na platny
argument Michelle. Jelikoz byla prvni premisa evidentné
pravdiva, museli by zpochybnit pravdivost druhé, to znamena,
museli by tvrdit, ze ackoliv se Bradleyho efekt neprojevil
v primarkéch, projevi se vzavéretném kole voleb. OvSem
t&zko si piedstavit, jak by nékdo tento nazor obhajoval.!!

1.4. Induktivni / abduktivni usuzovani a
prace s neurcitosti

Az dosud jsme se zabyvali pouze deduktivnim
usuzovanim, které zachovava pravdivost. Tedy, jesté jednou,
usudek je deduktivné spravny, pokud nutné, za vsech okolnosti
plati to, Ze pokud jsou vSechny premisy pravdivé, je pravdivy i
zaver, Cili jinymi slovy, pravdivost premis a nepravdivost
zavéru je spornd. Jde o nutny, striktni vztah mezi premisami a
zavérem.

V praxi se vSak setkavame také sjinymi zplsoby
usuzovani, kdy vztah mezi predpoklady a zavérem, ktery

19 Doslova fekla toto: ,,Barack Obama is the Democratic nominee. If
there was going to be a Bradley effect, Barack wouldn’t be the
nominee [because the effect would have shown up in the primary
elections]. [Hence,] there isn’t going to be a Bradley effect.”

"'V zavéreéném kole voleb Bradleyho efekt opravdu nenastal a jak
znamo, Barack Obama byl zvolen prezidentem USA.
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z téchto predpokladli vyvodime, je volngjsi. Porovnejme tyto
dva usudky:

Deduktivnée platny:

Vsichni obyvatelé Ceské republiky Ziji v
Evropé.
Petr je obyvatel Ceské republiky.
Petr zije v Evropé.

Induktivni usudek:

Obyvatelé Ceské republiky (vétsinou) mluvi
cesky.
Petr je obyvatel Ceské republiky.
Petr mluvi ¢esky
(asi, s velkou pravdépodobnosti).

U tohoto tisudku pravdivost premis nezarucuje pravdivost
zaveéru s naprostou jistotou, pouze s urCitou (v tomto piipadé
ziejmé velkou) pravdépodobnosti. Naptiklad Petr se mohl do
Cech pfistéhovat z Bratislavy a mluvi pouze slovensky. Nebo
to mize byt emigrant z Cedenska, ktery zde nalezl politicky
azyl a dosud se nenaucil cesky.

Abduktivni usudek:
Petr mluvi Cesky.

Cesky se mluvi v Ceské republice.

Petr je obyvatel Ceské republiky.
(asi, s velkou pravdépodobnosti).

Abduktivni usuzovani se da charakterizovat jako hledani
pricin, predpokladt, které by vysvétlovaly pozorované jevy.
Jestlize potkdme nékoho, kdo mluvi Cesky, usoudime, Zze
dotyény Zije v Ceské republice. Oviem nemiizeme si tim byt
jisti, doty¢ny mohl emigrovat, nebo je to potomek ceskych
emigrantl, ktery sice prozil cely Zivot v Australii, pfesto vSak
jeho rodice dbali na to, aby rodny jazyk nezapomnél.
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Takovéto usuzovani se vyuziva napt. v Iékafstvi pfi
stanoveni diagnozy, nebo v primyslu pfi hledani pfi¢in poruch
daného zafizeni, a podobn¢. Jedna se v podstaté o ,,obrdcené*
induktivni usuzovani, kdy se snazime k pozorovanému jevu
najit predpoklady, ze kterych Ize tento jev deduktivné nebo i
pouze induktivné odvodit.

V této knize se abduktivnim usuzovanim blize zabyvat
nebudeme, nebot” hlavnim tématem této knihy je deduktivni
usuzovani. Co se tyka induktivniho usuzovani, ukazeme si, zZe
v duikazu matematickou indukci dokdzany zaveér opravdu
logicky nevyplyva. Budeme se také zabyvat matematickymi
metodami, které ndm pomahaji pracovat s urCitou mirou
nejistoty ¢i vagnosti. Bézné vyroky naseho prirozeného jazyka
se Casto vyznacuji urcitou vagnosti a neurcitosti. Tak napf.
predikat byt mlady. V kolika letech a dnech pfestane byt
Clovék mlady? Tézko mizeme odpovédét piesné v tolika
letech a dnech. Nebo do kolika stupiii Celsia je voda studena?
Kde ptesné konci hory a za¢ina nizina? Da se dokonce fict, ze
vétSina vlastnosti ve skuteCném svété a prirozeném jazyce je
neostra. Ostré vlastnosti se vyskytuji pfedev§im v matematice.

V matematice jsou vSechny vyroky pravdivé i
nepravdivé analyticky, tj. nezadvisle na stavu svéta. Proto
problém, ktery jsme pravé nastinili, a to nakolik jsme si jisti
pravdivosti premis, ¢i do jaké miry jsou premisy pravdivé, zde
nehraje roli. Striktni deduktivni usuzovani, kterym jsme se az
dosud zabyvali, zde zcela vyhovuje. Pfesto nam mohou
matematické metody pfi praci s neurcitosti pomoci. Budeme se
jim vénovat v Kapitole 3 o tzv. fuzzy logice.
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1.5. Cviceni

Cvideni 1.5.1: Logika je rodna sestra intelektu '

,HInteligence a intelekt nejsou totéz. Zatimco inteligence
predstavuje soubor schopnosti, které cloveku umoznuji rychle
rozumeét svétu udalosti a situaci, intelektem se mini schopnost
sbirat informace a material pro mysleni a dokazat s nimi
operovat.

Tento test by mel prokazat vasi schopnost vyvodit
spravny zaver, ktery vyplyva z urcitych prohlaseni, a zaroven
provérit rychlost vaseho uvazovani.

Nasledujici prohlaSeni jsou samoziejmé¢ ve skuteCnosti
nesmyslna, nicméné je tfeba vyjit ztoho, Ze prvni dve
prohléseni z kazdého ukolu jsou spravna. Zavér z nich uz ale
mize, nebo také nemusi byt spravny. Jestlize se vam zda
v poradku, oznacte jej slovem ANO, v opaéném prtipadé
slovem NE. Na vypracovani jednotlivych kol mate ovSem
pouze 20 vtetin.*

1. VsSechny zaby jsou modré. Tento ki je modry. Proto

tento kuin je zaba.

2. Vsichni Zaci jsou ryby. Nékteti zaci jsou mloci. Proto

nektetfi mloci jsou ryby.

3. Nekteré mraky maji ¢erné puntiky. Cerné puntiky

maji vSechny domy. Proto n¢které mraky jsou domy.

4. VsSechny mysSi jsou hranaté. VSechno hranaté je

modré. Proto vS§echny mysi jsou modré.

12 Toto cviceni je onen test, ktery je zminén v odstavci 1.2. Cituji zde
doslova, jak tento test zn¢€l. Z toho vSak nevyplyva, Ze bych se
ztotoziovala se v§im, co je zde feCeno. Navic, ¢tenare by mohla mast
pouzita terminologie. Proto prosim si v§ude dosad’te za ,,prohlaseni
termin ,,vyrok®, a za ,,spravné prohlaseni termin ,,pravdivy vyrok*.
U kazdého tkolu pak posud’te, zda tieti vyrok deduktivné vyplyva

z prvnich dvou.

24



5. VSechny ovce jsou sloni. Néktefi sloni jsou capi.
Proto vSechny ovce jsou ¢api.

6. Nc¢kteii lidé, ktefi maji radi Alici, nemaji radi
Roberta. Robert ma rad Alici. Proto lidé, kteti maji
radi Roberta, nemaji radi Alici.

7. Nekteii psi radi prednéseji basn€. VSichni psi jsou
laviny. Proto nékteré laviny rady prednaseji basné.

8. Nikdo scervenym nosem nemize byt premiér.
VSichni muzi maji ¢ervené nosy. Proto zddny muz
nemuze byt premiérem.

9. Vsichni jezevci jsou sbératelé umeni. Nektefi
sbératelé umeéni ziji v norach. Proto nékteii jezevci
7iji v norach.

10. Nikdo s fialovymi vlasy neni mlady. Nékteii lidé,
kteti maji fialové vlasy, piji mléko. Proto né€kteti lidé,
ktefi piji mléko, nejsou mladi.

Jak jste dopadli?

Za kazdou odpovéd’ ANO u otazek 2, 4, 7, 8, 9, 10 si pocitejte
jeden bod, a za kazdou odpovéd’ NE u otazek 1, 3, 5, 6 si
pocitejte také jeden bod.

7-10 bodii: Bravo! Tézko mtze byt n¢kdo lepsi nez vy.
Vase logika je piimo zelezna.

5-6 bodu: Logické uvazovani patii k vaSim silnym
strankam.

3-4 body: Zlatd stfedni cesta, tedy zadny génius, ale
hlupék jesté také ne. Co vic si prat?

1-0 bodu: VaSe silné stranky se neprojevuji prave
v logice.

Komentai DuZi.

Dosahli jste 10 bodt, nebo pouze 9? Pokud ,,pouze® 9,
pak je to v tom nejlepsim potradku, nebot’ jste odpovidali zcela
spravné. Pokud jste dosahli 10 bodi, pak jste se dopustili
jedné chyby. Dokazete nyni uréit, pro¢ je vysledek 10 bodl
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vlastné chybny? Jinymi slovy, ktera z odpovédi ANO méla byt
spravné NE?

Odpovéd’:

Jedna se o usudek cCislo 9. Zde zavér deduktivné
nevyplyvd zuvedenych pfedpokladd, protoze zadny z téch
sbérateltl uméni, ktefi dle druhé premisy ziji v norach, nemusi
patiit mezi jezevce, nebot dle prvni premisy mize byt
sbérateltl uméni vice nez jezevcul.

Cviceni 1.5.2: Rozhodnéte, které z nasledujicich usudkd jsou
deduktivné platné.

1 Jestlize prsi, pak ziistaneme doma.
" | Ale doma jsme neziistali.

Tedy, neprsi.

) Je-li p€kné, pak nezlstaneme doma.
" | Neni p&kné.
Tedy, ziistaneme doma.

3 Je pékné a neprsi.
" | Jestlize neprsi, pak nezlistaneme doma.
Tedy, je pekn¢ a nezlistaneme doma.

4 Je p¢kné nebo prsi.
" | Jestlize pri, pak ziistaneme doma.
Ale doma jsme nezistali.

Tedy, je pekn¢.

Resent: Platné usudky jsou 1, 3, 4, usudek 2 platny neni.
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Cviceni 1.5.3: Rozhodnéte, které z nasledujicich zavéra
deduktivné vyplyvaji z uvedenych predpoklada.

Je-li Karel v Praze, je Helena v Brné.
Je-li utery, neni Helena v Brné.
Je utery nebo stieda.

a) | Tedy, je-li Karel v Praze, pak neni tutery.

b) | Tedy, je stieda nebo Helena neni v Brn¢.

c) | Tedy, je-li stfeda, pak je Helena v Brné.

d) | Tedy, je-li Karel v Praze, pak je stieda.

Resent: Vyplyvaiji zavéry a), b) a d). Zavér c) nevyplyva.

Cviceni 4: Co vyplyva z téchto predpoklada?

Je-li utery, je pfednaska, ale neni cviCeni.
Dnes je pfednaska i cviceni.

Je-1i cviceni, pak nepotiebujeme projektor.
Tedy, 17?

Resent: Neni utery a nepotiebujeme projektor.
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Kapitola 2. Formalizace znalosti

Az dosud jsme formulovali naSe argumenty a tsudky pouze
v pfirozeném jazyce a intuitivné jsme rozhodovali, které
usudky jsou platné a které neplatné. To je samoziejmée
v poradku, vzdyt spolu vzijemné¢ komunikujeme a
argumentujeme ve prospéch toho ¢i onoho tvrzeni pravé
v ptirozeném jazyce. Chceme-li vSak jednotlivé spravné
zpusoby usuzovani ovétovat, dokazovat a také automatizovat,
potfebujeme zavést formalni jazyk, ktery nebude trpét neduhy
jazyka pfirozeného jako viceznacnost ¢i vagnost. Navic, jak
jsme jiz naznacili v ivodni kapitole v odstavci 1.2, platné
usudky jsou platné diky své logické forme.
Poznali jsme platna schémata usuzovani, jako napf.

Jestlize A, pak B; A je pravda. Tedy je pravda i B.
Jestlize A, pak B; B neni pravda. Tedy neni pravda ani 4.
VSechna P jsou Q; a je P. Tedy a je také Q.
Vsechna P jsou Q; a neni Q. Tedy a neni ani P.

Bylo by jist¢ vyhodné si takova schémata ¢i formy
zafixovat jako platna pravidla usuzovani, a kdykoliv se pak
setkdme s argumentem, ktery ma stejnou formu, vime jiz bez
dalsiho dokazovani, Ze takovyto argument je platny.

Dosadime-li napf. za symboly A, B vyroky ,Prsi“ a
,vezmu si destnik®, dostaneme platné usudky:

Jestlize prsi, vezmu si destnik; Prsi.
Tedy si vezmu destnik.

Jestlize prsi, vezmu si destnik; Nevezmu si destnik.
Tedy neprsi.
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Podobné dosadime-li za symboly P a Q vlastnosti byt
Lprvocislem vét§im nez 2* a ,lichy*, dostaneme opé&t platné
usudky:

Vsechna prvocisla vétsi nez 2 jsou licha,
5 je prvocislo veétsi nez 2.
Tedy 5 je liché ¢islo.

Vsechna prvocisla vétsi nez 2 jsou licha,
6 neni /iché cCislo.
Tedy ¢islo 6 neni prvocislo vetsi nez dva.

Zavedeme si proto formdalni jazyk, ve kterém budeme co
nejpresnéji formalizovat nase tvrzeni a zachycovat jednotlivé
platné¢ logické formy. Nejprve zavedeme nejjednodussi
logicky systém a jazyk, a tim je vyrokovd logika. Poté nas
systém rozSifime na predikdatovou logiku 1. radu, coz je
v podstaté nejrozsifenéj$i moderni logicky systém, vyuzivany
zejména v matematice. Naucime se v takovychto logikach
pracovat, ale také si ukazeme omezeni, kterym podléhaji.

Pozorny ctenar si jist¢ vSiml, ze ptiklady platnych
schémat usuzovani, které jsme uvedli vyse, se lisi. V ptipad¢
prvnich dvou jsme dosazovali za symboly 4, B jednotlivé
vyroky, kdezto v pfipad¢ druhych dvou jsme dosazovali za
symboly P, Q predikaty oznacujici vlastnosti, které maji
nekteré prtipadné vsechny prvky dané zkoumané domény.
Schémata prvniho typu jako napft.

Jestlize A, pak B; A4 je pravda. Tedy je pravda i B.
Jestlize 4, pak B; B neni pravda. Tedy neni pravda ani 4.
A nebo B. Ale B neni pravda. Tedy je pravda A.

jsou pfedmétem zkoumani vyrokové logiky, kdezto
formalizace schémat usuzovani druhého typu, tj. napi.

Vsechna P jsou Q; a je P. Tedy a je také Q.
V3Sechna P jsou Q; a neni Q. Tedy a neni P.
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jsou predmétem zkoumani predikatové logiky 1. Fadu.

U schémat prvniho typu, ktera Ize zachytit ve vyrokové
logice, je platnost usudku ddna pouze tim, jak jsou jednotlivé
vyroky A, B navzajem spojeny, nezavisi tedy na tom, jaky je
obsah vyrokii 4, B. Kdezto u druhého typu, které Ize
formalizovat v predikatové logice 1. fadu, zavisi platnost
usudku také na obsahové struktufe jednotlivych vyrokd.

2.1. Jazyk vyrokové logiky

2.1.1. Uvodni poznamky

Nyni si zavedeme jazyk vyrokové logiky, ve kterém budeme
moci formalizovat usuzovani, které je zalozeno pouze na
pomoci logickych spojek. VSimnéme si nejprve, které vyrazy
mohou oznacovat logické spojky. Jsou to spojeni jako ,,jestlize
..., pak®, ,kdyz ..., tak®, ,je-li ..., pak®, ,a“, ,ale“, ,,nebo®,
»anebo®, Lani ... ani®, apod.

Budeme tedy poticbovat dva typy symboli. Jednak
symboly zastupujici jednotlivé vyroky jako ,,Prsi, ,,Je hezky*,
tzv. vyrokové proménné p, q, r, ..., a dale symboly pro logické
spojky oznaCené vyrazy jako ,jestlize, pak™ (implikace), ,,a*
(konjunkce), ,,nebo* (disjunkce), ,,praveé kdyz“ (ekvivalence).
Tyto logické spojky funguji tak, Ze spojuji vzdy dva vyroky 4,
B v jeden sloZeny, jehoz pravdivost je dana pouze pravdivosti
vstupnich vyroki 4, B. Jinymi slovy,

Jjednotlive vyroky vstupuji do vyrokové logiky
pouze svou pravdivostni hodnotou. Zddné dalsi
vazby mezi vyroky, jako pric¢ina, Ccasovd
naslednost, apod. zde nehraji roli.
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Tak naptiklad vyrok
Jestlize zelezo je guma, pak 1+1=2

je ve vyrokové logice pravdivy! Je tomu tak proto, Ze spojka
Jestlize ..., pak® oznacuje tzv. materialni implikaci, ktera je
nepravdiva pouze v jednom piipad¢, a to tehdy, kdyz vyrok
vlevo je pravdivy a vpravo nepravdivy.!* Vyrokové logické
spojky tedy jsou tzv. pravdivostni funkce, jejichz argumenty a
hodnoty jsou pravdivostni hodnoty Pravda (1) a Nepravda (0).

2.1.2. Pojem funkce

Diive nez pfistoupime k definici pravdivostnich funkeci,
vysvétlime si pojem funkce. Na stiedni Skole se Ctenaf jisté
s timto pojmem setkal. Studovali jsme napf. goniometrické
funkce sinus, cosinus, tangent, kotangent, nebo aritmetické
funkce jako druha mocnina ¢i odmocnina, apod. Zabyvali jsme
se vsSak vétSinou spiSe zadanim funkce, Cili prislusnymi
formulemi, nez tzv. priubéhem hodnot. Ptistup, kdy se
zabyvame piedevsim riiznymi zplisoby zadani funkce a vztahy
mezi nimi, se nékdy nazyva intenzionalni. Druhy piistup, kdy
nas zajima predevSim pribéh hodnot, ktery se da znazornit
tabulkou ¢i grafem, nazveme extenziondlni neboli
mnozZinovy.'* Z tohoto extenzionalniho pohledu je uZivana tato
definice (totalni) funkce:'

13 Této spojce budeme jesté v dal$im textu vénovat pomérné velkou
pozornost, protoze byva ¢asto u studentd zdrojem chyb.

14 Slavny matematik a logik Alonzo Church pouziva pojmy
,.function-in-intension‘ a ,,function-in-extension®.

15V nékterych logickych systémech pracujeme také s tzv.
parcialnimi funkcemi, které nemuseji byt definovany na vSech
argumentech, na nékterych mize hodnota funkce chybét. V klasické
vyrokové a predikatové logice v8ak pracujeme pouze s totdalnimi
Sfunkcemi.
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Funkce fje zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B,
které ptitazuje kazdému prvku mnoziny 4 pravé
jeden prvek mnoziny B. Mnozinu A nazyvame
definicni obor nebo také doména funkce f a
mnozinu B obor hodnot nebo také kodoména
funkce £, znacime f: 4 — B.

Doména funkce mize byt mnozina uspotradanych dvojic,
nebo také trojic, atd., obecné n-tic prvkd mnozin A, ..., An.
Takovouto mnozinu vSech uspofadanych n-tic nazyvame
Kartézsky soucin mnozin A, ..., An, znatime A4;x...x4,. Tak
napf. funkce sCitdni na mnozin€ pfirozenych cisel N je
zobrazeni z mnoziny dvojic piirozenych cisel do mmnoziny
prirozenych cisel, tedy

+ NxN—>N.

MuZeme si to ilustrovat tabulkou.

Argumenty Hodnoty
0 0 0
1 0 1
0 1 1
1 1 2
2 0 2
0 2 2
2 1 3
1 2 3
2 2 4

Tab. 1: Funkce séitani na mnoziné N

2.1.3. Pravdivostni funkce

Poté, co jsme si ozfejmili pojem funkce, miizeme se vratit
k pravdivostnim funkcim. O jaka zobrazeni jde? Jelikoz jsou
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to binarni logické spojky, spojuji vzdy dva vyroky do jednoho,
ovSem ty vyroky jsou zde zastoupeny pouze svou pravdivostni
hodnotou. OznaCime-li mnozinu pravdivostnich hodnot
Pravda, Nepravda jako {1, 0}, vidime, Ze tyto funkce jsou
zobrazeni typu {1, 0} x {1,0} — {1, 0}.

Jednoduchou kombinatorickou tvahou zjistime, ze
existuje celkem Sestnact binarnich pravdivostnich funkci a
jejich vycet je uveden v nasledujici Tabulce 2. Opét v prvnich
dvou sloupcich jsou mozné argumenty, v nasledujicich
Sestnacti sloupcich jsou hodnoty téchto funkei.

ol1[2[3]4]5]6]/7]/8|/9|/A[B|C|D|E|F
Arg Hodnoty
1lif1]ol1]ol1]ol1]ol1]ol1]o]1]o]1]0
tlof1[1]ofol1[1]ofol1[1]ofol1]1]0]0
ol1ft1]a]1]olofolofa][1]1]1]o]o]0]0
oloft]afaft]af1[1]1]ofolo]o]o]olo]o

Tab. 2: Binarni pravdivostni funkce

Z téchto Sestnacti funkci se nejCastéji pouzivaji funkce,
které jsme oznacili ¢isly 2, 6, 8 a E. Nazveme je po tadé
implikace (D), ekvivalence (=), disjunkce (V) a konjunkce (),
a budeme pro n¢ uzivat symboly, které jsme uvedli v zavorce.

Priklad. Vlevo uvadime piiklady slozenych vyrokd, vpravo
pak jejich formalizaci ve vyrokové logice.

,Jestlize zelezo je guma, pak 1+1=2 = poOyq
,Zelezo je guma nebo 1+1=2% > pVvyq
»Zelezo je guma a 1+1=2° 2> pPAg
»Zelezo je guma pravé kdyz 1+1=2% > P=q.

Jelikoz jsou binarni spojky implikace, konjunkce,
disjunkce a ekvivalence velice dllezité, uvedeme v Tabulce 3
jeste jednou jejich definici pomoci pravdivostni tabulky.
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41p>9 \prgIpVgIP=9
1 1 1 1 1
0 0 0 1 0
1 0

1

P
1
1
0
010 1 0 0

Tab. 3: Spojky implikace, konjunkce, disjunkce a ekvivalence

Vsimnéme si jesté, ze rovnéz vyraz ,neni pravda, ze“,
ktery neguje pravdivost vyroku, kterému ptedchazi, vytvari
z jednoduchého vyroku vyrok slozeny, a funguje tedy jako
logicka spojka, i kdyz nespojuje dva vyroky. Tuto spojku
budeme nazyvat negace a oznaCovat jako ,—“. Napftiklad
vyrok ,,Zelezo neni guma* formalizujeme jako —p.

Jak asi tusite, vyrok —p je pravdivy pravé kdyz p je
nepravdivy a naopak, tedy negace obraci pravdivostni hodnotu
puvodniho vyroku:

pP|—p
1
0] 1

Symbolika pro znaceni vyrokovych spojek neni
v literatufe jednotnd. Nasledujici tabulka 4 udava alternativni
znaceni spojek:

Symbol pro spojku Alternativné
A &
D —, =
= o, S
4 ~

Tab. 4. Znaceni logickych spojek
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2.1.4. Jazyk vyrokové logiky

Nyni jiz muzeme piistoupit k definici jazyka vyrokové
logiky. Jazyk je obecné (spocetné nekonecnd) mnozina dobie
utvotenych vyrazli, kterym zde budeme ftikat formule.
Chceme-li definovat nekone¢nou mnozinu, pak nejcastéji
pouzijeme definici induktivni. Jako obvykle, nejprve
definujeme abecedu jazyka, tj. mnozinu zékladnich symbolu,
ze kterych jsou tvofeny formule, a poté gramatiku jazyka,
ktera induktivnhé generuje nekoneCnou mnozinu dobre
utvorenych formuli (DUF).

Definice 2 (jazyk vyrokoveé logiky)

I) Abeceda jazyka vyrokové logiky je mnozina nasledujicich
symbolii:

— Vyrokové proménné: p, ¢, r, ... (pfipadné s indexy)

— Symboly logickych spojek: —, v, A, D, =

— Pomocné symboly (zavorky): (, ), pfipadné [,],{,}

Il) Gramatika jazyka vyrokové logiky:

1. Vyrokové proménné jsou dobie utvorené formule.
(baze definice)

2. Jsou-li vyrazy A, B dobfe utvorené formule, pak jsou
dobfie utvotenymi formulemi i vyrazy (—A), (A A B),
(A v B),(A>B),(A=B).
(induk¢ni krok definice)

3. Jinych dobie utvotenych formuli jazyka vyrokové
logiky, nez podle bodi (1), (2) neni.

(uzavér definice)

Jazyk vyrokové logiky je mnozina vSech dobfe utvotfenych
formuli vyrokové logiky. Formule vzniklé podle bodu (1)
nazyvame elementdrnimi (atomickymi) formulemi, formule
vzniklé podle bodu (2) slozenymi formulemi.
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Poznamky:

1.

Symboly A4, B pouzité v induk¢énim kroku definice nejsou
formulemi (nevyskytuji se jako symboly v abecedé
jazyka), ale metasymboly slouzici k oznaCeni jakékoli
formule.

Atomické formule, tj. vyrokové proménné, zastupuji
jednoduché vyroky (ptesnéji jejich pravdivostni hodnoty),
slozené formule pak slozené vyroky. Vyrok je
jednoduchy, jestlize zadna jeho vlastni ¢ast jiz neni
vyrokem. Tak naptiklad vyrok ,,Pr$i“ je jednoduchy,

Pouzivani zavorek v zapisu formuli mizeme omezit

prijetim nasledujicich konvenci:

e Vn¢jsi zavorky mlizeme vynechat.

e Logické spojky uspotaddme do prioritni stupnice —,
A, Vv, D, =. Priorita spojek se snizuje zleva doprava.
Tedy nejvyssi prioritu ma negace, pak konjunkce, atd.

e 'V pfipadé, ze o priorit¢ vyhodnoceni nerozhodnou ani
zavorky ani prioritni stupnice, vyhodnocujeme formuli
zleva doprava. Tak napt. formuli p > ¢ > r D s
vyhodnocujeme tak, jakoby byla zapsana ve tvaru
(=) =R =)t

e U viceClennych konjunkci nebo disjunkci neni tfeba
uvadét zavorky, tj. napt. misto ((p v ¢g) v r) nebo
(p v (g Vv r)) lze psat pouze p v g v r. Jinymi slovy,
konjunkce a disjunkce jsou asociativni.

Pozor! Implikace neni asociativni, zde zalezi na

uzavorkovani. Tedy napt. formule

A=p>@>r), B=((p>9)>7)

nejsou ekvivalentni. Snadno to ovéfime dle Tab. 3.
Formule 4 bude pravdiva pro p = 0, a to bez ohledu na
pravdivost ¢ a ». Formule B je vSak nepravdiva pro
ohodnocenip =0ar=0.
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Piiklad:

Nasledujici posloupnost formuli ilustruje postup konstrukce
slozené¢ formule podle Definice 2, II). V prvém sloupci je
zobrazen postup konstrukce slozené formule striktné podle
definice a v druhém s maximalnim vyuzitim konvenci
Setficich zavorky.

Podle definice S vyuzitim konvenci
D> 9q D> 9q

(=p), (—9), (P 1 q) =P, 4, P N q
(=p) v (=9)), (=(p A q) —pV —=q,—(pAq)
(=) V(=) = (= A 9)) PNV g==(pAg)

Tab. 5. Konvence vynechavani zavorek

Tuto konvenci vsak doporucujeme prilis nezneuzZivat a
zavorky radéji pouzijeme vzdy, kdyz chceme vyznacit
strukturu formule. Tak napi. formuli na ¢tvrtém fadku by bylo
vhodnéjsi a prehlednéjsi zapsat bez toho, Zze bychom brali
v uvahu vy$si prioritu disjunkce nad ekvivalenci, tedy takto:

(=pv =9 =—(pAqg).

2.1.5. Vyznam (sémantika) formuli vyrokové
logiky

Vyznam neboli sémantika sloZzenych formuli je dana tim, za
jakych okolnosti je dand formule pravdiva. Otdzka, zda je
sloZzena formule pravdiva, nedava sama o sob&é dobry smysl.
Jeji pravdivost zavisi na tom, zda jsou pravdivé atomické
formule, ze kterych je sloZzena a také na zptsobu, jak je
slozena, tedy na tom, jaké spojky obsahuje. Tak napiiklad
formule p v ¢ je pravdiva v ptipad¢, Ze alespoi jeden z vyrokl
zastupovanych proménnymi p, ¢ je pravdivy, jinak je
nepravdiva, viz Tab. 3. Pfi urCovani pravdivosti slozené
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formule musime tedy vzit v tvahu vSechny mozné kombinace
prifazeni pravdivostnich hodnot 0, 1 vyrokovym proménnym,
které se ve formuli vyskytuji. Takovato piifazeni (Cili funkce)
budeme nazyvat ohodnoceni neboli valuace v. Zpusob, jak
urcit pravdivost slozené formule pro jednotlivd ohodnoceni si
nejlépe opét znadzornime pravdivostni tabulkou. Uk4dZzeme si to
na priklad¢.

Uvazme formuli (—p = ¢). Abychom ur¢ili, pro ktera
ohodnoceni je pravdiva, sestrojime jeji pravdivostni tabulku.

Pladl—pl(=p=9q
1{1]o0 0
1jo] o 1
o1 1 1
olo]f 1 0

Vidime, ze formule je pravdivd pro ohodnoceni p=1, ¢g=0 a
p=0, g=1. Takova ohodnoceni, pfi kterych je dana formule
pravdiva, nazyvame modely formule a formule, kterd ma
alespofi jeden model, se nazyva splnitelnd.

M¢jme dale formuli —p > (g v ) a ureme jeji modely.
Jelikoz se ve formuli vyskytuji tfi proménné, jeji pravdivostni
tabulka bude mit 23 tj. osm Fadki.

plg r|—plgvr|—pD@Vvr)
1{1|1]o | 1 1
Lj{1jolo | 1 1
tjoj1lo | 1 1
1{ojlof o 0 1
of1]1| 1| 1 1
oj1(ofl 1| 1 1
ojof1] 1| 1 1
ojojo]f 1 0 0
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Vidime, ze formule je nepravdivd pouze pii jednom
ohodnoceni, a to p=0, g=0 a »=0. VSechna ostatni ohodnoceni
jsou jejimi modely. Kdyby byla vSechna ohodnoceni jejimi
modely, byla by to tzv. tautologie, ale to neni. Tedy rovnéz
tato formule je pouze splnitelna.

Zkoumejme dale pomoci pravdivostni tabulky formuli

(=pVv—=9)=—(prQq).

Plal—p|l—g|—pVv—g| @A | (=pV—g==(pArg)
1{1lo]o 0 0 1
1{o]lo |1 1 1 1
ol1]1]o0 1 1 1
olo]l 1 |1 1 1 1

Vidime, Ze vsechna ohodnoceni jsou jejimi modely. Tato
formule je tautologie.

Tautologie je tedy takovy vyrok, ktery nemulze byt
nepravdivy. Vyse uvedena formule zastupuje pomérn¢ slozitou
tautologii, je to jeden ze zakonl vyrokové logiky, a to de
Morganiv zédkon pro negaci konjunkce. Jako priklady
jednoduchych tautologii mohou slouzit naptf. vyroky ,,Prsi
nebo neprsi“, Cili formule p v —p, nebo ,Jestlize prsi, pak
prsi®, ¢ili formule p o p.

Opakem tautologie je tzv. kontradikce, kterd nemtize byt
za zadnych okolnosti pravdiva, tedy formule, kterd nema
zadny model. Typickym ptikladem jednoduché kontradikce je
formule (p A —p).

Negaci tautologie obdrzime kontradikci a naopak. Tedy
jak snadno nahlédneme, kontradikce je rovnéz formule

—[(=p Vv =g)=—=(p A g)]
nebot’ je to negace tautologie.

Na zavér tohoto odstavce si zopakujeme dulezité pojmy,
které jsme zde poznali.
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Valuace neboli ohodnoceni je funkce {p, q, r,...}
— {0,1}, ktera kazdé wvyrokové proménné
pfifazuje pravdivostni hodnotu.

Model formule f vyrokové logiky je takové
ohodnoceni, pro které nabyva formule f hodnotu
Pravda (1).

Formule je splnitelnd, pokud ma alespon jeden
model.

Formule je fautologie (neboli logicky pravdiva),
je-1i kazdé ohodnoceni jejim modelem.

Formule je kontradikce (neboli nesplnitelnd),
pokud nemé zadny model.

2.1.6. Formalizace tvrzeni v jazyce vyrokové
logiky

V predchozich odstavcich jsme zavedli jazyk vyrokové logiky,
ve kterém tedy mlzeme formalizovat zplsob skladani
jednoduchych vyrokii do vyroki slozenych. Jazyk vyrokové
logiky je pomérné jednoduchy a nyni jiz by mélo byt ziejmé,
jak a do jaké miry mlizeme vtomto jazyce formalizovat
tvrzeni pfirozeného jazyka. Prost¢ nahradime jednotlivé
atomické vyroky proménnymi p, g, ..., a spojky pfirozeného
jazyka nahradime symboly logickych spojek —, A, v, D a =
Tak napt. vyrok
Neni pravda, Ze je-li mokro, pak prsi
zapiseme jako formuli
—-(p>q)

kde vyrok ,,je mokro* je nahrazen proménnou p a vyrok ,,prsi*
proménnou g.

Je samoziejmé, Ze v takovémto velice jednoduchém
systému nezachycuje formalizace vyrokl pfirozeného jazyka
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zdaleka jejich vyznam. Pravé naopak, abstrahujeme od veskeré
vnitini  struktury jednoduchych vyrokdi a jejich vyznam
redukujeme na Pravda (1) ¢i Nepravda (0). Avsak ani v tomto
systtmu neni formalizace vzdy zcela jednoduchd a
jednoznac¢na. Uvedeme nyni nékolik zasad, jak vyuzivat jazyk
vyrokové logiky. Pljde hlavné o to, kterd spojeni piirozeného
jazyka lze nahradit logickymi spojkami a jak.

1. Spojka negace (=) odpovida vyjaddifenim jako “neni

pravda, Ze ...”, ,ne-,, apod. Je to unarni spojka, nespojuje
dva vyroky.
Priklad: Necht proménnd p zastupuje vyrok ,,Praha je
velkomésto®. Pak vyroky jako ”Neni pravda, Ze Praha je
velkomesto” nebo ,,Praha neni velkomésto™ analyzujeme
pomoci formule —p.

2. Spojka konjunkce (A) odpovida v ptfirozeném jazyce zhruba
spojkam ,,a“, ,ale”, né¢kdy také pouze ¢arka, apod. Je to
spojka komutativni, to znamend, Ze p A q je ekvivalentni
formuli g A p.

Priklad: Necht promé&nna

p zastupuje vyrok ,,Praha je velkomésto®,

g zastupuje ,,Praha je hlavni mésto CR“,

r zastupuje ,,v Praze je sidlo prezidenta CR“ a
s zastupuje vyrok ,,2+3=5%,

Pak analyza nésledujicich slozenych vyrokti bude vypadat
takto:

,Praha je hlavni mésto CR, ale neni to velkomésto*:
qgn—p

,,Praha je hlavni mésto CR a je to sidlo presidenta CR*:
qAT

,Praha je velkomésto, 2+3=5%:
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PAS

99,99

Pozor! Ne kazdou spojku “a” v pfirozeném jazyce lze
analyzovat pomoci konjunkce. Tak napf. nasledujici
vyroky budou z hlediska vyrokové logiky jednoduché:

”Jablka a hrusky se pomichaly”.
”Ptisel jsem domti a zatopil”.

U prvniho vyroku jde o to, ze jablka a hrusky se navzdjem
pomichaly, tedy nejsou zde spojeny dva jednoduché vyroky
»Jablka se pomichala“ a ,,Hrusky se pomichaly*.

Ve druhém ptipad¢ sice mame dva jednoduché vyroky
,Prisel jsem doma®, ,,Zatopil jsem*, avSak nejsou spojeny
konjunktivné. Dlivodem je to, Ze je zde zamlCena Casova
naslednost, nejprve jsem piiSel domi a pak jsem zatopil.
Takovéto spojeni neni komutativni, avSak spojka
konjunkce komutativni je. Kdybychom toto spojeni
analyzovali konjunktivné p A ¢, pak by nas§ vyrok musel
byt ekvivalentni vyroku g A p, tj. ,,Zatopil jsem a piiSel
domil*, coz samoziejme neni.

. Spojka disjunkce (v) odpovida v piirozeném jazyce
spojenim pomoci ’nebo”, ,,anebo®, ,,&i, ,,pripadné®, apod.
Je to rovnéz spojka komutativni, to znamena, ze p v ¢q je
ekvivalentni formuli g v p.
Priklad: Necht promé&nna

p zastupuje vyrok ”Osobni auta maji predni nahon”
g zastupuje vyrok ”Osobni auta maji zadni ndhon”

Pak analyza vyroku ”Osobni auta maji pfedni nebo zadni
nahon” bude p v g.

Podobné¢ mutzeme vyrok ”Napoleon diktoval nebo se
prochazel” formalizovat pomoci formule p v gq.
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Pozor! Spojka disjunkce (V) je ve vyrokové logice chapana
jako nevylucujici se nebo.'® Tedy formule p v ¢ je pravdiva
pro valuaci p=1, g=1. Osobni auta mohou mit ptedni nebo
zadni ndhon (nebo oboji), Napoleon mohl diktovat pfi tom,
kdyz se prochazel, apod. V naSich piikladech budou tedy
oba slozené vyroky pravdivé i v piipadé, ze jsou pravdivé
oba atomické vyroky.

V prirozeném jazyce je vSak ,,nebo” Casto uzivano ve
vylucujicim se smyslu, tj. jako ”bud’, anebo”.

V tom piipadé bychom méli pii analyze pouzit jinou
spojku, a to alternativu neboli nonekvivalenci, coz je
spojka Cislo 9 v Tabulce 2. JelikoZ pro ni nezavadime
specialni symbol, mlzeme ji vyjadfit jako negaci
ekvivalence.

Priklad: Vyroky

”Tento muz je bud’ Zenaty, anebo svobodny”
”Zistanu doma, nebo pljdu do skoly”

budeme misto disjunkce p v g presnéji analyzovat formuli
—(p=9).

4. Spojka implikace (D) odpovida spojenim jako “jestlize,
pak”, ’kdyz, tak”, ”je-li, pak”, apod.

Je to jedina binarni spojka, kterd neni komutativni, proto
nazyvdme prvni clen implikace antecedent, druhy
konsekvent. Implikace, jako ostatn¢ vsSechny vyrokové
spojky, neptedpoklada Zadnou obsahovou souvislost mezi
antecedentem a konsekventem, proto byva n¢kdy nazyvana
materialova implikace (sttedovek “suppositio materialis”™).
Implikace tedy (na rozdil od castych pfipadii v pfirozeném
jazyce) nezachycuje ani pfi¢innou ani casovou vazbu.

16 Viz Tabulka 3.
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Priklady:

“Jestlize 1+1=2, pak zelezo je kov” (pravdivy vyrok)
formalizujeme jako p D ¢, kde p zastupuje antecedent
1+1=2 a g konsekvent Zelezo je kov.

”Jestlize existuji ufoni, tak jsem papez” formalizujeme
rovnéz jako p O ¢, kde p zastupuje antecedent existuji
ufoni a g konsekvent jsem papez.

Pozn.: Co tim doty¢ny vlastn¢ tvrdi? Jelikoz
predpokladame, ze tika pravdu, a evidentné neni papez
(konsekvent je nepravdivy), musi byt nepravdivy rovnéz
antecedent, tedy dotyCny chce fict, Ze ufoni neexistuji.

. Spojka ekvivalence (=) odpovida spojenim pomoci “’prave
tehdy, kdyz”, ”tehdy a jen tehdy, kdyz”, apod., avSak ne
“tehdy, kdyz”, coz je implikace.

Priklady:
”Recka vojska vyhravala boje tehdy a jen tehdy, kdyz o
jejich vysledku rozhodovala fyzicka zdatnost™: p =g

,Prirozené Cislo x je délitelné tfemi, praveé tehdy kdyz
soucet cifer cisla x je délitelny ttemi“: p =g

Uvazme dale dva vyroky:
a) “Dostane$ odménu, kdyz vyhrajes”
— vhra > odména
b) “Dostanes odménu tehdy a jen tehdy, kdyz vyhrajes®
— vhra = odméena
Situace: Nevyhral jsem. Ve kterém ptipadé mohu dostat
odménu?
Reseni:
V pripadé ad a) mohu dostat odménu, protoze v tomto
pripadé je vyhra pouze dostatecna podminka pro odménu,
ne vSak nutna. Mohu tedy dostat odménu z jinych davodd.
V piipadé ad b) vSak nemohu dostat odménu, protoze
vyrok vyjadiuje nutnou a dostatecnou podminku.
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Pozn.: V ptirozeném jazyce se spojka ekvivalence pouziva
ziidka, mnohem v¢&tSi vyznam a castéjSi pouziti ma
v exaktnich védach, zejména v matematice v definicich.

Pfevod z ptirozeného jazyka do jazyka vyrokové logiky
nemusi byt vzdy jednoznacny.

Priklad:
”Jestlize ma clovek vysoky tlak a Spatné se mu dycha nebo ma
zvysenou teplotu, pak je nemocen”.

Oznac¢me jednotlivé vyroky takto:
p — "X ma vysoky tlak”
g — X se Spatn¢ dycha”
r— "X ma zvySenou teplotu”
s —”X je nemocen”

Existuji dvé mozné formalizace:
1. analyza: [(pAg)vr]Ds
2.analyza: [pA(gvr)]os

Ob¢ formule jsou rGzné a nejsou ekvivalentni (tj. nemaji
shodnou pravdivostni funkci), ale ze zadani nepozname, jak
bylo tvrzeni mysleno. To by nebylo tak zavazné, kdyby z obou
formalizaci plynuly stjné¢ diasledky. Jak ale ukdzeme v odst.
2.1.7, neni tomu tak.

Poznamenejme déle, Ze ne vSechny gramaticky slozené véty
pfirozen¢ho jazyka je mozno jednoduse analyzovat jako
slozené vyroky. Jedna se zejména o spojky vyjadiujici pricinu
¢i davod jako ,,protoze”, ,,jelikoz*, ,,z toho divodu*.

Piiklad.:

“Hokejisté prohrali kvalifikacni zapas, proto se vratili
Z mistrovstvi svéta predcasné”.
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Jelikoz si mizeme strukturu véty zachytit schematicky jako
“Protoze prohrali (p), tedy se vratili z mistrovstvi piedcasné
(v)” a toto spojeni evidentn¢ neni komutativni, zdalo by se, Ze
vétu mizeme analyzovat pomoci spojky implikace: p D v. Ale
pak by véta musela byt pravdivad i v piipadé, ze —p, tj.
v ptipad¢, kdy hokejisté neprohrali kvalifikaéni zéapas, coz
evidentné€ neni pravda. Proto si zapamatujeme:

Spojce “protoze” neodpovida logicka spojka
implikace

Adekvatni analyza spojky protoze a obecné vét
vyjadiujicich pfic¢inu ¢i divod je pomémeé slozity problém,
ktery vyzaduje mnohem vice expresivni logicky systém, nez
jakym je vyrokova ¢i dokonce i predikatova logika, a je tedy
mimo rozsah tohoto pojednani.

Jediny zpisob, jak by bylo mozno ve vyrokové logice
zachytit pravdivostni podminky vySe uvedeného tvrzeni, by
bylo pouziti tzv. sémantického modus ponens: p, p > v.
Z uvedené dvojice vyrokl pak vyplyva v.

2.1.7. Platné usudky v jazyce vyrokové logiky

Definovali jsme jazyk vyrokové logiky, naucili jsme se
jednoduchou metodu, jak ovéfit, zda je dand formule
splnitelna, tautologie nebo kontradikce, a to pomoci
pravdivostni tabulky, a strucné jsem popsali zasady
formalizace tvrzeni v tomto jazyce. AvsSak az dosud jsme se
nevénovali tomu, co jsme stanovili v kapitole 1 jako hlavni
napln logiky, a to ovéfovani platnosti usudkd.

Ptipomenime si Definici I:
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Usudek Pi,...,P, |= Z je deduktivné platny neboli
spravny, jestlize za Zzadnych okolnosti neni
mozné, aby vSechny premisy Pi,...,P, byly
pravdivé a zavér Z nepravdivy.

Nebo druha moznost, jak definovat platny tisudek, kterou
jsme také uvedli, je tato:

Usudek Pi,...,P, |= Z je deduktivné platny neboli
spravny, jestlize ptedpoklad, ze premisy Pi,...,P,
jsou pravdivé a zavér Z je nepravdivy, vede ke
sporu.

Jak tyto definice vyuzijeme ve vyrokové logice? Co jsou
ony okolnosti ¢i moznosti, o kterych se v definici mluvi? Jak
jsme jiz poznali, ve vyrokové logice nemame jinou moznost,
jak je zachytit, nez jako kombinace pravdivosti (1) c¢i
nepravdivosti (0) atomickych vyrokt vstupujicich do vyroku
sloZzeného, cili pomoci valuaci. Aby byl usudek ve vyrokové
logice platny, musi zavér zptedpokladi vyplyvat, tj. byt
pravdivy ve vSech ptipadech, kdy jsou pravdivé ptedpoklady,
tedy ve vSech modelech mnoziny piedpokladii. Diive nez
definujeme vyrokové-logické vyplyvani, zavedeme si jeste
jeden uziteCny pojem, a tim je model mnoziny formuli.

Model mnoziny formuli {F\,...,F,} je takové
ohodnoceni, pro které jsou vSechny formule dané

mnoziny, tj. F, ..., Fy, pravdivé.
Priklad.
Mnozina formuli {p > ¢, —p, ¢ v r} ma tyto modely:
a) p=0,g=1,r=1
b) p=0,g=1,r=0
c) p=0,g=0,r=1
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Presvédcime se o tom pomoci pravdivostni tabulky.

Plglrlpogl—plgvr
1l1]1] 1 o] 1
1ol 1 o] 1
1lol1t] o o] 1
1lofo] o o] o
ol1[1] 1 [1] 1
ol1]o] 1 [1] 1
olo[1] 1 [1] 1
ololof| 1 1] 0

Vsimnéme si jesté, Ze mnozina formuli ma stejné modely,
jako konjunkce jejich prvkia. Jisté, dle definice spojky
konjunkce je formule tvaru 4 A B pravdivd pro n¢jakou
valuaci v, pravé kdyz jsou pro tuto valuaci v pravdivé obé
formule 4, B.

Mnozina formuli nemusi mit zadny model. V tom ptipadé
fekneme, ze je tato mnozina kontradiktorickad, neboli spornad
(také mnesplnitelnd). Napt. mnozina {p D ¢, p, —q} je sporna,
nema model. Jist¢, modelem atomické formule p je p=1.
Modelem —¢g je ¢g=0. Ale to je prav¢ jediny piipad, kdy je
implikace p o ¢g nepravdiva.

Nyni jiz miZeme piistoupit k definici vyrokové-logického
vyplyvani.

Definice 3 (vyrokove-logické vyplyvani). Necht Pi, ..., P,
Zjsou formule vyrokové logiky. Pak formule Z (vyrokové)
logicky vyplyva zptedpokladt Pi, ..., P,, pravé kdyz je Z
pravdiva ve vSech modelech mnoziny pfedpokladt Py, ..., Py.

Disledek 1: Usudek Pi,....P, |= Z je deduktivné platny, pravé

kdyz kazdy model mnoziny {Pi,...,P,} je také modelem
formule Z.
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Disledek 2: Usudek Pi,....P, |= Z je deduktivné platny, pravé
kdyz mnozina {P;, ..., P,, =Z} nema model, je sporna.

Dﬁsledek 3 (sémanticka véta o dedukci):
Usudek Pi, ..., P, = Zje deduktivné platny, prave kdyz je
formule (P A...A P,) D Z tautologie, tj. |= (P1 A...A P,) D Z

Diikaz.
a) Necht’ P, ..., P,|= Z. Pak dle Def. 3 kazda valuace v, ktera
je modelem mnoziny {Pi, ..., P,} je také modelem formule Z.

Dle definice konjunkce je vtaké modelem P; A...A P,, a
jelikoz je ve v pravdiva také Z, je v rovnéz modelem implikace
(P1 A...A P,) D Z. Pro jiné valuace, které nejsou modelem
mnoziny {Pi, ..., P,} a tedy ani formule (P; A...A P,), je tato
implikace rovnéz pravdivd (dle definice implikace). Tedy
plati, ze formule (P A...A P,) D Z je tautologie.

b) Necht' |= (P1 A...A P,) D Z. Pak dle definice implikace
neexistuje valuace, ve které¢ by byla (P A...A P,) pravdiva a
Z nepravdiva. To znamend, Ze neexistuje valuace, ktera by
byla modelem mnoziny {Pi, ..., P,} a nebyla modelem
formule Z. Tedy P, ..., P,|= Z.

Dusledek 1 je navodem, jak ovéfit platnost usudku
primym ditkazem, kdezto disledek 2 je principem neprimého
ditkazu. Uk4dzeme si to opét na piikladé.

Priklad: M¢jme formule vyjadiujici asudkoveé schéma

pvq
por

=Y

Dokazeme nyni, Zze formule —r o ¢ logicky vyplyva
z formuli p v ¢, p © r. Tedy ze jakykoli usudek, ktery vznikne
dosazenim konkrétnich vyrokl za proménné p, g, r, je platny.
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Provedeme jak pfimy, tak nepfimy dikaz. Nejjednodussi
zpusob, jak to provést, je opét pomoci pravdivostni tabulky.!”
Nejprve tedy pfimy dukaz.

Plglr|pvg|por|-rog
1f1]1]1] 1 1 1
2[1]1]o] 1 0 1
3f1]o1]| 1 1 1
4l1]ofo] 1 0 0
slofl1]1] 1 1 1
6lol1]o] 1 1 1
7lolol1] o 1 1
gloJolo] o 1 0

Dle definice staci zkontrolovat ty valuace proménnych p,
q a r, ve kterych jsou ob¢ premisy pravdivé a oveéfit, zda pii
téchto valuacich je pravdivy také zavér. Jsou to valuace na
fadcich 1, 3, 5 a 6, které jsme vyznacili tucné. Vidime, Ze
tomu tak opravdu je, tedy dané usudkové schéma je platné.

Pokud bychom chtéli provést stejnym zptisobem neprimy
dikaz, sestrojili bychom pravdivostni tabulku pro formule
p Vv gq,p>Dr anegovany zaver, tj. —(—r D g) a zkontrolovali
bychom, ze mnozina {p v q, p D r, =(—r D ¢)} je spornd.
Nebudeme to vSak délat, nebot’ na to lze pfijit jednoduchou
uvahou. Pro ty valuace, ve kterych nejsou ob€ premisy
pravdivé (. fadky 2, 4, 7 a 8) plati, ze nemohou byt modelem
nas$i mnoziny. Zbylé valuace, tj. fadky 1, 3, 5 a 6, vSak rovnéz
nemohou byt modelem nasi mnoziny, nebot’ pro tyto valuace
neni pravdiva treti formule, tj. —(—7 D g).

17 Zatim jsme jiny zpiisob nepoznali, av§ak to neznamena, Ze tento
zpusob je nejefektivnéjsi. Jelikoz velikost tabulky roste
exponencialné vzhledem k poctu proménnych, je tento zpisob pravé
naopak malo efektivni. Proto se nauc¢ime také lepsi diikazové

postupy.
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Ukazeme si nyni jest¢ jednu jednoduchou metodu, jak
provést nepiimy dikaz, aniz bychom sestrojovali pravdivostni
tabulku. Budeme ptedpokladat, ze existuje valuace, ve které
jsou formule pfedpokladli pravdivé a zavér nepravdivy, a
ukazeme, ze tento piedpoklad vede ke sporu, tedy Ze takova
valuace neexistuje:

pvq, por|—rogq

1 1 0 predpoklad
1 0
1 0
1 0
0 spor

Vysvetlent:
2. tfadek: aby byla implikace —» > g nepravdivd, musi byt

—r=1 a g=0.
3. tadek: Jelikoz je g=0, musi byt p=1, aby byla disjunkce pvq

pravdiva.

4. tadek: Je-li —r=1, musi byt »=0. Ale dle 3. fadku je p=1, ;.
implikace p o » =0, coz je spor s piedpokladem.
Vidime, ze piedpoklad pravdivosti premis a nepravdivosti
zaveéru vede ke sporu, tedy dané usudkové schéma je platné.

Dosadime-li nyni vtakovém platném schématu za
jednotlivé vyrokové proménné vyroky piirozeného jazyka,
dostaneme platny usudek. Napf. miizeme dosadit takto:

p = je utery, g = je stieda, r = kona se prednéska z logiky
Platny tsudek, ktery jsme obdrzeli je tento:

Je utery nebo stieda
Je-li utery, kond se pfednaska z logiky

Jestlize se nekona prednaska z logiky, je stfeda
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Dle Dusledku 3 (sémanticka véta o dedukci) mizeme
z naseho platného tsudkového schématu odvodit dalsi platna
schémata, napf. takto:
pvq
por

—=r

q

Dosazenim obdrzime dalsi platny usudek:
Je atery nebo stieda
Je-li utery, kona se prednaska z logiky
Ale piednaska z logiky se dnes nekoné

Tedy je stfeda
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2.1.8. Cviceni

Cviceni 1. Ovéite na zakladé pravdivostni tabulky, ze formule
(» 2 (@ >r)a(p>q)>r) nejsou ekvivalentni. Pro ktera
ohodnoceni proménnych p, ¢ a r se jejich pravdivostni
hodnoty nerovnaji?

Cviceni 2. Ovéite na zakladé pravdivostni tabulky, Ze mnozina

vyroki z kapitoly 1 je sporna:

1. X ptesel na kvalifikovanéjsi praci.

2. X dobfe rozumi mzdovym otazkam.

3. Jestlize X ptesel na kvalifikovanéjsi praci, pak je spravné,
aby jeho zadost byla projednana.

4. Jestlize je sprédvné, aby jeho zadost byla v komisi
projednana, pak by nemél byt ¢lenem komise.

5. Rozumi-li vyte¢né mzdovym otazkam, mél by byt clenem
komise.

Cvi¢eni 3. Dokazte sporem platné usudky z Cviceni 1.5.2 a
1.5.3.

Cviceni 4. Predpokladejme, Ze jsou pravdivé tyto tfi vyroky:

a) Jestlize Xaver pojede autobusem a autobus se zpozdi, pak
Xaver zmeska schiizku.

b) Xaver nepljde domu, jestlize (zmeSka schiizku a bude
smutny).

c) Jestlize Alena nepocka, pak Xaver bude smutny a ptjde
domul.

Uvazte, ktera znasledujicich tvrzeni z danych ptedpokladd
vyplyvaji a dokazte to.
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1) Jestlize Xaver pojede autobusem a autobus se zpozdi,
Alena pocka.

2) Jestlize Xaver zmeska schiizku a pujde domt, Alena
nepocka.

3) Jestlize se autobus zpozdi, pak bud’ Xaver nepojede
autobusem, anebo nezmeska schizku.

4) Xaver bude smutny, jestlize (se autobus zpozdi nebo
Xaver zmeska schiizku).

5) Jestlize Xaver ptjde doml a pojede autobusem, pak
Xaver nebude smutny, jestlize se autobus zpozdi.

Cviceni 5. Pravdomluvci a lhaii."®

Varianta a)

V jisté zemi ziji lidé, ktefi na kazdou otazku odpovidaji pouze
Ano nebo Ne, a nektefi zasadné vzdy lzou (lhafi) a jini
zasadné mluvi vzdy pravdu (pravdomluvci). K smrti unaveny
turista pfijde na rozcesti, kde jedna cesta vede do mésta a
druha do pousté. Na kiizovatce neni zadny ukazatel, ale stoji
zde mistni obyvatel pan X. Jakou jedinou otazku typu Ano/Ne
musi turista panu X polozit, aby se dovédél, ktera cesta vede
k zachrang, tj. do mésta?

Varianta b)

V jisté zemi opét ziji pravdomluvci a lhafi, ale také lidé
»obojetni®, ktefi nékdy mluvi pravdu a jindy 1Zou, a to zcela
ndhodné a nezavisle na otazce. Ziznivy turista pfijde do
hospody, kde sedi tii hosté. Jeden znich je pravdomluvec,
druhy je lhat a tfeti je obojetny, turista vSak nevi kdo je kdo.
Hostinsky fekne turistovi. Mizete mym hostim polozit tii

18 Existuje pomérné velké mnozstvi riiznych variant téchto uloh
zaloZzenych na ,,pravdomluvcich a lhafich“. Tyto lohy a mnohé dalsi
priklady v této knize jsem Cerpala z knihy Manna (1981).
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otazky typu Ano/Ne a pozadat vzdy kohokoli znich, aby
odpovédél. Pokud po vyslechnuti odpovédi rozpoznate, kdo
z nich je kdo, miiZzete u mne pit aZ do ve€era na tucet podniku.
Jaké tii otazky ma Ziznivy turista polozit?

Navod: Vyuzijte prvni otazku ktomu, abyste nasli
nékoho, kdo neni obojetny (je tedy pravdomluvec nebo lhar).
Tomu pak poloZzite zbyvajici dvé otazky.
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2.2. Jazyk predikatove logiky

V predchozi kapitole jsme vidéli, Ze jazyk vyrokové logiky je
pomérn¢ chudy. Umoziuje nam sice formalizovat zpusob
skladani jednoduchych vyroku ve vyroky sloZzené, ale nijak
v ném nemuizeme zachytit strukturu jednotlivych atomickych
vyrokl. Jednoduché vyroky proto pfispivaji do celkového
vyhodnoceni at’ uz platnosti tsudku nebo pravdivosti vyroku
slozeného pouze svou pravdivostni hodnotou. Proto byva
nekdy vyrokova logika charakterizovana jako algebra
pravdivostnich hodnot. Vidéli jsme také, Ze v mnoha
pripadech to sta¢i k tomu, abychom dokazali platnost usudku,
ovSem pouze takového, jehoz platnost nezavisi na struktuie
atomickych vyrokti. AvSak usudky, jejichz platnost na této
struktuie zavisi, jiz ve vyrokové logice nedokazeme.
Uvazme jednoduchy piiklad.

VSechny opice maji rady banany.
Judy je opice.

Judy ma rada banany.

Z hlediska vyrokové logiky zde mame tfi atomické
vyroky, a nemame jinou moznost, nez je nahradit vyrokovymi
proménnymi, napi. p, ¢, r. OvSem usudek p, g |- r
pochopiteln€ platny neni, nebot’ pro valuaci p=1, g=1 a r=0
mame piipad, kdy by byly pravdivé premisy a nepravdivy
Zaver.

Pritom ale naS usudek evidentné platny je, nebot’
predpoklad nepravdivosti zavéru, tj. Zze Judy nema rada
banany, je ve sporu s pravdivosti premis. Jestlize Judy je opice
a nemd rada bandny, pak nemuize byt pravdiva prvni premisa,
ze vSechny opice maji rady banany.
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Jak jsme ukazali v kap. 1, ma tento usudek platné schéma,
ato

Vsechna P jsou Q.
ajeP.
aje Q.

Dosadime-li za symbol P vlastnost byt opici, za symbol O
vlastnost mit rdd banany, a za symbol a individuum Judy,
dostaneme prave nas platny usudek.

Podobné mtizeme pouzit dalsi platné schéma:

Vsechna P jsou Q.
aneni Q.
a neni P.

Ponechame-li interpretaci symboli P a O, a za symbol a
dosadime napi. individuum Alik, dostaneme dalsi platny
usudek, ktery neni dokazatelny v jazyce vyrokové logiky:!®

VSechny opice maji rady banany.
Alik nemé rad banany.

Alik neni opice.

Struktura jednotlivych vyrokii muze byt samoziejmé

objektd, ale také vztahy mezi nimi. Uvazme napf. tyto vyroky:

a) Kazdy, kdo ma rad lJifiho, bude spolupracovat
s Milanem.

b) Milan nekamaradi s nikym, kdo kamaradi s Lad’ou.

c) Petr bude spolupracovat pouze s kamarady Karla.

!9 Termin interpretace uzivame prozatim v jeho intuitivnim
vyznamu. Brzy vSak tento dulezity pojem ptresn¢ definujeme.
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Co z toho vyplyva?

Napf. to, ze jestlize ma Petr rad Jifiho, pak Milan
kamaradi s Karlem, a jestlize Karel kamaradi s Ladou, pak
Petr nema réd Jitiho.

Jist€¢ uznate, ze odvozeni téchto dusledkd z danych
predpokladti nebude jiz tak trivialni. Naucime se vSak pozdéji
pomérné jednoduchou rezolucni metodu dokazovani, ve které
to nebude problém. OvSem ktomu, abychom mohli
s takovymi vyroky a tsudky pracovat, je uziteCné je opét
nejprve formalizovat a na to nestaci jazyk vyrokové logiky.

Musime jej obohatit tak, abychom vném mohli
vyjadiovat viastnosti objektt zajmu (tzv. individui) a vztahy
mezi nimi. K tomu nam budou slouzit predikatove symboly.
Navic potfebujeme mit moznost néjakym zpisobem tyto
objekty zdjmu, tj. individua ozmnacit. K tomu nam budou
slouzit tzv. termy. Navic budeme chtit, abychom mohli
vyjadiit skutecnost, Zze né€kterd tvrzeni jsou pravdiva pro
vSechna Ci jen néktera individua. K tomu ndm budou slouzit
kvantifikatory. Zavedeme proto jazyk predikatové logiky
prvniho tadu, ve kterém to bude mozné. Nejprve vSak opét
n¢kolik prikladu.

Usudek z Givodu této kapitoly budeme formalizovat takto:

Vx [O(x) o B(x)]
o)

B(j)

Vysvetlent:

Formuli Vx [O(x) D B(x)] ¢teme takto: pro vSechna (V)
individua x plati, Ze ma-li x vlastnost O (tj. O(x)), pak ma také
vlastnost B (tj. B(x)). Formule O() a B(j) pak znamenaji, ze
individuum j ma vlastnost O ¢i B.
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Podobng, chceme-li formalizovat tvrzeni, ze nékteré opice
maji rady banany, zapiSeme to formuli

Ix [Okx) A B(x)]

Symbol x je tzv. individuova promeénnd. Oznacuje
libovolny prvek (individuum) nasi oblasti zajmu (tzv. universa
diskursu), a to v zavislosti na valuaci v. Tedy v jedné valuaci
to mize byt individuum Judy a v jiné Alik. Proménna je tedy
jednoduchy term, nebot’ oznacuje individua.

Pozor! Ve vyrokové logice mame proménné p, g, 7, ...,
které zastupuji vyroky, tedy jejich ohodnocenim dostavame
pravdivostni hodnotu. V predikéatové logice 1. fadu vSak mame
individuové proménné, které¢ zastupuji prvky predmétné
oblasti, tedy jejich ohodnocenim (valuaci) obdrzime individua.

Symboly V, 3 jsou tzv. kvantifikatory, a to v§eobecny (V)
a existencni (3). Jejich vyznam je zhruba tento: aby byla
formule 3x (F) ¢ Vx (F) pravdiva, musi byt formule F
pravdiva pro néktera resp. vSechna individua oznacena
promeénnou Xx.

Symboly O a B jsou tzv. predikdty. V téchto formulich
zastupuji viastnosti individui.*® Predikatové symboly mohou
zastupovat také vztahy mezi individui. Pfedpoklady a), b) a c),
viz vySe, o tom kdo ma koho rad, s kym kamaradi a s kym
spolupracuje, formalizujeme takto:

Vx [R(x,j) © S(x,m)]

vy [K(,)) > —K(my)]
Vz [S(p.z) > K(z,k)]

Symboly x, y, z jsou individuové proménné. Mame zde ale
také dalsi druh termt, které oznacuji individua, a to
individuové konstanty. Jsou to j, m, [, p a k. Konstanty

20 Toto je pon&kud nepiesné. V predikatové logice 1. Fadu, jak brzy
uvidime, jsou predikaty interpretovany jako podmnoziny universa,
¢ili jako populace (extense) danych vlastnosti.
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oznacuji vzdy jeden urcity prvek dané predmétné oblasti, tj.
universa diskursu, nezavisle na valuaci. V nasi zamyslené
interpretaci to budou po tad¢ Jifi, Milan, Lad’a, Petr a Karel.
Ovsem v jiné interpretaci nad jinym universem to mohou byt
tieba Cisla 1,2, 3,4 a 5.

Predikatové symboly R, Sa K oznaCuji v nasi zamyslené
interpretaci po fadé vztahy mit rad, spolupracovat a kamaradit
se.”! Vsimnéme si, Ze tyto vztahy nemusi byt symetrické, tedy
napt. R(p,j) nemusi byt ekvivalentni s R(j,p). Jestlize ma Petr
rad Jifiho, neznamena to, ze také Jifi ma rad Petra, a naopak.

Nyni by jiz mélo byt jasné, jaké typy symboll
potfebujeme v jazyce predikatové logiky 1. fadu. Predevsim
musime definovat fermy, které budou slouzit k oznacovani
prvkt universa, a teprve pak formule, které budou moci
nabyvat pravdivostnich hodnot Pravda nebo Nepravda.
Formule vzniknou aplikaci predikdtového symbolu na termy,
které oznacuji prvky universa.

Poznamenejme jesSté, Ze zatim jsme v naSich piikladech
poznali pouze atomické termy, tj. proménné a konstanty.
Termy vSak mohou byt i sloZzené. Vzniknou aplikaci symbolu
oznacujiciho funkci, tzv. funkcéniho symbolu, na termy. V odst.
2.1.2 jsme poznali pojem (totalni) funkce. Vime, Ze je to
zobrazeni f typu A — B, které kazdému prvku mnoziny 4
prifadi praveé jeden prvek mnoziny B. Je-li a prvek mnoziny 4
a b prvkem B, zna¢ime a € A, b € B, pak skutecnost, Ze prvku
a je funkci f pfitazen prvek b znaCime obvykle f(a) = b.

Nase funkce mohou byt n-arni, tj. doména funkce muze
byt Kartézsky souCin » mnozin. Vime, Ze napi. funkce scitani
je typu N x N — N. Funkéni symbol f tedy miizeme aplikovat
napf. na konstanty a, b, dostavame slozeny term f(a,b). Pokud

21 Opét je to FeGeno pon&kud nepiesné. Brzy uvidime, Ze tyto
symboly oznacuji relace, tj. extense Cili populace téchto vztaht.
Pfesnéji to vSak bude mozno vyjadiit az poté, co definujeme
matematicky pojem relace.
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pak interpretujeme symbol f jako scitani (+) a konstanty a, b
jako oznacujici Cisla 2 a 3, dostaneme +(2,3), neboli (v
béznéjsi infixni notaci) 2+3. Oznacili jsme takto ¢islo 5.
Pfitom ¢islo 5 mlizeme oznacit nekone¢né mnoha funkcénimi
zpusoby, napft. jako 2+3, nebo jako 6-1, atd.

Nas jazyk vsak bude symbolicky, bude tedy podléhat
interpretaci, proto budeme uzivat funkéni symboly f, g, 4, atd.
jako oznacujici funkce. Poznamenejme jesté, ze ke kazdému
funk¢énimu a predikadtovému symbolu je piifazeno nezaporné
¢islo n (n > 0), tzv. arita, udavajici pocet argumentti dané¢ho
funk¢niho symbolu nebo predikéatu.

Nyni jiz miZzeme pfistoupit k definici.

Definice 4 (jazyk predikatove logiky 1. radu).

1. Abeceda predikdtové logiky je tvorena nasledujicimi
skupinami symboli:

a) Logické symboly
1) individuové proménné: x, y, z,... (pfip. s indexy)
i1) symboly pro spojky: —, A, v, D, =
iii) symboly pro kvantifikatory Vv, 3
iv) pripadné binarni predikatovy symbol = (predikatova
logika s rovnosti)
b) Specialni symboly
1) predikatové symboly: P, O, R, ... (piip. s indexy)
ii) funk¢ni symboly: £, g, &, ... (pTip. s indexy)
¢) Pomocné symboly (zavorky): (,), [.],{,}
II. Gramatika, ktera udava, jak tvofit:
a) termy
1) kazdy symbol proménné je atomicky term
i) jsou-lity,...,t,(n = 0) termy a je-li fn-arni funkeni
symbol, pak vyraz f{¢,,...,t,) je term; pro n = 0 se jedna
o nularni funk¢ni symbol, neboli individuovou
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konstantu, zna¢ime a, b, c, ...; pro n > 0 se jedna o
slozeny term.
iii) jen vyrazy dle i) a ii) jsou termy

b) formule

1) je-li P n-arni predikatovy symbol a jsou-li ¢, ...,2,
termy, pak vyraz P(t;,...,t,) je atomicka formule

ii) jsou-li ¢; a ¢ termy, pak vyraz (¢; = t2) je atomicka
formule

ii1) je-li vyraz 4 formule, pak —4 je slozena formule

iv) jsou-li vyrazy 4 a B formule, pak vyrazy (4 v B),
(A AB), (4> B), (4= B) jsou slozené formule

v) je-li x proménnd a 4 formule, pak vyrazy Vx A a 3x 4
jsou slozené formule

vi) jen vyrazy dle i) — vi) jsou formule

Poznamky

1) Jazyk predikatové logiky, jak byl vymezen vySe, je jazyk
logiky 1. 7ddu, pro né&jz je charakteristické to, ze jediny
pripustny typ proménnych jsou individuové promeénné.
Pouze individuové proménné lze vazat kvantifikatory.

(V logice 2. tadu jsou povoleny i predikatové proménné.)

2) Zapis formuli miizeme zjednodusit na zakladé
nasledujicich konvenci o vynechavani zavorek:

— FElementarni formule a formuli nejvyS$iho fadu netfeba
zavorkovat (vnéj$i zavorky vynechavame).

— Zavorky je mozné vynechavat v souladu s nasledujici
prioritni stupnici symbolt: (V, 3), =, A, v, D, =.

— 'V pfipad€, Ze o priorit¢ vyhodnoceni nerozhodnou ani
zavorky ani prioritni stupnice, vyhodnocujeme formuli
zleva doprava.

— Specialné vzhledem k asociativité¢ konjunkce a disjunkce,
netieba pii zapisu viceClennych konjunkci a disjunkei
uzivat zadné zavorky.
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— Stejné¢  jako  vjazyce  vyrokové  logiky  vSak
nedoporucujeme prioritni konvenci prilis§ zneuZivat, a
zavorky radéji umistime vSude tam, kde by mohla
vzniknout pochybnost o struktuie formule.

Priklad: Nasledujici posloupnosti symbolti jsou dobie
utvorené formule:
- P(@), P(f(x).y)
atomické formule, vnéjsi zavorky vynechany
- P(a) A Q(xay) A R(G,X)
konjunkce atomickych formuli, zdvorky vynechany
vzhledem k asociativit¢ konjunkce
= Vady [P(@) A Q(x.y) A R(ax)]
zavorky zde vyznacuji dosah kvantifikatora

Proménna, ktery se vyskytuje vdosahu né&jakého
kvantifikatoru, je timto kvantifikatorem vdzand. Jak uvidime
v odstavci o sémantice, je takovyto vyskyt kvantifikatorem
ovlivnén. Vézana proménna se chovéa zcela jinak nez volna
proménna, kterad neni v dosahu zadného kvantifikatoru. Proto
definujeme.

Definice 5 (volné a vazané promeénne)

Vyskyt proménné x ve formuli A je vdzany, jestlize je
soucasti n¢jaké podformule Vx B(x) nebo Ix B(x) formule 4.

Promennd x je vdzand ve formuli A, ma-li v A vazany
vyskyt. Vyskyt proménné x ve formuli A4, ktery neni vazany,
nazyvame volny.

Promeénna x je volna ve formuli A, ma-li v A volny vyskyt.

Formule, v niz kazda proménna ma bud’ vSechny vyskyty
volné nebo vSechny vyskyty vazané, se nazyva formuli s
cistymi promeénnymi.

Formule se nazyvd wuzavienou, neobsahuje-li zadnou
volnou proménnou. Formule, kterd obsahuje aspon jednu
volnou proménnou se nazyva otevi‘enou.
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Piiklady.

1) Vx[P(x)v Qfay)]
Proménna x je v této formuli vazand, proménna y je volna.
Formule je oteviena.

2) VxPx)v QOax)
Prvni vyskyt proménné x je vazany, druhy je volny.
Formule je oteviena, a neni to formule s ¢istymi
proménnymi. Druhy vyskyt proménné x je vlastné jina
proménna neZ x v prvnim vyskytu. Bylo by proto
vhodnéjsi zapsat tuto formuli tak, aby vS§echny proménné
byly ¢isté, napt. Vx P(x) v Q(a,y)

3) Vx3y[P(x) > Qay)]
Proménna x je v této formuli vazana vSeobecnym
kvantifikatorem, proménna y je vazana existencnim
kvantifikatorem. Formule je uzaviend a je to formule
s Cistymi proménnymi.

Dalsi pojem, ktery budeme cCasto potiebovat, je pojem
substituce. Predevsim si musime uvédomit, co lze substituovat
za co. Vime, ze proménné oznacuji libovolny prvek universa a
termy (bez volnych proménnych) urcity prvek universa. Proto
budeme substituovat (tj. dosazovat) vzdy termy za proménné.
Jelikoz vsak volné proménné se chovaji jinak nez proménné
vazané, musime dat pii substituci pozor na to, aby zadna
proménna, ktera byla pied substituci volna, se nestala vdzanou,
tedy aby nedoSlo ke kolizi proménnych. Takové substituci
budeme fikat korektni.

Symbolem A(x/f) oznacujeme formuli, kterda vznikne z
formule A4 substituci termu t za promennou x. Ma-li byt
substituce korektni musi byt term ¢ substituovatelny za
promennou x ve formuli 4. Aby byla substituce korektni, tedy
aby byl term ¢ substituovatelny za proménnou x, musi byt
splnéna nasledujici dvé pravidla:
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1. Substituovat lze pouze za volné vyskyty
proménné x ve formuli 4 a pii substituci
nahrazujeme vSechny volné vyskyty proménné x
ve formuli 4.

2. Zadna individuova proménna vystupujici v
termu ¢ se po provedeni substituce x/f nesmi
stat ve formuli 4 vazanou.

Symbolem  A(x1,x2,...,%n/t1,02,...,ts) 0znacujeme formuli,
ktera vznikne z formule A4 korektnimi substitucemi xi/t; pro i =
1, 2, .., n. Vsechny formule tvaru A(xi,x2,....%n/t1,0....tn)

nazyvame instancemi formule A.

Priklad: Necht formuli A(x) je: P(x) D Vy O(x, y) a term ¢
necht’ je fly). Provedeme-li substituci A(x/f(y)), dostaneme
formuli P(f(y)) o Vy O(Ay), y). Vidime, Ze druhy (zvyraznény)
vyskyt proménné y neni volny (pfitom ptivodné zde byla volna
proménna x), takze jsme zménili ’smysl formule”. Tedy term
f(y) neni substituovatelny za x v dané formuli 4.

2.2.1. Formalizace tvrzeni v jazyce predikatové
logiky 1. Fadu

Nyni ndm ptjde o to, abychom co nejpiesnéji zachytili
vyznam tvrzeni piirozeného jazyka v jazyce predikatové
logiky 1. fadu (PL1).?* Jde tedy o analyzu vyrazi ptirozeného
jazyka vramci jazyka PL1. Na zacatku této kapitoly jsme
poznali nékolik prikladt, jak pievést tvrzeni piirozeného

22 Nadale budeme pouzivat zkratku PL1 pro jazyk predikatové
logiky prvniho fadu. Neplést prosim s programovacim jazykem PL1.
Jelikoz se vSak dnes jiz tento jazyk téméf nepouziva, doufame, ze
nebude dochazet k nedorozuméni.
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jazyka do tvaru formuli PL1.2 Shrneme si nyni uzite¢né
zasady, jak takovouto analyzu provadét.

Vid¢€li jsme, ze vyrazy, které vyjadiuji vlastnosti objektl
zajmu nebo vztahy mezi takovymi objekty zajmu nahrazujeme
predikatovymi symboly P, O, R, atd. Vyrazy, které vyjadiuji
funk¢ni ptifazeni nahrazujeme funkcénimi symboly f, g, h, atd.
Volba predikatovych a funkénich symbolt je libovolna potud,
ze nesmi dojit ke “kolizi vlastnosti, funkci ¢i vztahti”. Jinymi
slovy, ruzné vlastnosti, vztahy a funkéni pfifazeni nahradime
ruznymi symboly.

Vyrazy jako vSichni”, “kazdy”, “nikdo”, ,,zadny*, apod.
prekladame vSeobecnym kvantifikatorem V, vyrazy jako
”"n¢kdo”, “nektefi”, ,,néco”, apod. prekladame existen¢nim
kvantifikatorem 3. Ostatni zasady, které jsme uvedli v kapitole
2.1.6 pro vyrokovou logiku, ztistavaji v platnosti, nebot’ jazyk
PL1 je rozsifenim jazyka vyrokové logiky.

Poznamenejme jeSt¢ jednu dllezitou véc. Vétu
pfirozen¢ho jazyka, kterou chceme formalizovat v PLI1,
musime Casto preformulovat ekvivalentnim zpusobem, tj. tak,
aby méla stejné pravdivostni podminky jako piivodni véta. Je
rovnéz dobré najit takovychto formulaci vice, a poté, co je
zformalizujeme, ovéfit, ze vzniklé formule jsou opravdu
ekvivalentni, tj. Ze maji stejné modely. Zatim to budeme délat
pouze intuitivné, protoze jsme jest¢ nedefinovali sémantiku
jazyka PL1, tedy pojem modelu formule jazyka PL1. Zde to
takovych modelti mize byt nekone¢né mnoho, nelze je tedy
zachytit konecnou tabulkou. Pozdéji se vSak naucime rovnéz
uzite¢né ekvivalentni pravy formuli.

2 Jelikoz tento jazyk byl vytvoten pfedevsim pro formalizaci
matematickych tvrzeni, nebude nase analyza vzdy uplné dokonala, na
to jazyk predikatové logiky neni dostate¢n€ expresivni. Nicméng,
mnohé platné Gsudky v ném formalizovatelné jsou, a je to
nejrozsirené;si logicky systém, je tedy uzite¢né se s nim podrobné
seznamit.
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Piiklad.
“Nektera prvocisla jsou suda® <
L.Existuje x takoveé, ze Prvocislo(x) a Sudé(x)*

Ix [P(x) A S(x)]
Jina moznd ekvivalentni formulace je tato:
,Neni pravda, Ze zadné prvocislo neni sudé*
—Vx [P(x) D =S(x)]
< (kontrola)
Ix —[P(x) o =S(x)] < Ix [P(x) A S(x)]

Vidime, ze naSe formalizace je spravna, nebot’ vSechny
formule, které jsme obdrzeli, jsou ekvivalentni. V poslednich
dvou ftadcich jsme pouzili de Morganitv zakon pro negaci
vieobecné formule v PL1. Rika zhruba toto:

Neni-li pravda, ze vsSechna x spliuji podminku
urcenou formuli A4, tj. —=Vx (4), pak ncktera x tuto
podminku nespliuji, tj. 3x —(A4), a naopak.

Podobn¢ plati de Morganitv zakon pro negaci existencni
formule:

Neni-li pravda, ze néktera x spliiuji podminku
urcenou formuli A4, tj. —3x (4), pak zadné x tuto
podminku nespliuje, tj. Vx —(4), a naopak.

Priklad.
“Z&dné prvoéislo vétsi nez 2 neni sudé* <
,»Pro vSechna x plati, ze je-li (Prvocislo(x) a Veétsi x nez 2),
pak neni Sude(x)*

Vax [(P(x) A V(x,2)) D =S(x)]
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Tedy ekvivalentné:

13

,,.Neni pravda, ze n¢ktera prvocisla vétsi nez 2 jsou suda
—3x [(P(x) A V(x,2)) A S(x)]
< (kontrola)
Vx =[(Px) A V(x,2)) ASx)] &
Vx [—(P(x) A V(x,2) v —=S(x)] <
Vx [(P(x) A V(x,2)) D =S(x)]

Na poslednim fadku jsme vyuzili dilezity zakon vyrokové
logiky, ktery je uzite¢né si zapamatovat:>*

(—Av By (A>B)

V predposlednim tadku jsme vyuzili de Morganuiv zdkon
vyrokové logiky pro negaci konjunkce, ktery fika toto:

Neni-li pravda, ze 4 a B, tj. =(4 A B), pak non-A
nebo non-B, tj. (w4 v —B), a naopak.

Podobné¢ plati de Morganiiv zakon pro negaci disjunkce:

Neni-li pravda, Ze 4 nebo B, tj. —(4 v B), pak ani-
A nebo ani-B, tj. (—4 A —B), a naopak.

Na tomto misté si mizeme trochu blize vysvétlit vyznam
kvantifikatort. Predstavme si, Ze universum diskursu, tj.
oblast, jejimz prvkiim pfisuzujeme néjaké vlastnosti a vztahy
mezi nimi, ma kone¢ny pocet prvkl ai, a, ..., a,. Pak tvrzeni,
ze podminka zadand formuli F plati pro vSechny prvky této
oblasti, tj. Vx F(x), je ekvivalentni tvrzeni, Ze je pravdiva

24 Ovéite tento zakon pravdivostni tabulkou.
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formule F(ai) A F(a2) A ... A F(a,). Podobné tvrzeni, Ze
podminka F' plati pro nékteré prvky, tj. 3x F(x), je ekvivalentni
tvrzeni, ze je pravdiva formule F(a)) v F(ax) A ... A F(ay).
Samoziejme, je-li téchto prvkdl nekonec¢né¢ mnoho, napf.
kdybychom mluvili o mnozin¢ ptirozenych ¢isel {0,1,2, ..., },
pak takovéto nekone¢né konjunkce nebo disjunkce nejsme
schopni zapsat. K tomu nam pravé slouzi kvantifikatory.
Muzeme tedy fict, ze

Vseobecny kvantifikator je zobecnéni konjunkce a
existencni kvantifikator je zobecnéni disjunkce pro
nekoneény pocet prvki. Schematicky:

Vx F(x) < Fl@a) AF@) ... AFlan) A ...
Ix F(x) < Fa) v Fa) v ...v Fa,) v ...

Nyni by také mohl byt jasnéjsi smysl de Morganovych
zakonl. Opét schematicky, nebot” nekonecnd konjunkce ¢i
disjunkce nejsou dobie utvotené formule:

—Vx F(x) & —(Fla) AFa)n ... ANFla)n..)
(—F(a) v —F(la) v ...v—F(a,) v ...) < 3Ix =F(x)

—Ix F(x) & —(Fla)) v Flay) v ... v Fla,) v ...) &
(=F@a) A —=F@) A ... n=F(a,) A ...) & Vx —F(x)

Dalsim prikladem ilustrujeme jesté¢ dvé dilezité zasady.
Po vseobecném kvantifikatoru nasleduje vétSinou formule ve
tvaru implikace, kdezZto po existencnim kvantifikatoru formule
ve tvaru konjunkce. Piesnéji, véty typu ,,Nékterd P jsou O
analyzujeme formuli tvaru 3x [P(x) A Q(x)], a véty typu
“Vsechna P jsou Q° formuli tvaru Vx [P(x) > O(x)].
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Piiklad:
Nektefti studenti (S) jsou pilni (P) &
Existuji x takova, ze x je student a x je pilny
Ax [S(x) A P(x)]

Vsichni studenti (S) jsou pilni (P) <
Pro vSechna x plati, ze je-li x student, pak je pilny
Vx [S(x) o P(x)]

Neni Pravda, ze vSichni studenti jsou pilni <
—Vx [S(x) o P(x)]
Nekteti studenti nejsou pilni
dx —[Sx) o P(x)] <
Ix [S(x) A =P(x)]

Neni pravda, Ze n¢ktefi studenti jsou pilni <
—3x [S(x) A P(x)]
Zadny student neni pilny <
Pro vSechna x plati, ze je-1i x student, pak neni pilny
Vx —[Sx) A P(x)] <
Vx [-Sx) v —P(x)] <
Vx [S(x) o —P(x)]

Vidime, Ze rovnéz kontrola spravnosti analyzy pomoci
ekvivalentnich formulaci s vyuzitim de Morganovych zakont
ukazuje, ze naSe analyzy jsou adekvatni. Tedy jesté jednou
shrneme:

»Nektera P jsou O Ix [P(x) A O(x)]
“Vsechna P jsou O Vx [P(x) > Q)]

Vzpomeneme si jeste na priklad z kapitoly 1.2:
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1. ,,Néktefi ucetni vystavuji faktury*
2. ,,VSichni ucetni vystavuji faktury*
3. ,,Pouze ucetni vystavuji faktury*

Analyza tvrzeni 1 je zifejma:
Ax [Ux) A Vx)].

Predikat U zde zastupuje vlastnost byt icetnim a predikat
V vlastnost vystavovat faktury. Jak je to stvrzenimi 2 a 3?
Vyse jsme uvedli, Ze vtvrzeni 2 je vlastnost byt Ucetnim
dostatecna podminka pro to, aby dotyény mohl vystavovat
faktury. Proto bude atomicka formule U(x) stat na pozici
antecedentu implikace:

Vx [Ux) o V(x)]
Dodame-li dalsi ptedpoklad, Zze Adam je Gcetni, tj.
Ula)

dostavame dusledek, ktery z obou vyplyva, totiz ze Adam
vystavuje faktury:

V(a)
Naproti tomu v tvrzeni 3 je vlastnost byt ucetnim nutnd

podminka pro to, aby doty¢ny mohl vystavovat faktury, proto
je U(x) v pozici konsekventu implikace:

Vx [Vix) o U@x)]

Dodame-li piedpoklad, ze Adam neni tucetni, tedy
nespliiuje nutnou podminku pro to, aby mohl vystavovat
faktury,

— U ( a )
obdrzime dusledek, ze Adam nemtliZze vystavovat faktury:

—|V(Cl)
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Mame tedy dve instance jednoduchych platnych
usudkovych schémat:

Vsechna P jsou Q. Vx [Ux) o V(x)]
ajeP. Ula)
aje Q. V(a)
Pouze P jsou Q. Vx [V(x) o Ux)]
a neni P. —U(a)
aneni Q. —V(a)

Posledni ptiklad, ktery nyni analyzujeme, bude vyrok
Adam obdivuje pouze vitéze.

Opét je zde ono ponékud zradné slovicko ,,pouze. Tedy
byt vitézem je nutna podminka pro to, aby Adam nékoho
obdivoval. Tedy jestlize Adam nékoho obdivuje, pak to musi
byt vitéz. Proto bude analyza vypadat takto:

Vx [O(a,x) o V(x)]

Predikat O zde zastupuje vztah obdivovat (nekoho) a
predikat V vlastnost byt vitézem. Pfidame-li podminku, ze
Bertik je vitéz,

V(b)

neplyne z toho, Ze jej Adam obdivuje. Pokud vSak Bertik
neni vitéz,

—V(b)
pak z toho plyne, Ze jej Adam neobdivuje:
—0(a,b)

Jedna se o variantu druhého z vySe uvedenych platnych
usudkovych schémat.
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2.2.2. Sémantika formuli predikatové logiky

Jelikoz je jazyk predikatové logiky 1. fddu bohatsi nez jazyk
vyrokové logiky, bude vyznam jednotlivych formuli rovnéz
jednoduché. Prosté¢ jsme vyzkousSeli vSechny mozné
kombinace pfifazeni pravdivostnich hodnot vyrokovym
proménnym  zastupujicim atomické vyroky a urcili
pravdivostni hodnotu celé formule zastupujici vyroky slozené
na zakladé¢ vyznamu logickych spojek, jejichz vyznam je
pevny. Je dan jejich pravdivostni funkci.

V predikatové logice je samoziejmé vyznam logickych
spojek stejny jako ve vyrokové logice, tedy je dan pevné, a to
pravdivostni funkci. Rovnéz vyznam kvantifikatorii je pevny,
nepodléha interpretaci. Jak jsem jiz wuvedli, vyznam
vSeobecného kvantifikatoru (V) se da charakterizovat jako
»pro vSechny prvky universa“ a vyznam 3 jako ,, nékteré
prvky universa®.

OvSem vyznam specialnich symbold, tj. predikatovych a
funkénich symbolii, podléha interpretaci. Az dosud jsme jej
charakterizovali pouze na piikladech a vagné. Rikali jsme, Ze
predikat saritou 1 zastupuje néjakou vlastnost (napi. byt
vitézem, byt prvocislem, ...) kdezto predikat s aritou 2 a vyssi
zastupuje vztah (napf. obdivovat nékoho, byt vétsi, apod.).
Naproti tomu funkéni symboly zastupuji (extenzionalni a
totalni) funkce. Funkce jsme definovali v kapitole 2.1.2.
Ptipomenime, Ze funkce f: A — B je zobrazeni z domény A4 do
oboru hodnot B, které kazdému prvku z 4 ptifadi pravé jeden
prvek oboru B.

Avsak jak definovat vlastnost nebo vztah?

23 Dle mych zkuSenosti pravé tato problematika ¢ini studentiim
nejvetsi potize, proto prosim Ctenate, aby této kapitole vénoval
velkou pozornost.
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2.2.2.1. Pojem relace

V tomto odstavci ukazeme, Zze v predikatové logice
pouzivame opét definici extenzionalni, tj. mnoZzinovou.
[lustrujeme to nejprve na prikladeé. Vlastnost byt prvocislem
mizeme chapat jako podmnozinu mnoziny piirozenych cisel,
a to téch, které maji presn¢ dva délitele.

Prvocisla={2,3,5,7, 11,13, ...}

Vlastnost byt sudy mtze byt opct definovana jako
podmnozina pfirozenych Cisel, a to téch, které jsou dé€litelné
dvéma.

Sudd = {2,4,6,8, 10,12, ...}

Podobné budeme chépat také vlastnosti nematematicke.
Napt. vlastnost byt vitézem chapeme jako mnozinu téch
individui (tj. podmnozinu vSech individui tj. universa), ktera
jsou vitézové.?

Vztahy jsou v predikatové logice chapany rovnéz
extenzionaln¢, tj. mnozinoveé. Tak napf. vztah mezi
prirozenymi Cisly byt vétsi nez je chdpan jako mnozina
usporadanych dvojic takovych, ze prvni Cislo je ostfe vétsi nez
druhé.

> = {(1,0),(2,0), ..., (2,1), (3,1), ..., (3,2), ...}

Takovéto mnoziny uspofadanych dvojic nazyvame
v matematice bindrni relace. Pfipomenime, ze mnoZzina vSech
moznych uspofadanych dvojic prvkd mnozin 4 a B (v tomto
potadi) se nazyva Kartézsky soucin mnozin A, B, znaCime
AxB. Shrneme:

26 Vidime, Ze u nematematickych vlastnosti je tato definice ponékud
zjednodusujici, avSak jazyk PL1 byl ptivodn€ navrzen jako jazyk
formalizace matematiky.
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Binarni relace R na mnozin¢ M je
podmnozina Kartézského soucinu MxM.
Obecné, n-drni relace na mnoziné M je
podmnozina Kartézského soucinu Mx...xM.

Poznamenejme, Zze podmnoziny universa, které
piifazujeme interpretaci predikatim s aritou 1, mizeme chapat
jako unarni relace.

Vsimnéme si dale, Ze funkce chapana extenzionalné je
rovnéz specialni pfiklad relace, je to zprava jednoznacna
relace. Tedy podminka pro to, aby relace R byla funkci se da
zapsat takto:

VxVyVz {[R(x,y) A R(x,z)] © y=z}

Jazyk PL1 je formalni jazyk, tedy jednotlivé formule jsou
pouhé posloupnosti symbolii, které bez interpretace nemaji
zadny vyznam. Proto na otdzku, zda jsou napf. formule
VxP(x,f(x)), IxP(x,f(x)) pravdivé, nelze odpoveédeét, nevime-li,
co znamenaji symboly P a f. Zdlezi na interpretaci.

Ani  formule, které vznikly formalizaci vyrokl
prirozené¢ho jazyka, nemaji bez interpretace vyznam. Napf.
vyse jsme méli piiklad vyroku Adam obdivuje pouze vitéze,
ktery jsme formalizovali jako Vx [O(a,x) o V(x)]. Pfitom jsme
predpokladali, ze predikat O zde zastupuje relaci obdivovat,
predikat V vlastnost byt vitézem a konstanta a oznacuje
individuum Adam. OvSem symboly O, V, a mohou byt
interpretovany zcela jinak. Napf., pokud bude universum
diskursu mnozina celych cisel, pak predikdt O mutze byt
interpretovan jako relace byt mensi (<), konstanta a jako Cislo
0 a predikat V' jako podmnozina kladnych celych Cisel. V této
interpretaci bude formule pravdiva, protoze pro vSechna cela
¢isla x plati, Zze pokud je 0 mensi nez x, pak x je kladné ¢islo.

Co to tedy znamena interpretovat danou formuli F7?
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2.2.2.2. Interpretace formuli PL1

Interpretace dané formule F spociva v téchto trech
krocich.

1.

PredevSim musime zvolit pfedmétnou oblast, tj.
universum diskursu U. Muze to byt jakdkoli neprdzdnd
mnozina.

Interpretujeme predikatové symboly P, O, ... vyskytujici
se ve formuli F. To znamena, Ze dle jejich arity n (poctu
argumentdl) pfifadime témto symbolim n-arni relace R
nad universem: R < U x...x U. Unarnim predikatovym
symboliim s aritou 1 pfifadime podmnoziny universa.

Interpretujeme funkcni symboly f, g, ... vyskytujici se v F.
To znamena, ze dle jejich arity n (poctu argumenti) jim
ptitadime funkce nad universem, tj. zobrazeni U x...x U
— U. Jelikoz konstanty jsou funkéni symboly bez
argumenti neboli s aritou 0, pfitadime jim prvky universa.

Uvedeme priklad.

Najdeme néjaké interpretace vyse uvedenych formuli

Vx P(a,f(x)) a Ax P(a,f(x)).

V téchto formulich se vyskytuje jeden predikatovy symbol P
saritou 2, tedy mu musime pfifadit bindrni relaci nad
universem. Dale se zde vyskytuje jeden nularni funkcéni
symbol, konstanta a, které ptifadime prvek universa, a jeden
unarni funkéni symbol f, kterému musime pfifadit funkci o
jednom argumentu.

Interpretace 1.

a) Universum U = N (mnoZina pfirozenych Cisel).
b) P — relace <

c) a—¢cislo0

d) f— funkce druhd mocnina (x?)
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Jakmile zvolime takovouto interpretaci [/, miiZeme
vyhodnotit, zda je danad formule v této interpretaci / pravdiva.
Formuli vyhodnocujeme ,,zevniti“. Nejprve uréime prvky
universa oznacené termy. V naSem piipadé konstanta a
oznacuje Cislo 0, to je jednoduché. Term f{x) vSak musime
vyhodnotit nejen v zavislosti na interpretaci symbolu f, ale
také na valuaci v proménné x. Valuace pfifazuji proménné
prvky universa. Jelikoz je symbolu f pfifazena funkce druha
mocnina, dostavame:

prov(x) = 0je f{x) =x*=0,

prov(x) = 1 je f{x) =x’=1,

prov(x) = 2je f{x) =x*=4,

prov(x) = 3 je f{x) =x*=9,

pro v(x) = 4 je fix) = x*= 16,

atd.

Déle vyhodnotime pravdivost atomické formule P(a,f(x)),
a to opét v zavislosti na valuaci proménné x. Jelikoz je
symbolu P pfifazena relace <, dostavame:

pro v(x) = 0je P(a,f(x)) = (0 <x*)= (0 <0), tj. Nepravda

pro v(x) = 1 je P(a,f(x)) = (0 <x*)=(0 < 1), tj. Pravda

pro v(x) = 2 je P(a,f{x)) = (0 <x*)= (0 < 4), tj. Pravda

pro v(x) = 3 je P(a,f(x)) = (0 <x*)= (0 <9), tj. Pravda
atd.

Pozn.: Pouzili jsme zde bézné infixni znaceni. Jinak bychom
psali napt. (0,0) ¢ <, nebo (0,1) € <, nebot’ dvojice (0,0) neni
prvkem relace <, kdezto dvojice (0,1) je prvkem relace <.

Teprve nyni miizeme vyhodnotit pravdivost celé slozené
formule, a to Vx P(a,f(x)) a 3x P(af{x)). Vidime, Ze prvni
formule Vx P(a,f(x)) je v dané interpretaci nepravdivd, protoze
neni pravda, ze pro vSechny prvky zvoleného universa je
podformule P(a,f(x)) pravdiva. Neplati to pro ¢islo 0. Formule
dx P(a,f(x)) je v této interpretaci pravdiva, protoze je pravda,
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7ze pro nekteré prvky universa je podformule P(a,f(x))
pravdiva, totiz pro vSechna Cisla krom¢ nuly.

Interpretaci, ve které je dana formule pravdiva, nazveme
model formule. Tedy Interpretace 1 neni modelem formule
Vx P(a,f(x)), avSak je modelem formule Ix P(a,f(x)).

Zménime nyni interpretaci tak, Ze vSechna pfifazeni
ponechame, pouze symbolu P piifadime relaci <. Dostavame
tuto strukturu:

Interpretace 2:

a) Universum U = N (mnoZina pfirozenych Cisel).
b) P —relace <

c) a—¢cislo0

d) f— funkce druhd mocnina (x?)

Snadno ovéfime, Zze v této interpretaci jsou obé formule
pravdivé. Tedy Interpretace 2 je modelem obou formuli.

Zkusme jeSté interpretaci nad jinym universem. Za tim
ucelem vSak pozménime nase dvé formule, a budeme
interpretovat formule

Vx P(x,f(x)) a 3x P(x,f(x)).
Interpretace 3:

a) Universum U = mnozina osob
b) P — relace byt mladsi nez
c) f — funkce, ktera kazdé osobé pfifazuje jeji
biologickou matku
Snadno nahlédneme, Zze ob¢& formule jsou v této
interpretaci pravdivé, nebot’ pro vSechny osoby (tedy i pro

nekteré) plati, ze jsou mladsi nez jejich matka. Interpretace 3
je modelem formuli Vx P(x,f(x)) a Ix P(x,f(x)).

Formule v naSich pfikladech byly az dosud wuzavriené,
neobsahuji zadné volné proménné. Jak vsSak budeme
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vyhodnocovat oteviené formule s volnymi proménnymi?
Ukazeme si to opét na piiklad€. Uvazme formuli

Iy P(x,y)

Vidime, ze proménna x je zde volnd, neni vazana zadnym
kvantifikdtorem. Zkusme ji interpretovat. Jelikoz, jak jsme jiz
n¢kolikrat zminili, jazyk PL1 je vhodny zejména k formalizaci
matematickych tvrzeni, zvolime opét universum ciselné. Ve
formuli se nevyskytuji zadné funkcéni symboly, stac¢i tedy
interpretovat binarni predikatovy symbol P.

Interpretace 4:

a) Universum U = N (mnozina pfirozenych ¢isel).
b) P — relace <

Zkusme nyni nasi formuli vyhodnotit. Jeji pravdivost vSak
zavisi nejen na zvolené interpretaci, avSak také na valuaci
volné proménné x:

pro v(x) =0 je P(x,y) pravdiva napf. pro valuaci v(y) = 1.

pro v(x) =1 je P(x,y) pravdiva napf. pro valuaci v(y) = 2.

pro v(x) =2 je P(x,y) pravdiva napf. pro valuaci v(y) = 3.

pro v(x) =3 je P(x,y) pravdiva napf. pro valuaci v(y) = 4.

Atd.

Vidime, Ze pro libovolnou valuaci proménné x najdeme
vzdy néjakou valuaci proménné y takovou, ze P(x,y) nabude
hodnoty Pravda. Tedy rovnéz formule 3y P(x, y) je pravdiva
v dané Interpretaci 4 pro libovolnou valuaci volné proménné x.

Rekneme, Ze oteviena formule F je v dané interpretaci
pravdiva, nabude-li v této interpretaci hodnotu Pravda pro
libovolné ohodnoceni jejich volnych proménnych. Interpretaci,
ve které je dand oteviend formule pravdiva, opét nazveme
jejim modelem. Tedy Interpretace 4 je modelem formule
Iy P(x, ).

Uvazme nyni atomickou otevienou formuli

P(a,x)

79



Interpretace 5:

a) Universum U = Z (mnozZina celych ¢isel).
b) P — relace <
c) a—cislo0

V této interpretaci je formule P(a,x) sice splnitelna, avsak
neni vni pravdiva. Pro takové valuace proménné x, které
pritadi proménné x Cisla kladna nebo 0, je pravdiva, avsak pro
takové valuace, které pritadi ¢isla zapornd, je nepravdiva.

Na zaklad¢ téchto prikladd by mohlo nyni byt jasné, Ze
formule A(x) s volnou proménnou x je v dané interpretaci |
pravdiva, praveé kdyz je v I pravdiva uzaviend formule VxA(x).
Formule iA(x) je v I splnitelna, pravé kdyz je v I pravdiva
formule 3xA(x). Symbolicky,

|F1d(x) < =1 Vx A(x)
A(x) je splnitelnd vI < |[=1dx A(x)

vvvvvv

logice, kde jsme rozeznavali pouze formule logicky pravdivé
(tautologie), splnitelné a nesplnitelné (kontradikce).

Definice logicky pravdivé formule a kontradikce je v PL1
podobna.

Formule F jazyka PL1 je logicky pravdiva,
znacime |= F, je-li pravdivad v kazdé interpretaci,
tj. vkazdé interpretaci a pro kazdou valuaci
ptipadnych volnych proménnych nabyva hodnoty
Pravda.

Naproti tomu formule F jazyka PL1 je
nesplnitelna  (kontradikce), mneni-li splnitelna
v zadné interpretaci, tj. nenabyva hodnoty Pravda
v zadné interpretaci pro zadnou valuaci.
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Kategorie splnitelnych formuli se vSak déli na dvé
skupiny.

Formule F jazyka PL1 je pravdiva v interpretaci
I, znacime |=1 F, jestlize F nabyva v 1 hodnoty
Pravda pro vSechny valuace proménnych.

Formule F jazyka PL1 je splnitelna v interpretaci
1, jestlize existuje valuace v, pro kterou F nabyva
hodnoty Pravda v I, zna¢ime |=1 F]v].

Na zavér jesté zopakujeme, co je to model formule a
definujeme model mnoziny formuli.

Model formule F je interpretace I, ve které je F'
pravdiva: |= F.

Model mnoziny formuli {F,...,F,} je interpretace
I, ve které jsou vSechny formule této mnoziny
pravdivé: |=1 F1, ..., |1 Fa.

Nyni uvedeme jesté nckolik ptikladi interpretace
formuli, které obsahuji pouze unarni predikatové
symboly P, Q. Piedev§im, unarni predikatové symboly
s jednim argumentem interpretujeme jako podmnoziny
universa. Oznaéme tyto podmnoziny, tj. obory
pravdivosti predikatt P, Q v dané interpretaci nad danym
universem U jako PV a QY.

PtedevS§im, formule P(x) A QOk), Px) v Q)
s volnou proménnou x definuji prinik a sjednoceni oborti
pravdivosti PV a QY. Formule P(x) A O(x) je totiz v dané
interpretaci pravdiva pro vSechny valuace proménné x,
které pfifadi x ty prvky universa, které lezi jak v PY tak v
OV. Formule P(x) v Q(x) je v dané interpretaci pravdiva
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pro vSechny valuace proménné x, které prifadi x ty prvky
universa, které lezi v PY nebo v QY.
Muzeme si to zndzornit obrazkem:

Px) A O)

Px)v Ok)

Pro libovolné P, O, a jejich obory pravdivosti PY, QY
v libovolné interpretaci / dale plati:

|=1Vx[P) > 0x)] <«  P/cQY
PYje podmnozinou PY

|=r3x [P(x) A O(x)] & PN QY 2
prinik PY a OYje neprazdny

|=1 Vx [P(x) v O(x)] & PPuQY=U
sjednoceni PY, QYje celé universum

|=r3x [P(x) v O(x)] & PYu QY 2
sjednoceni PY, QY je neprazdné
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Priklad.

1) Vsechny velryby jsou savci

Vx [Vix) o S(x)]
Tedy nutné, mnozina velryb je podmnozinou savcii.
2) Nekteti studenti jsou zaméstnani

Ix [Sx) A Z(x)]

Priinik mnoziny studentti a zaméstnanych je neprazdny.

2.2.3. Platné usudky v jazyce PL1

V jazyce PL1 mizeme formalizovat rovnéz ty platné tsudky,
které z hlediska vyrokové logiky jsou neplatné, nebot’ jejich
platnost je dana vnitini vyznamovou strukturou jednotlivych
atomickych vyrokd. Jak jsme jiz poznali, je to dano tim, Ze
jazyk PL1 je bohatsi. OvSem cena, kterou za to zaplatime, neni
zanedbatelna.

Ve vyrokové logice mizeme snadno rozhodnout, zda je
dana formule tautologie, kontradikce nebo splnitelna, ¢i zda je
dany tsudek vyrokové-logicky platny. Staci sestrojit konecnou
pravdivostni tabulku. V predikatové logice to vSak jiz takto
snadno nejde. Je to dano tim, ze formule jazyka PL1 (pokud to
neni kontradikce) mize mit nekonecné mnoho modelii. Vzdyt
jiz volba universa je zcela libovolnd. Neni tedy mozno sestrojit
n¢jakou konecnou tabulku na zéklad¢ které bychom rozhodli,
zda je dana formule tautologie ¢i zda je dany tsudek platny.
Proto

Problém logické pravdivosti neni v predikatové
logice 1. fadu rozhodnutelny.
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Jinymi slovy, neexistuje algoritmus, ktery by pro
libovolnou formuli na vstupu vydal po kone¢ném poctu krokt
odpovéd’ Ano/Ne na otdzku, zda je dand formule logicky
pravdiva.?’

Situace vSak neni beznadéjna. Za prvé,

problém logické pravdivosti je v PL1 parcialné
rozhodnutelny.

To znamena, ze existuji algoritmy takové, Ze pokud
formule na vstupu je logicky pravdiva, pak algoritmus po
kone¢ném poctu krokd odpovi spravné, tedy Ano. Pokud je
formule kontradikce, pak rovnéz odpovi spravné, tj. Ne. Pokud
vSak je formule na vstupu pouze splnitelnd, algoritmus mutze
cyklovat, tedy neodpovi.?®

Za druhé, platnost mnohych jednodussich usudkia
mizeme ovéfit sémanticky, tj. mnozinovymi Uvahami nad
vztahy mezi modely jednotlivych pfedpokladd a zaveru. Prosté
znazornime situaci, ve které jsou predpoklady pravdivé a
ovétime, ze libovolna takova situace zajiStuje pravdivost
zaveru.

No a konecné za treti, existuji formalni (syntakticke)
dikazové metody, které parcialné rozhoduji platnost tsudku ¢i
logickou pravdivost. Z téchto metod se budeme vénovat
predevSim tzv. rezolucni metodé dokazovani, ktera ma velky
vyznam zejména v informatice, nebot’ je pln¢ algoritmizovana
a tedy se da snadno automatizovat. V této kapitole se nyni

%7 Je to jeden z disledki prvni Godelovy véty o netiplnosti.
Godelovy vety o netplnosti aritmetiky (1931) byly jednim

z nejvétsich objevii matematické logiky minulého stoleti, ktery zcela
zménil tvaf moderni matematiky a logiky. V této knize se vSak jimi
zabyvat nebudeme. Nicméné, zajemce najde podrobnosti napf.

v Duzi (2005) a (2012) nebo zde:
http://www.cs.vsb.cz/duzi/goedel.pdf

28 Jak dokazal Alonzo Church.
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budeme vénovat tzv. sémantickym metoddm dokazovani, cili
uvahdm nad modely.

Nejprve vSak musime definovat, co je to platny tsudek
vjazyce PL1. Vime jiz, co je to model formule a model
mnoziny formuli jazyka PLI1, tj. interpretace, ve které jsou
pravdivé. Definice logického wvyplyvani opét vychazi ze
zakladni Definice 1 a bude tedy naprosto analogicka definici
logického vyplyvani ve vyrokové logice. Pouze musime mit na
paméti, Ze model formule PL1 je interpretace, ve které je
formule pravdiva, tedy mnohem bohatsi struktura nez pouhé
ohodnoceni vyrokovych proménnych ve vyrokové logice.

Definice 6 (logickeé vyplyvani v PL1). Necht’ Py, ..., P,, Zjsou
formule jazyka predikatové logiky 1. fadu. Pak formule
Z logicky vyplyva z predpokladt Pi, ..., P,, pravé kdyz je Z
pravdiva ve vSech modelech mnoziny ptedpokladi {P:,...,P.}.

Rovnéz dusledky 1 a 2 této definice ztistavaji v platnosti.

Diisledek 1: Usudek Pi,....P, |= Z je deduktivné platny, pravé
kdyz kazdy model mnoziny {Pi,...,P,} je také modelem
formule Z.

Disledek 2: Usudek Pi,....P, |= Z je deduktivné platny, pravé
kdyz mnozina {P,, ..., P,, =Z} nema model, je sporna.

Podobné jako ve vyrokové logice miizeme tedy tivahami nad
moznymi modely provadét dikaz primy dle dusledku 1 nebo
nepiimy dle dusledku 2.

Sémanticka véta o dedukei, tj. disledek 3 vSak plati pouze
pro uzaviené formule. Divod je to, jak je definovan model
formule PL1. je to takova interpretace, ve které nabyva
formule hodnoty Pravda pro vsSechny valuace volnych
proménnych. Uvazme jednoduchy piiklad. Dle definice 6
logického vyplyvani plati
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P(x) = Vx P(x)

Jisté, je-li formule P(x) v n€jaké interpretaci pravdiva, pak
dle definice vSeobecného kvantifikatoru je v této interpretaci
pravdiva také formule Vx P(x). Avsak formule

P(x) o Vx P(x)

neni logicky pravdiva. Jako protipiiklad uvazme tuto
interpretaci:

U = N (mnozina pfirozenych ¢isel)
P — PY=mnozina sudych &isel (c N)

Snadno najdeme valuaci, pro kterou formule nabyva hodnoty
Nepravda, napt. v(x) = 2 nebo v(x) = 4, 6, atd. Pro takovéto
valuace nabyva P(x) v dané interpretaci hodnoty Pravda, ale
Vx P(x) hodnoty Nepravda (neni pravda, ze vSechna pfirozena
Cisla jsou suda).

Muizeme tedy formulovat

Dusledek 3 (semanticka veta o dedukci v PLI).

Necht' P, ..., Pu, Zjsou uzaviené formule predikatové logiky
1. fadu. Pak usudek Pi, ..., P, |- Zje deduktivné platny, prave
kdyz je formule (Pi A...A Py) D Z logicky pravdiva, tj. praveé
kdyz = (P1 A...A Py) D Z

Z toho divodu volime obvykle piedpoklady daného
usudku jako uzaviené formule. Vzdyt oteviena formule
s volnymi proménnymi je jaksi netplna, nepodava uplnou
informaci o tom, jakd podminka ma platit. Oteviené formule
pak budou pouze jakési mezikroky v jednotlivych dikazovych
postupech.

Nyni si ukdzeme na piikladech, jak mlzeme
jednoduchymi mnozinovymi uvahami rozhodnout, zda je dany
usudek platny. Zacneme témi nejjednodussimi piiklady
platnych schémat, ktera jsme uvedli v kap. 2.2.1.
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Vx [P(x) 5 O(x)]
P(a)

O(a)

Primy ditkaz.

Dle prvniho ptedpokladu je obor pravdivosti PY
podmnozinou oboru QY. Dle druhého predpokladu lezi prvek
universa oznaceny konstantou a v mnoziné PY. Tedy lezi i v
0V, nebot viechny prvky PY lezi také v QV. Nazorné:

pU QU

Neprimy ditkaz.

Necht jsou pravdivé predpoklady a necht’ prvek oznaceny
konstantou a nelezi v QV. Pak ale neni pravda, Ze vSechny
prvky PY lezi také v QY, coz je spor.

Vx [P(x) 2 Ox)]
—0(a)

—P(a)
Primy ditkaz.

Dle prvniho ptedpokladu je obor pravdivosti PY
podmnozinou oboru Q. Dle druhého piedpokladu nelezi
prvek universa oznateny konstantou @ v mnoziné QY. Tedy
nelezi ani v PY, nebot viechny prvky PV lezi také v QY.
Nazorné¢:
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Neprimy ditkaz.

Necht jsou pravdivé piredpoklady a necht’ prvek oznaceny
konstantou a lezi v PU. Pak ale neni pravda, Ze nelezi v QY
nebot’ v§echny prvky z PV lezi také v OV, coz je spor.

V dalsi kapitole predstavime tzv. Aristotelovu logiku,
ktera se zabyva tusudky podobnymi vyse uvedenym, a to
takovymi, ve kterych se vyskytuji pouze unarni predikaty.
Situace se pon¢kud komplikuje, jakmile nase formule obsahuji
predikatové symboly s aritou vétsSi nez jedna, tedy binarni,
ternarni, atd. Vime, ze vtom piipadé jsou takovéto
predikatové symboly interpretovany nikoli jako podmnoziny
universa, ale jako binarni, terndrni, atd. (dle arity symboli)
relace.”” Avsak relace neni snadné znazornit obrazkem tak, jak
to délame v pfipad¢ jednoduchych podmnozin universa. Piesto
i v tomto pfipadé miizeme sémanticky ovétit platnost tsudku.
Ukézeme si opét na piiklade.

Priklad.
Ovétime platnost tohoto tisudkového schématu:

Vx [P(ax) > Q(x)]

2 Pojem relace zavedl do logiky a matematiky az koncem 19. stoleti
slavny némecky matematik, logik a filosof Gottlob Frege, zakladatel
moderni logiky. Do té doby se uzival v podstaté pouze Aristoteldv
systém.
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—0(b)

—P(a,b)
Muze to byt formalizace napt. tohoto usudku:

Adam obdivuje pouze vitéze.
Bertik neni vitéz.

Adam neobdivuje Bertika.

Nejprve znédzornime, jaké budou obory pravdivosti
predikati P a Q nad libovolnym universem, tedy znazornime
modely formuli predpokladii. Poté ovéifime, zda kazda
takovato situace zarucuje pravdivost zavéru. Predikat P je
binarni, jeho interpretaci bude tedy binarni relace PY, Q je
unérni, tedy Q¥ bude mnozina individui.

Prvni premisa: ta individua, kterd jsou vrelaci s Adamem,
musi lezet v mnoZin& QY

PY= {{Adam, i\), {Adam, 1), ..., (Adam, i,), ... }

oY= {ii, iz, ..., in, ..., Berttk }

Dle druhé premisy individuum Bertik nelezi v QY.

Kdyby byla dvojice (4dam, Bertik) prvkem PV, musel by dle
prvni premisy byt Bertik prvkem Q. Ale to neni. Tedy dvojice
(Adam, Bertik) neni prvkem PV, pravdivost ptedpokladi
zarucuje pravdivost zavéru, coz bylo dokazat.

Vidime, ze takovéto sémantické tuvahy nad modely
bychom tézko automatizovali. Proto si v kapitole 4
predstavime syntaktické diikazové metody, kdy se nebudeme
zabyvat modely formuli, ale budeme provadét diikaz pouze na
zaklad¢ logické formy formuli, Cili jejich syntaxe. Nyni vSak
predstavime jesté Aristotelovu logiku a pomérné jednoduchou
sémantickou metodu, a tou je metoda Vennovych diagramti.
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2.2.3.1. Aristotelova logika

Aristoteles ze Stageiry byl fecky filozof,
jeden znejvyznamnéjSich mysliteld ve
starovéku, zak Platonuv. Narodil se v roce
384 pt. n. l. v Thrakii (v dne$nim severnim
Recku) vroding lékate. Byl dvacet let
zékem Platonovy Akademie, pozd¢ji
zalozil v Aténach svoji vlastni filosofickou
Skolu, zvanou Lykeion (Lyceum).
Aristotelovo dilo je wvelice rozsahlé a mnohostranné.
Zachovalo se nékolik stovek Aristotelovych spist, které
obsahuji spisy filosofické, ptirodovédné, metafyzické, eticke,
o literatufe a rétorice, a v neposledni fad¢ spisy o logice, tj.
Organon, neboli ,nastroj ke spravnému, filosofickému
uvazovani, mysleni.

Tradi¢ni Aristotelova logika je dnes povazovana za
fragment predikéatové logiky 1. fadu, ktery je omezen pouze na
jednomistné  predikaty  jejichz  interpretaci  (oborem
pravdivosti) je vzdy mneprdzdnd podmnozina universa. Tato
logika byla (v podstaté jako jedina) vyucCovana jeSté v 19.
stoleti. Umoziuje kontrolovat spravnost zvlaStniho typu
jednoduchych usudkd, které se nazyvaji kategorické
sylogismy. Aristotelova logika vznikla zfejmé dfive nez
vyrokova logika, kterou zkoumali stoici. Stoici byli v jisté
opozici vuci Aristotelovi a zjejich dila se zachovaly jen
fragmenty, ze kterych je vSak zjevné, Ze pouzivali rozvinuty
systém vyrokové logiky a v podstaté (i kdyz ponckud v jiné
formé) i systém predikatové logiky 1. fadu.*

Aristotelova logika zkouma tzv. subjekt — predikatové
vyroky (S-P wvyroky), kde Si P jsou né&jaké vlastnosti
(zastupované jednomistnymi predikaty), a déli se na obecné a
castecné, kladné a zaporné. Pro subjekt — predikatové vyroky

30 Viz Gahér (2006).
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jsou Casto uzivany zkratky, které jsou odvozeny z latinského
affirmo (tvrdim) a nego (popiram):

SaP — Vsechna S jsou P
SeP — Z4dné S neni P

SiP — Néktera S jsou P
SoP — Ne¢ktera S nejsou P

VSechny moznosti a jejich vzijemny vztah jsou

znazornény v tzv. logickém ctverci:

Logicky ¢tverec znazornuje jednoduché vztahy, které plati

mezi témito vyroky.

1.

Kontradiktoricke (protikladné, jeden je vzdy ekvivalentni
negaci druhého):

P < —SoP SeP < —SiP

Diukazy téchto vztahd provedeme snadno tak, Ze si
jednotlivé usudky zapiSeme v jazyce PL1 a pouzijeme de
Morganovy zakony:
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Vsechna S jsou P < Neni pravda, Ze néktera S nejsou P
Diikaz (de Morgan):
Vx [S(x) D P(x)] < —3x [S(x) A —=P(x)]

Z4dné S neni P < Neni pravda, Ze néktera S jsou P
Diikaz (de Morgan):
Vx [S(x) D =P(x)] < —3x [S(x) A P(x)]

. Kontrarni (z jednoho vyplyva negace druhého):
SaP |= —SeP SeP |= —SaP

(Mize vsak byt zaroven nepravda jak SaP tak SeP (tedy
ani Sap ani Sep nemusi byt pravda): VSechny houby jsou
jedlé, vSechny houby jsou nejedlé.)

Opét, zapiSeme-li tyto tsudky vjazyce PLI, snadno
oveéifime jejich platnost. Nyni to provedeme na zakladé
mnozinovych tvah:

Vsechna S jsou P |= Neni pravda, Ze zadné S neni P
Vx [S(x) D P(x)] |- =Vx [S(x) D —P(x)]

Diikaz (sémanticky): Je-li SV < PY, pak SY nemiize byt
podmnozinou komplementu PY, tedy neni SV < —PY

Z4dné S neni P |= Neni pravda, Ze viechna S jsou P
Vx [S(x) D =P(x)] |= =Vx [S(x) o P(x)]

Diikaz (sémanticky): Je-li SY < —PY (komplementu PY),
pak SY nemiize byt podmnozinou PY, tedy neni SV < PY

Subkontrdrni (podprotivné):
—SiP |= SoP —SoP |=SiP

(Mize vSak byt SiP i SoP pravdivé: Nékteré labuté jsou
¢erné, nekteré labuté nejsou cerné.)

Op¢ét zapiSeme tyto usudky v jazyce PL1 a ovéfime jejich
platnost:
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Neni pravda, ze n¢ktera S jsou P |= Néktera S nejsou P
—3x [S(x) A P(x)] = 3x [S(x) A —=P(x)]

Jelikoz plati ekvivalence
—3x [S(x) A P(x)] & Vx [S(x) D —P(x)],
ovefime platnost tohoto usudku:

Vx [S(x) D =P(x)] |= Ix [S(x) A —P(x)]

Diikaz: Je-li SY < —PY (komplementu PY) a SV # O
(ptedpoklad neprdzdnosti oborit pravdivosti), pak je
neprazdny také prinik SY a komplementu PY, tj.
Ix [S(x) A =P(x)].

4. Subalterni (podiazen¢):
SaP |= SiP SeP |= SoP

Diikaz platnosti druhého subkontrarniho tusudku a
subalternich usudk je zcela analogicky.

Dale plati tzv. obraty:
5. Obraty.
SiP |= PiS SeP |= PeS

Nekteti studenti jsou zenati |= Ne&kteti Zenati jsou studenti
Za&dny Clovek neni strom |= Zadny strom neni ¢lovek

SaP |=PiS SeP |= PoS
Vsichni ucitelé jsou statni zaméstnanci |= Nektefi statni
zameéstnanci jsou ucitelé
Zadné jedovaté houby nejsou jedlé |= Nékteré jedlé houby
nejsou jedovaté

(Kategorické) Sylogismy jsou usudky, které sestavaji ze tfi S-P
vyroku tvaru (4 figury):
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M P P M M P PM
S M S M M S M S

S P S P S P S P

Kombinaci a, e, i, 0 1ze nyni vytvofit 64 tzv. modu, z nichz jen
nekteré jsou platné. Pro platné mody existuji mnemotechnické
pomicky, které se nasi rodic¢e ucili nazpamét’:

L. aaa, eae, aii, eio (barbara, celarent, darii, ferio)
II. ao0o, aee, eae, eio (baroco, camestres, cesare, festino)
I11. oao, aai, aii, iai, eao, eio (bocardo, darapti, datisi,

disamis, felapton, ferison)

IV. aai, aee, iai, eao, eio (bamalip, calemes, dimatis,
fesapo, fresison)

My se je pochopitelné nemusime ucit nazpamét', nebot
jejich  platnost mtZzeme snadno dokazat nebo oveéfit
sémanticky, na zakladé¢ mnozinovych uvah. Za tim ucelem je
nejcastéji pouzivana metoda tzv. Vennovych diagramii.

John Venn (1834 — 1923), anglicky
matematik, logik a filosof.

94



2.2.3.2. Metoda Vennovych diagramii

Obory pravdivosti predikatd S, P, M zakreslime jako

(vzdjemné se protinajici) krouzky. Poté zndzornime situaci,

kdy jsou premisy pravdivé, a to v tomto poradi:

1. Vysrafujeme plochy, které odpovidaji prazdnym tfidam
objektl

2. Oznalime kiizkem plochy, které jsou jist€¢ neprazdné.
Kiizek ptitom klademe jen tehdy, kdyz jeho umisténi je
Jjednoznacné, tj. neexistuje jina plocha, kam by mohl byt
umistén

Nakonec ovétime, zda vznikla situace znazornuje pravdivost

zaveéru.

Priklady:

a) Vsechny velryby (V) jsou savci (S).
Nekteti vodni zivoCichové (Z) jsou velryby.

Nekteti vodni zivocichové jsou savci.

N«
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Vidime, ze usudek je platny. Pravdivost zaveéru je
zarucena pravdivosti premis, nebot’ na plose, kterd odpovida
priniku vodnich ZivoCichti a savcl je umistén kiizek, coz
znamena, ze tato plocha je neprazdna. Pro Uplnost jesté usudek
formalizujeme v PL1:

Vx [Vix) o Sx)]
Ax [Z(x) A V(x)]

Ax [Z(x) A S(x)]

b) VSechna auta (4) jsou dopravni prostiedky (D)
Vsechna auta maji volant (V)

Nekteré dopravni prostiedky maji volant

//

V

>

Usudek je neplatny. Pravdivosti premis neni zaruéeno, Ze
prinik mnozin dopravnich prostiedki a téch s volantem je
neprazdny. Opét jeste formalizace:

Vx [A(x) o D(x)]
Vx [A(x) D V(x)]

Ix [Dx) A Vix)]
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Pozn.: Neplatnost tohoto tsudku mozna nékterého Ctenare
prekvapi. Jak je mozné, ze je tento usudek neplatny? Vzdyt
prece za predpokladu pravdivosti premis musi platit, Ze
nekteré dopravni prostiedky maji volant, a to alespon ta auta!
Pokud si vSak situaci zndzornime Vennovymi krouzky,
zjistime, ze tomu tak neni. Premisy nas opraviiuji pouze
k vysrafovani  prazdnych ploch odpovidajicich témto
formulim:

—3x [A(x) A =V(x)]
—3x [A(x) A =D(x)]

(“neexistuji auta bez volantu” a “neexistuji auta, kterd by
nebyla dopravnim prostredkem”). AvSak kiizek na plose
odpovidajici formuli 3x [D(x) A V(x)], tedy pruniku “volantd a
dopravnich prostiedk” se nenachazi! Jisté, vzdyt pravdivost
premis nam nezarucuje existenci aut. V dob¢, kdy zadna auta
neexistovala, byly premisy trividln€¢ pravdivé, ale zavér byt
pravdivy nemusel.

Tedy ze vseobecnych premis nemiiZeme usuzovat na
existenci. Je to také jeden z disledkd toho, jak v PL1 chapeme
vSeobecné premisy. Totiz, jak se snadno piesvédcime, formule

Vx [P(x) > Q)]

je pravdiva v kazdé¢ interpretaci takové, ktera ptifadi predikatu
P prazdnou mnozinu. Proto napf. tvrzeni ,,VSichni vodnici
jsou nejlepsi manazeti Microsoft” je dle PL1 pravdivé (za
piedpokladu ovSem, Ze vodnici neexistuji).’!

Obdobny piiklad zjevné nespravného usudku je zndm od
Bertranda Russella:

31 Takovato analyza neni samoziejmé jedind mozna. Presngjsi by
zifejme bylo chapat véty tohoto typu tak, ze maji presupozici
existence Cili neprazdnosti predikatu P. To ale v PL1 mozné neni,
potiebovali bychom systém s vétsi expresivitou, napt. Transparentni
intensionalni logiku, viz napt. Duzi, Materna (2012).
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Vsechny sklenéné hory jsou hory
Vsechny sklenéné hory jsou sklenéné

Nékteré hory jsou sklenéné

R. M. Smullyan uvadi ve své velmi zdatilé knize “Jak se
jmenuje tato knizka?” piiklad uplatnéni takovéhoto
argumentu, pomoci kterého “dokaze” existenci jednorozce.

Poznamenejme jesté, Zze v tradiCni Aristotelové logice je
tento mod (tedy usudkové schéma) povazovan za platny. Je to
proto, ze jak jsme jiz zminili, Aristoteles pracuje pouze
s neprdazdnymi pojmy. Dodame-li dalsi ptredpoklad, a to ze
existuji sklenéné hory, bude usudek platny. Podobné, doddme-
li v tsudku ad b) prikladu 3.4.1 piedpoklad existence aut, bude
poté usudek platny.

c) Nekteti politici jsou moudii
Nikdo, kdo je moudry, neni pySny

Nekteti politici nejsou pysni

Ax [Pl(x) A M(x)]
Vx [M(x) D —Ps(x)]

Ax [Pl(x) A —Ps(x)]

Opét znazornime Vennovym diagramem pravdivost
premis. Nejprve dle druhé premisy vyskrtame prazdnou
plochu odpovidajici priniku Moudrych (M) a Pysnych (Ps).
Poté se pokusime umistit kfizek na plochu odpovidajici
neprazdnému praniku Politikii (Pl) a Moudrych (M):
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Usudek je platny, pravdivost premis zaruduje pravdivost
zaveru.
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2.

2.4 Cviceni.

1) Analyzujte v jazyce PL1 nasledujici vyroky:

2)

3)

a) Nikdo, kdo neni zapracovan (P), nepracuje samostatné

(S).

b) Ne kazdy talentovany (7)) spisovatel (Sp) je slavny (S7).

¢) Pouze zaméstnanci (Z) pouzivaji vytah (V).

d) VSichni zaméstnanci (Z) pouzivaji vytah (V).

e) Ne kazdy ¢lovek (C), ktery hodné mluvi (M), ma co fici
(R).

f) Nekdo je spokojen (Sn) a nékdo neni spokojen.

g) Nekteti chytii lidé (Ch) jsou lini (L).

h) Nutnou podminkou toho, aby rovnice y = 2653/x méla
feSeni, je nenulové x.

Najdéte modely formuli, které jste obdrzeli v pfedchozim
cviceni 1, a to nad universem celych Cisel Z.

Vyjadrete slovné nasledujici formule za predpokladu, ze
predikat P znamena ,,mit rad*“ (kdo, koho), individuova
konstanta m oznaCuje Marii a individuova konstanta &
Karla.

IxIy P(x,y)
IxVy P(x,p)
FyVx P(x,y)
Vx3y P(x,y)
VxVy P(x,y)
Vx P(x,m)

vy P(ky)
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4) Preved’te nasledujici véty do formuli jazyka PL1 a ovéite
jejich ekvivalenci pomoci de Morganovych zakont:

S)

a)

b)

g)

Vsechna prvocisla vétsi nez 2 jsou licha.

Je-li prvocislo vétsi nez 2, pak je liché.

Neexistuje prvocislo vétsi nez 2, které by nebylo liché.
Neni-li ¢islo liché, pak to neni prvocislo vetsi nez 2.

Nektera prvocisla nejsou licha.
Neni pravda, ze vSechna prvocisla jsou licha.

Nekteti studenti nejsou lini.
Ne vSichni studenti jsou lini.

Zadné prvocislo neni sudé.
Je-li ¢islo sudé, pak to neni prvocislo.
Neexistuje sudé prvocislo.

Zadny uéeny z nebe nespadl.
Kdo spadl z nebe, neni uceny.
Neexistuje uceny spadly z nebe.

Nektera Cisla jsou rovna jejich druhé mocning.
Neni pravda, Ze zadné ¢islo neni rovno jeho druhé
mocning.

Nékteti maji radi svou matku.
Neni pravda, Ze nikdo nema rad svou matku.

Ukazte, ze formule 3x P(x) D P(a), kde a je individuova
konstanta, neni logicky pravdiva, ale je splnitelna.

Navod: Jelikoz formule nema volné proménné, staci
nalézt interpretaci, ve které je pravdiva, a interpretaci, ve
které neni pravdiva.
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6) Dokazte, ze neplati 3x P(x) |= P(a), tedy ze formule P(a)
nevyplyva za formule Ix P(x). Vyuzijte pfitom feSeni
ulohy 4).

7) Oveéite metodou Vennovych diagramt tsudky z Cviceni
1.5.1.

8) Formalizujte a ovéite platnost tohoto tisudku:

Kdo hraje fotbal a hokej, ten hokej miluje.
Nekteti nemiluji hokej, ackoliv jej hraji.

Nékdo hraje hokej, ale ne fotbal.
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Kapitola 3. Fuzzy logika

V této kapitole vylozime zakladni principy fuzzy logiky. Je to
obor, ktery se v poslednich letech boutlivé rozvijel, a dnes je
natolik rozsahly, ze je zcela mimo moznosti této knihy podat
jeho vyderpavajici piehled.’ Proto v této kapitole vylozime
pouze zékladni mySlenky a naznalime mozné aplikace.?
Termin ,,fuzzy* byl pfevzat z anglictiny, kde znamena neostry,
rozostfeny, neptesny, ale také opily, apod. Jak tika Béhounek,
tento termin piispél k popularit¢ fuzzy logiky, ale také
k nedorozuménim. Fuzzy logika neni nepfesnd: je pfesnou
teorii neostrych vlastnosti.

Vidéli jsme, ze v klasické logice pracujeme s vyroky,
které jsou striktné bud’ pravdivé nebo nepravdivé. V bézném
jazyce vSak Casto uzivame vyroky, které jsou pravdivé pouze
do urcité miry, neostfe. Je to ddno tim, ze mnohé predikaty
vymezuji vlastnosti, jejichz extense nejsou presn¢ ureny a
neexistuje tedy ostra hranice, kdy je mozno fict, ze dany
pfedmét vlastnost jest¢ ma, a poté jiz ne. Jsou to vlastnosti
jako mlady, stary, vysoky, nizky, dobry, $patny, apod. Do
kolika let véku je clovek jesté mlady a kdy zacne byt stary? Da
se fict pfesné, kde prestava byt krajina hornatd a stava se
rovinou? Nebo d se fict pfesné, kde ve spektru zacina a konci
zelend barva? To jist¢ ne. Aplikujeme-li v takovychto
neostrych pfipadech klasickou dvouhodnotovou logiku,

vvvvvv

zejména pak Petr Héjek, viz napt. Hajek (1998). Teorie i vyznamné
aplikace jsou studovany také na Ostravské université, viz napft.
Novak, Perfilieva a Mockot (1999).

33 Ve vykladu v této kapitole se opiram o materialy z piednasky
Libora Béhounka , Jak je dulezité byt fuzzy®, a to v Olomouci 2012.
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dostavame se do jistych problémd, které mizeme ilustrovat
ruznymi paradoxy.

Slovo ,paradox” ma vice vyznami. Zde je budeme
pouzivat jako oznacujici takovy myslenkovy postup, kdy
vyjdeme zpravdivych piedpokladli, pouzijeme logicky
spravné postupy odvozovani, a ptitom dojdeme k zavéru, ktery
je evidentné nepravdivy. Paradoxy znepokojovaly matematiky,
logiky a filosofy jiz od staroveku. Jisté je znepokojujici, kdyz
je mozno zdanlivé korektni aplikaci spravnych logickych
pravidel dospét od pravdivych predpokladi k nepravdivému
zaveéru! Podryva to nasi viru v logiku a obecné v racionalni
mysleni.

Jiz od starovéku jsou zndmy paradoxy souvisejici
s nekonecné malymi veli¢inami, naptf. Zéndnovy paradoxy,
ptipisované Zénonovi z Eleje, zejména "Achilles a Zelva" a
"Letici sip", které zpochybiiuji moznost pohybu, nebo tzv.
autoreferencni paradoxy, které vychdzeji z vlastnosti jazyka
umoziujici hovotit v ném o jazyce, tedy o sobé samém. V této
skupiné je snad nejznadméjsi paradox lhare, ktery byl udajné
vysloven krétskym filosofem Epimenidem z Knoésu nckdy
okolo roku 600 pt. n. 1.: clovek, ktery o sobé¢ tika, ze 1ze, bud’
Ize a tedy nelze, anebo skutecné l1ze, a pak mluvi pravdu.
Paradox typu Achilles a Zelva spociva v tom, Ze staci, aby
pomala zelva odstartovala jen o malou chvili dfive nez rychly
Achilles, a ten ji nedohoni. Totiz v kazdém ¢asovém okamziku
sice zmensi vzdalenost mezi nimi, ovSem vzdy maly kousek,
ktery je déli, zistava. Paradoxy tohoto typu obvykle feSime
zavedenim infinitesimalniho poctu, tedy posloupnost
vzdalenosti Achilla a zelvy konverguje k nule. Paradoxy lhaie
maji také riznd tfeSeni. Napf. takové, ze prohlasime, ze véta
Hted 1zu* vlastné nema smysl, Cili ze zadny vyrok nebyl
vyféen, Cimz paradox odstranime, nebo budeme piisné
odd¢lovat jazyk a metajazyk, abychom =zabranili auto-
referencim.
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Pro nas bude nyni zhlediska Gvodu do fuzzy logiky
nejzajimavéjsi tzv. paradox hromady neboli Sorités paradox.>*
Predstavme si hromadu pisku, ve které je miliarda zrnek pisku.
Odebranim jednoho zrnka pisku hromada nepfestane byt
hromadou. Tedy 999 999 999 zrnek pisku je hromada. Opét,
odebranim jednoho zrnka tato hromada nepiestane byt
hromadou. Opakujeme-li tento postup miliarda-krat, dojdeme
k zavéru, ze 0 zrnek pisku je hromada.

Jisté si sami vymyslite varianty na tento paradox, je jich
spousta. Naptiklad, predstavme si Clovéka s bujnou kstici.
Vypadne-li mu jeden vlas, nestane se holohlavym. Vypadne-li
mu druhy vlas, nestane se holohlavym. Opakujme n-krat pro
dostatecn¢ velké n, a dojdeme k zavéru, ze ¢loveék s nulovym
poctem vlasii neni holohlavy.

Resenim, jak si poradit s témito paradoxy typu hromady,
muize byt napi. diskrétni Skalovani. Prosté néjak stanovime
ostré hranice, odtud az potud je to malo, odtud az potud je to
sttedné¢ mnoho, odtud az potud je to uz hodné. V nékterych
pripadech to vyhovuje, napt. ve skolni klasifikaci. Zde mame
pet prospéchovych stupiii a je jasné, kdo vyhovél a je
vyborny, chvalitebny, dobry, dostate¢ny, ¢i kdo nevyhovél.
V jinych pfipadech jiz takovéto feSeni neni prave idedlni.
Naptf. trestni zékonik stanovi polovi¢ni sazby pro mladistvé
v porovnani s dospélymi pachateli. Mladistvi jsou v rozmezi
od 15 do 18 let véku. Osoby mladsi 15 let nejsou za své trestné
¢iny odpoveédné. Spacha-li osoba, kterd dovrsila 12. rok svého
véku a je mladsi nez 15 let, n€ktery €in, za ktery trestni zakon
ve zvlastni Casti dovoluje ulozeni vyjimecného trestu, mize
soud nanejvy$ ulozit jeji ochrannou vychovu. Jisté, zde to
ziejmé jinak nejde, vzdyt nechceme trestat déti, je vSak
otazkou, nakolik jsou dneSni nactileti jeSt¢ deéti, a neni
nahodou, ze se neustale vedou diskuse na téma sniZeni vékové

34 Sorités (owpitng) je ve starofecting hromada. Tento paradox
vyslovil ve ¢tvrtém stoleti p.n.1. Eubulidés z Milétu.
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hranice pro beztrestnost. Navic, evidentné neni zrovna idealni
onen ostry piechod mezi beztrestnosti a trestni odpovédnosti.
Spacha-li vrazdu mladistvy den pied svymi patnactymi
narozeninami, zdstane bez trestu, spacha-li tentyz ¢in o den
pozdéji, ¢eka jej ztejme mnoho let ve vézeni.

Druha moznost feSeni paradoxd typu hromada je zménit
néjak logiku, se kterou pracujeme. Tim vSak nechceme fict, ze
budeme meénit zakladni logické zakony, které jsou platné
universalné. Zménime vsak predpoklad, ze kazdy vyrok je bud’
(ostfe) pravdivy nebo nepravdivy a pfipustime, ze vyroky
obsahujici neurCité predikaty mohou byt pravdivé do urcité
miry. Abychom mohli s takovymi vyroky pracovat, zavedeme
stupné¢ pravdivosti odpovidajici stupfiim ptislusnosti do
extense neurCitého (fuzzy) predikatu. Pfislusna pravdivostni
funkce tak bude mit vice hodnot, nejcastéji pak pracujeme se
spojitymi pravdivostnimi funkcemi s hodnotami v intervalu
[0, 1]. Je pravda, Zze tim se nam zméni také nékteré logické
zakony. Napt. zdkon vylouceného tietiho, tj. bud’ 4 nebo non-
A, platit nebude.®

Libor Béhounek uvadi tento piiklad. Na obrazku 1 vlevo
je znazornéna vlastnost byt Cerny jakoZzto ostra vlastnost,
kdezto na obrazku vpravo je tato vlastnost neostrd. Tedy na
obrazku vlevo plati zdkon vylouceného tietiho. Kazdy bod
vyznacené oblasti bud’ je ¢erny nebo neni Cerny. Pro body ve
druhé oblasti vpravo to neplati. Nekteré body jsou Cerné,
nékteré nejsou Cerné a kone¢né nékteré jsou ,,trochu erné®, tj.
Sedé.

35 To ovSem neni zddné prekvapeni, vzdyt’ tento zdkon neni
universalni. Napft. v logice parcidalnich funkci, tj. takovych funket,
které na nékterych argumentech nemaji hodnotu, tento zakon neplati.
Vyrok zde miize byt pravdivy, nebo nepravdivy, nebo nemit zddnou
pravdivostni hodnotu (ani Pravda ani Nepravda). Tato logika je vSak
stale jesté dvou-hodnotova, pravdivostni hodnoty jsou dvé, pouze
mohou nékdy chybét.
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Obr. 1: ostie Cerné vs. ,,fuzzy* ¢erné

Misto dvou pravdivostnich hodnot zavedeme tedy stupné
pravdivosti v intervalu [0, 1]. Hodnota 0 bude znamenat
Nepravda, hodnota 1 Pravda, a hodnoty uvnitf intervalu pak
pravda do urcité miry. Mnozina stupiiti pravdivosti mlize byt
diskrétni, napt. 0, 0.25, 0.5, 0.75 a 1, ovSem takovato stupnice
mize vést k problémim popsanym vySe, tj. prili§ ostry
pfechod mezi jednotlivymi hodnotami. V praxi se proto Casteji
pouziva a vice se osvédCila spojitd stupnice pravdivostnich
hodnot. Misto dvou pravdivostnich hodnot 0 a 1 tedy mame
nekone¢né¢ mnoho pravdivostnich stupni z intervalu [0, 1].

Za zakladatele fuzzy logiky je pokladan Lotfi A. Zadeh,
ktery vr. 1965 publikoval svij prvni c¢lanek o fuzzy
mnozinach. Jsou to mnoziny takové, kde prislusnost prvkl do
mnoziny neni ostra, nybrzZ neostra, jako na obrazku 1 vpravo.
Postupné byla vyvinuta teorie fuzzy mnozin a relaci, na niz je
pak zalozena fuzzy logika, kterou v této kapitole stru¢né
popiSeme.

3.1. Jazyk fuzzy logiky
V té nejjednodussi podobé miize byt syntax jazyka vyrokové
fuzzy logiky stejnd jako v klasické logice, napi. takova, jak

jsme ji zavedli v Definici 2. Zméni se vSak pochopitelné
zpusob, jak vyhodnotit pravdivost formule vyrokové logiky.
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Bude to opét na zaklad¢ pravdivostni funkce f, ktera vsak nyni
bude (vétSinou spojité) zobrazeni typu [0, 1] x [0, 1] — [0, 1].
Vstupem tedy budou dvojice redlnych cisel zuzavieného
intervalu [0, 1] a vystupem realné Cislo zintervalu [0, 1].
Pokud nabude funkce fhodnotu 1, jedna se o Pravdu, hodnota
0 pak znamena Nepravdu, stejné jako v klasické vyrokové
logice.

V kazdém piipad¢ je ziejmé, Ze tento pfistup je feSenim
paradoxu hromady. Oproti klasické logice, kterd znd pouze
ostry prechod od Pravdy k Nepravdé, fuzzy logika umoziuje a
zdivodiluje  pozvolné  snizovani  stupné  pravdivosti.
Odebranim jednoho zrnka pisku se o néco malo snizi ,,stupen
hromadovistosti®, napt. o 0,000000001, az postupné¢ dojdeme
ke stupni 0, coz znamend Nepravda. Nula zrnek pisku tedy
neni hromada.

Jesteé je nutno zdUraznit, Ze stupen pravdivosti, tj. hodnota
pravdivostni funkce, neni totéz jako pravdeépodobnost, ze
urCity jev nastal. Pravdépodobnost pocita neznamy vysledek
toho, Ze urCity ostry jev nastane. Naptf. pii hazeni kostkou
muizeme spocitat pravdépodobnost toho, ze padne Sestka. Na
druhé stran¢ fuzzy logika pocitd se zndmym vysledkem
neostrého jevu, jako napf. stupen mladosti tficetiletého
Slovéka. Cili ve fuzzy logice jde o presné usuzovini o
pribliznych hodnotach. Napt. skupina lidi o 543 ¢lenech je
zhruba stejné velka jako skupina o 547 ¢lenech.

Jak budeme nyni pracovat s fuzzy vyrokovymi spojkami?
Jisté, budou to rizné pravdivostni funkce, ¢ili binarni spojky
jsou zobrazeni typu [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] a unarni typu [0, 1]
— [0, 1]. OvSem na rozdil od klasické logiky, ve fuzzy logice
mame vice moznosti, jak definovat pravdivostni funkce, a
podle toho pak mame vice riznych systémt fuzzy logiky,
napt. Gddelova, Lukasiewiczova, produktova, Hajkova BL,
atd.

Rozdily oproti klasické logice muzeme shrnout takto.
Nemusi platit zakon vylouceného tretiho, tj. 4 v —4, neplati,
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7ze A N A < A, nebot vicendsobné pouziti neurcitého
predpokladu zvySuje neurCitost zavéru, a obecné, né€které
usudky platné pro ostré usuzovani nejsou platné pro neurcité
vyroky.

Intuitivné se zda jasné, jaké vlastnosti by méely
pravdivostni funkce jednotlivych fuzzy systémi mit.

Zacneme napi. konjunkci (A), nebot’ ostatni spojky pak
lze definovat na zaklad¢ konjunkce a negace. Spojka ,,a* ¢ili
fuzzy konjunkce (A) musi spliovat to, Ze jeji hodnota bude
mensi nebo rovna obéma vstupnim hodnotam, nebot’ spojime-
li dva neur€ité vyroky pravdivé do urCité miry konjunktivng,
neurcitost se zvysi, tedy stupeil pravdivosti snizi.

3.2. Fuzzy pravdivostni funkce

3.2.1. Fuzzy konjunkce
Fuzzy konjunkce tedy bude (obvykle spojita) funkce typu
[0, 1] x [0, 1] — [0, 1]. Mlze byt definovana riznym
zptisobem, avSak musi spliiovat tyto pozadavky (axiomy):
—  Extenzionalita: Stupen pravdivosti konjunkce p A g zavisi
pouze na stupnich pravdivosti vyroki p, g.*°
— Komutativita (nezélezi na potadi): pAg=¢q Ap
— Asociativita (nezalezi na priorit¢):
pA@A)=(pPAg AT
— Monotonie: jestlize p < q,pak (p A7) < (g A T)
—  Okrajové podminky: 1 Ap=p,0Ap=0
(1 = plna pravdivost, 0 = plna nepravdivost)
— Spojitost (mala zména stupnd p, ¢ mize zptsobit pouze
malou zménu stupné p A g).

36 Zkoumaji se rovnéz systémy, které tento pozadavek extenzionality

vvvvvv
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Ovsem Idempotence, tj. p A p = p neni vzdy vhodna,
nemusi platit, proto ji nevyZadujeme.

Pravdivostni funkce konjunkce se ve fuzzy logice
nazyvaji t-normy (neboli trojiihelnikové normy).?” Zakladni t-
normy pro konjunkci jsou tfi:

o Gadelova (minimova) t-norma: p Ag ¢ = min(p, q)
o Lukasiewiczova t-norma: p AL g = max(0, p+g—1)

o Soucinova (produktovd) t-norma: p Apg=p . ¢q

Tyto t-normy jsou zékladni, nebot plati véta (Mostert &
Shields) zr. 1957, ze vSechny spojité t-normy Ize jistym
zpusobem slozit z téchto tfi zakladnich t-norem.

Snadno se piesvéd¢ime, ze takto definované t-normy
splituji pozadavky, které jsme stanovili. OvSem idempotenci
spliiuje pouze Godelova: p Ag p = p.

Soucinova fuzzy konjunkce je striktné monotonni, tj. plati
pro ni, ze jestlize p < g, pak (p Ap 7) <(q Ap 7).

Lukasiewiczova fuzzy konjunkce je Archimedovska, tj.
plati p AL p < p a je monoténni, aviak ne striktné. Rikdme
také, Ze je nilpotentni.

3.2.2. Fuzzy disjunkce

Dualni k fuzzy konjunkei je fuzzy disjunkce, ktera se také
nazyva spojita t-konorma. Opét je vice zplsobu, jak fuzzy
disjunkci definovat, zdkladni ko-normy jsou definovany takto:

o Gddelova (minimova, standardni): p vg ¢ = max(p, q)

o Lukasiewiczova: p vi g = min(1, p+q)

37 Termin ,,trojuhelnikova“ norma byl zde pievzat
z pravdépodobnosti, a neni zcela vhodny, avsak je uzivany. Blize k t-
normam viz anglicka Wikipedie, heslo t-norm.
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o Soucinova (produktovd) t-norma: p vp g = (p+q) — (p. q)

Takto definované konormy jsou podobné jako fuzzy
konjunkce komutativni, asociativni, monotonni, a splnuji
okrajové podminky:

pvO0=p
pvl=1

Op¢ét plati, ze idempotentni je pouze Godelova: p vg p = p.
Déle, podobné jako u konjunkce mizeme definovat striktni
monotonnost, kterd plati pro soucinovou disjunkei, tj. plati, ze
jestlize p < g, pak (p ve r) < (g vp r). Dualni Archimedovska
podminka plati pro Lukasiewiczovu disjunkci, tj. p vL p > p,
ktera vSak neni striktn¢ monotonni ale pouze monotonni (tedy
je nilpotentni).

3.2.3. Fuzzy negace

Az doposud jsme se nezabyvali negaci ve fuzzy logice.
Nicméné, negace je nutna pro jakoukoli logiku, tedy i1 fuzzy.
Predevsim, fuzzy negace je (obvykle spojita) funkce typu
[0, 1] — [0, 1]. Jaké bude spliiovat tato funkce? M¢la by byt
nerostouci, nebot’ ¢im veEtsi je stupenn pravdivosti daného
vyroku, tim mensi by mél byt stupen pravdivosti negovaného
vyroku. Déle se pozaduje, aby platil zdkon dvoji negace a aby
op¢t platily okrajové podminky. Axiomy pro fuzzy negaci
muzeme tedy zapsat takto:

o Nerostouct: jestlize p < g, pak =g < —p.
o Zakon dvoji negace: ——p =p
o Okrajové podminky: -1 =0, -0 =1
Existuje mnoho zpisobl, jak negaci definovat. Tzv.
standardni fuzzy negace je definovana takto: —;p = 1—-p.
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Kazda fuzzy negace je bijektivni, tj. jedno-jednoznacné
zobrazeni intervalu [0, 1] na [0, 1], a existuje vzdy tzv.
rovnovazna hodnota e (anglicky equilibrium), pro kterou plati

—e=e.

Plati véta o reprezentaci fuzzy negaci, ktera tika, ze kazda
fuzzy negace ma svlj gemerdator, coz je rostouci bijekce na
intervalu [0, 1]. Pfesnéji, necht fje rostouci bijekce [0, 1] —
[0, 1]. Pak funkce — definovana tak, Ze pro vSechna p plati

—p=f" (= D)),
je fuzzy negace. Obracené, kazda fuzzy negace je uvedeného
tvaru pro n¢jakou rostouci bijekei f, coz je generdtor fuzzy
negace.

Rizné fuzzy negace se budou jevit odlisn¢ z hlediska
uzivatele, ktery chce jimi popsat vagnost informaci, avSak
z matematického hlediska neni mezi nimi rozdil. Proto
v dal$im textu budeme pouzivat pouze standardni fuzzy negaci
a znacit ji prosté —, tedy bez indexu s.

3.2.4. Fuzzy vyrokové algebry realnych Cisel

Jakmile mame definovanu fuzzy negaci, konjunkci a disjunkci,
mizeme budovat rzné fuzzy vyrokové algebry. V klasické
vyrokové logice plati tyto zakony Booleovy algebry tak, jak
jsou shrnuty v Tab. 1.

Je ziejmé, Zze ve fuzzy logice nebudou vSechny tyto
klasické zakony platit. AvSak pro libovolnou fuzzy negaci,
fuzzy konjunkci a fuzzy disjunkci plati tyto zakony z Tab 1:
involuce, komutativita, asociativita, absorpce s jednickou a
nulou, neutralni prvky.
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involuce ——p=p

komutativita PAG = gAp pVqg = qvp

asociativita Ag) AT = (pvg) vr=
P A(gAr) p v (gqvr)

distributivita pA(gvr)= pv@nar=

@A)V AR | (v Ay

idempotence PAP=p pvp=p

absorbce pAalpvg)=p | pvpArg=p

zblszrgce pA0=0 pvil=1

neutralni prvky pnAl=p pvO0=p

z4kon kontradikce pA—p=0

zékon vyloucené-

ho tietiho pvr=l

de Morgan —(pArq)= —(pvq =
(=p v —q) (=~ —q)

Tab. 1: Booleova algebra klasické vyrokové logiky

Godelova fuzzy logika splituje téméi vSechny zakony
z tabulky 1 krom¢ zdkona kontradikce a zédkona vylouceného
tretiho. Tak napt. pro pravdivost stupné 1/3, tedy p = 1/3
dostavame:

—pAcp =23nrc1/3=1/3%#0
—pvep =23vel1/3=2/3#1
Zdlraznéme, ze Gdodelova logika spliiuje i distributivni
zakony.
Lukasiewiczovy operace (se standardni negaci) spliuji
vSechny zakony z tabulky 1 krom¢ distributivity, idempotence

a zakonu absorpce. Specielné tedy Lukasiewiczova logika
splnuje zadkon kontradikce a zdkon vylouceného tietiho.
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Pro produktovou fuzzy logiku plati pouze involuce,
komutativita, asociativita, absorpce s jednickou a nulou,
neutralni prvky a de Morganovy zékony.

Plati nésledujici véta:

Véta: Pokud fuzzy operace spliuji de Morganovy zakony,
zakon kontradikce a zakon vylouceného tietiho, pak nespliuji
distributivitu.

Ditkaz: Necht' e € [0, 1] je rovnovazna hodnota fuzzy negace,
tj. —e = e. Pak

eve=—eve=1
ene=—ene=0
Z distributivity vSak plyne napf.
en(eve)=(ene)viene)

Podle ptedchoziho vsak leva strana e A (e v e) =e A 1 =,
zatimco prava strana je 0 A 0 = 0, coz je spor. Neni tedy
mozné, aby byly vSechny uvedené vlastnosti splnény
soucasngé.

3.2.5. Fuzzy implikace

Na rozdil od ptfedchozich pravdivostnich funkci, pro
fuzzy negaci nejsou stanoveny fadné axiomy. Proto je za
fuzzy implikaci mozno povazovat jakoukoli funkci typu
[0, 1] x [0, 1] — [0, 1], ktera se na 0 a 1 shoduje s klasickou
implikaci. Fuzzy implikace jsou vétSinou definovany pomoci
jinych fuzzy operaci, pfitom tfi nejcastéjsi zpusoby jsou tyto:
SI) p—osqgq=—pvg

QD p—=og=—pVv{@nrg

RD) p-org=sup{a:(pra)<gq}
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Pozndmka. Supremum (sup) dané mnoziny ¢isel o je nejmensi
¢islo, které je vétsi nebo rovno nez vsechna vSechna ¢isla té
mnoziny.

Podle toho, jako konjunkci pouZijeme, pak mizeme
z reziduové fuzzy implikace (RI) odvodit jednotlivé fuzzy
implikace, a to Godelovu, Lukasiewiczovu a Gainesovu
(neboli Goguenovu, ta je odvozena z produktové konjunkce)
takto:

Godelova: (p —cq) =1, pokud p < g, jinak q.
Ltukasiewiczova: (p ->rq) =1, pokud p < g, jinak 1 —p + q.
Gainesova: (p —>pq) = 1, pokud p < ¢, jinak ¢/p.

D4 se dokazat, ze pro libovolnou reziduovou fuzzy

implikaci plati nasledujici podminky:
p—orqg=1,pravé¢ kdyzp <gq,
l1-org=¢q

Implikace typu (QI) se také nazyvaji kvantové a hraji
dilezitou roli v kvantové logice. Opét je mozno definovat vice
druhti takovychto funkci, sriznymi vlastnostmi. Obecné
muizeme konstatovat, ze pojem fuzzy implikace je pomérné
problematicky a v literatuie dosud neni ustalen. Nékteti autofi
uvazuji pouze reziduové implikace, a nékdy je jako implikace
oznacovana i takova funkce, ktera se na absolutni pravdé 1 a
nepravdée 0 neshoduje s klasickou implikaci.

Na zavér se jesté zminime o fuzzy ekvivalenci (Cili bi-
implikaci). At uz je implikace definovana jakkoliv, fuzzy
ekvivalence je pak definovana vztahem

poq=@P->9nr(Gg—>p)

Z reziduové implikace pak mlzeme opét odvodit Godelovu,
Lukasiewiczovu a produktovou bi-implikaci.

Z uvedeného struéného prehledu je ziejmé, ze fuzzy
logika je zajimava jak zhlediska matematiky, tak logiky.
Ovsem jeji rozvoj byl dan také tim, Zze ma celou fadu
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uziteCnych praktickych aplikaci, o nichz se zminime
v nasledujici kapitole.

3.3. Praktické aplikace fuzzy logiky

Existuje mnoho aplikaci, které fuzzy logiku vyuZivaji, ale nechlubi se
tim. Asi nejmarkantn&jsim dlvodem je to, Ze pojem ,fuzzy logika"
(neurditd, mlhava logika) méZe mit negativni nadech. Fuzzy logiku
Ize pouzit i u netechnickych aplikaci, jak ukazuje priklad aplikace
pro obchodovani na burze. Vyuzivd se také v lékarskych
diagnostickych systémech a pfi rozpoznavani ru¢né psaného pisma.
Systém fuzzy logiky Ize vlastné pouzit témér v jakémkoli systému,
ktery ma vstupy a vystupy. Systémy fuzzy logiky se dobfe hodi pro
nelinedrni systémy a systémy s vice vstupy a vystupy. Mohou
pracovat s jakymkoli pFimé&Fenym poctem vstupd a vystupl. Fuzzy
logika se rovnéz osvédcuje v pripadech, kdy systém nelze snadno
modelovat tradi¢nimi prostiedky.

Od svého vzniku v Sedesatych az sedmdesatych letech nasla fuzzy logika mnoho
aplikaci v primyslu, mediciné i robotice — napfiklad ve strojovémrizeni, v
expertnich diagnostickych systémech, v automatickych prackach i digitalnich
fotoaparatech.

Zdroj:http://technet.idnes.cz/tyden-vedy-a-techniky-Otp-

/veda.aspx?c=A121108 163909 veda vse

Technoldgia Fuzzy Logic dokdZe pomocou senzorov rozpoznat, ako
prebieha pranie a podla nameranych hodnét nastavit spotrebu vody,
pracieho prostriedku a diZzku cyklu. Nastavit vS8ak musite druh
tkaniny, ktor( budete prat.

The theory of fuzzy logic is based on the notion of relative graded
membership, as inspired by the processes of human perception
and cognition. Lotfi A. Zadeh published his first famous research
paper on fuzzy sets in 1965. Fuzzy logic can deal with
information arising from computational perception and cognition,
that is, uncertain, imprecise, vague, partially true, or without
sharp boundaries. Fuzzy logic allows for the inclusion of vague
human assessments in computing problems. Also, it provides an
effective means for conflict resolution of multiple criteria and
better assessment of options. New computing methods based on
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fuzzy logic can be used in the development of intelligent systems
for decision making, identification, pattern recognition,
optimization, and control.

Fuzzy logic is extremely useful for many people involved in
research and development including engineers (electrical,
mechanical, civil, chemical, aerospace, agricultural, biomedical,
computer,  environmental,  geological, industrial, and
mechatronics), mathematicians, computer software developers
and researchers, natural scientists (biology, chemistry, earth
science, and physics), medical researchers, social scientists
(economics, management, political science, and psychology),
public policy analysts, business analysts, and jurists.

Indeed, the applications of fuzzy logic, once thought to be an
obscure mathematical curiosity, can be found in many
engineering and scientific works. Fuzzy logic has been used in
numerous applications such as facial pattern recognition, air
conditioners, washing machines, vacuum cleaners, antiskid
braking systems, transmission systems, control of subway
systems and unmanned helicopters, knowledge-based systems for
multiobjective  optimization of power systems, weather
forecasting systems, models for new product pricing or project
risk assessment, medical diagnosis and treatment plans, and stock
trading. Fuzzy logic has been successfully used in numerous
fields such as control systems engineering, image processing,
power engineering, industrial automation, robotics, consumer
electronics, and optimization. This branch of mathematics has
instilled new life into scientific fields that have been dormant for
a long time.

Thousands of researchers are working with fuzzy logic and
producing patents and research papers. According to Zadeh’s
report on the impact of fuzzy logic as of March 4, 2013, there are
26 research journals on theory or applications of fuzzy logic,
there are 89,365 publications on theory or applications of fuzzy
logic in the INSPEC database, there are 22,657 publications on
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theory or applications of fuzzy logic in the MathSciNet database,
there are 16,898 patent applications and patents issued related to
fuzzy logic in the USA, and there are 7149 patent applications
and patents issued related to fuzzy logic in Japan. The number of
research contributions is growing daily and is growing at an
increasing rate. Zadeh started the Berkeley Initiative in Soft
Computing (BISC), a famous research laboratory at University of
California, Berkeley, to advance theory and applications of fuzzy
logic and soft computing.

The objective of this special issue is to explore the advances of
fuzzy logic in a large number of real-life applications and
commercial products in a variety of fields. Although fuzzy logic
has applications in a number of different areas, it is not yet
known to people unfamiliar with intelligent systems how it can be
applied in different products that are currently available in the
market. For many people, the engineering and scientific meaning
of the word fuzzy is still fuzzy. It is important that these people
understand where and how fuzzy logic can be used.

In “Detection and elimination of a potential fire in engine and
battery compartments of hybrid electric vehicles” by M. S.
Dattathreya et al, the authors present a novel fuzzy deterministic
noncontroller type (FDNCT) system and an FDNCT inference
algorithm (FIA). The FDNCT is used in an intelligent system for
detecting and eliminating potential fires in the engine and battery
compartments of a hybrid electric vehicle. They also present the
simulation results of the comparison between the FIA and
singleton inference algorithms for detecting potential fires and
determining the actions for eliminating them.

In “Comparison of detection and classification algorithms using
boolean and fuzzy techniques” by R. Dixit and H. Singh, the
authors compare various logic analysis methods and present
results for a hypothetical target classification scenario. They
show how preprocessing can reasonably preserve result
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confidence and compare the results between Boolean,
multiquantization Boolean, and fuzzy techniques.

In “BDD, BNN, and FPGA on fuzzy techniques for rapid system
analysis” by R. Dixit and H. Singh, the authors look at techniques
to simplify data analysis of large multivariate military sensor
systems.

In “A fuzzy preprocessing module for optimizing the access
network selection in wireless networks” by F. Kaleem et al, the
authors present the design and implementation of a fuzzy
multicriteria scheme for vertical handoff necessity estimation.
Their method determines the proper time for vertical handoff
while considering the continuity and quality of the currently
utilized service and end-user satisfaction.

In “A soft computing approach to crack detection and impact
source identification with field-programmable gate array
implementation” by A. M. Dixit and H. Singh, the authors present
a fuzzy inference system to automate crack detection and impact
source identification (CDISI) and present their work on a
microchip for automated CDISI.

In “Analysis of adaptive fuzzy technique for multiple crack
diagnosis of faulty beam using vibration signatures” by A. K.
Dash, the author proposes a method for multicrack detection of
structure using a fuzzy Gaussian technique.

In “Effect of road traffic noise pollution on human work
efficiency in government offices, private organizations, and
commercial business centres in agartala city using fuzzy expert
system: a case study” by D. Pal and D. Bhattacharya, the authors
examine the reduction in human work efficiency due to growing
road traffic noise pollution. Using fuzzy logic, they monitor and
model disturbances from vehicular road traffic and the effect on
personal work performance.
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In “A Hybrid approach to failure analysis using stochastic petri
nets and ranking generalized fuzzy numbers” by A. D. Torshizi
and J. Parvizian, the authors present an innovative failure analysis
approach that combines the flexibility of fuzzy logic with the
structural properties of stochastic Petri nets. This algorithm has a
diverse range of industrial applications.

In “Excluded-mean-variance neural decision analyzer for
qualitative group decision making” by K.-Y. Song et al, the
authors introduce an innovative mean-variance neural approach
for group decision making in uncertain situations. The authors
provide a case study with the excluded-mean-variance approach
that shows that this approach can improve the effectiveness of
qualitative decision making by providing the decision maker with
a new cognitive tool to assist in the reasoning process.

In “Warren, McCain, and Obama needed fuzzy sets at
presidential forum” by A. M. G. Solo, the author shows how the
moderator and presidential candidates in a presidential forum
needed fuzzy logic to properly ask and answer a debate question.
The author shows how an understanding of fuzzy logic is needed
to properly ask and answer queries about defining imprecise
linguistic terms. Then A. M. G. Solo distinguishes between
qualitative definitions and quantitative definitions of imprecise
linguistic terms and between crisp quantitative definitions and
fuzzy quantitative definitions of imprecise linguistic terms.

In “A fuzzy rule-based expert system for evaluating intellectual
capital” by M. H. F. Zarandi et al, the authors describe their fuzzy
expert system for evaluating intellectual capital. This assists
managers in understanding and evaluating the level of each asset
created through intellectual activities.

There were 20 research papers submitted. Only 11 research
papers were accepted. Therefore, 55% of submitted research
papers were accepted. Research papers were accepted from 22
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researchers at 13 universities and research institutions in the
USA, Canada, India, Japan, and Iran.

This special issue describes many important research
advancements in real-life applications of fuzzy logic. Also, it
creates awareness of real-life applications of fuzzy logic and
thereby encourages others to do research and development in
more real-life applications of fuzzy logic. There are numerous
other applications of fuzzy logic that have to be researched and
developed.

Harpreet Singh
Madan M. Gupta
Thomas Meitzler
Zeng-Guang Hou

Kum Kum Garg
Ashu M. G. Solo

Foreword by Lotfi A. Zadeh, Father of Fuzzy Logic

I am deeply appreciative of the dedication to me of this special
issue, of the journal of Advances in Fuzzy Systems. Additionally,
I appreciate very much being asked by the editors to contribute a
brief foreword. For me, the foreword is an opportunity to offer a
comment on the theme of the special issue.

First, a bit of history, my 1965 paper on fuzzy sets was motivated
by my feeling that the then existing theories provided no means
of dealing with a pervasive aspect of reality—unsharpness
(fuzziness) of class boundaries. Without such means, realistic
models of human-centered and biological systems are hard to
construct. My expectation was that fuzzy set theory would be
welcomed by the scientific communities in these and related
fields. Contrary to my expectation, in these fields, fuzzy set
theory was met with skepticism and, in some instances, with
hostility. What I did not anticipate was that, for many years after
the debut of fuzzy set theory, its main applications would be in
the realms of engineering systems and consumer products.
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The first significant real-life applications of fuzzy set theory and
fuzzy logic began to appear in the late seventies and early
eighties. Among such applications were fuzzy logic-controlled
cement kilns and production of steel. The first consumer product
was Matsushita’s shower head, 1986. Soon, many others
followed, among them home appliances, photographic
equipment, and automobile transmissions. A major real-life
application was Sendai’s fuzzy logic control system which began
to operate in 1987 and was and is a striking success. In the realm
of medical instrumentation, a notable real-life application is
Omron’s fuzzy- logic-based and widely used blood pressure
meter.

The past two decades have witnessed a significant change in the
nature of applications of fuzzy logic. Nonengineering
applications have grown in number, visibility, and importance.
Among such applications are applications in medicine, social
sciences, policy sciences, fraud detection systems, assessment of
credit-worthiness systems, and economics. Particularly worthy of
note is the path-breaking work of Professor Rafik Aliev on
application of fuzzy logic to decision making in the realm of
economics. Once his work is understood, it is certain to have a
major impact on economic theories.

Underlying real-life applications of fuzzy logic is a key idea.
Almost all real-life applications of fuzzy logic involve the use of
linguistic variables. A linguistic variable is a variable whose
values are words rather than numbers. The concept of a linguistic
variable was introduced in my 1973 paper. In science, there is a
deep-seated tradition of according much more respect for
numbers than for words. In fact, scientific progress is commonly
equated to progression from the use of words to the use of
numbers. My counter traditional suggestion to use words in place
of numbers made me an object of severe criticism and derision
from prominent members of the scientific community. The point
which I was trying to make was not understood.
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Underlying the concept of a linguistic variable is a fact which is
widely unrecognized—a fact which relates to the concept of
precision. Precision has two distinct meanings—precision in
value and precision in meaning. The first meaning is traditional.
The second meaning is not. The second meaning is rooted in
fuzzy logic. Example. Consider the proposition, p: Robert is
young. So far as Robert's age is concerned, p is imprecise in
value, but so far as meaning is concerned, p is precise in meaning
if tall is interpreted as a fuzzy set with a specified membership
function. More concretely, when in fuzzy logic a word represents
the value of a variable, the word is precisiated by treating it as a
specified fuzzy set. This is the key idea which underlies the
concept of a linguistic variable—an idea which opens the door to
exploitation of tolerance for imprecision. Precision carries a cost.
When there is some tolerance for imprecision, the use of words
serves to reduce cost. Equally importantly, the use of words
serves to construct better models of reality. This is what my
prominent critics did not appreciate. There is a lesson to be
learned.

In conclusion, a word about the methodology of computing with
words (CWW). CWW is rooted in the concept of a linguistic
variable. CWW opens the door to construction of mathematical
solutions of computational problems which are stated in natural
language. In coming years, CWW is likely to play an increasingly
important role in origination and development of real-life
applications of fuzzy logic.

Lotfi A. Zadeh
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Fuzzy Logic Applications

Almost any control system can be replaced with a fuzzy logic
based control system. This may be overkill in many places
however it simplifies the design of many more complicated cases.
So fuzzy logic is not the answer to everything, it must be used
when appropriate to provide better control. If a simple closed
loop or PID controller works fine then there is no need for a
fuzzy controller. There are many cases when tuning a PID
controller or designing a control system for a complicated system
is overwhelming, this is where fuzzy logic gets its chance to
shine.

One of the most famous applications of fuzzy logic is that of
the Sendai Subway system in Sendai, Japan. This control of the
Nanboku line, developed by Hitachi, used a fuzzy controller to
run the train all day long. This made the line one of the smoothest
running subway systems in the world and increased efficiency as
well as stopping time. This is also an example of the earlier
acceptance of fuzzy logic in the east since the subway went into
operation in 1988. For more information on this
see:http://sipi.usc.edu/~kosko/Scientific%20American.pdf(pdf)
orhttp://www.smart.sunderland.ac.uk/f succ.htm

The most tangible applications of fuzzy logic control have
appeared commercial appliances. Specifically, but not limited to
heating ventillation and air conditioning (HVAC) systems. These
systems use fuzzy logic thermostats to control the heating and
cooling, this saves energy by making the system more efficient. It
also keeps the temperature more steady than a traditional
thermostat. For more information on this application see:
http://www.fuzzytech.com/e/e_a_esa.html

Another signifigant area of application of fuzzy control is in
industrial automation. Fuzzy logic based PLCs have been
developed by companies like Moeller. These PLCs, as well as
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other implementations of fuzzy logic, can be used to control any
number of industrial processes. For some examples
see: http://www.fuzzytech.com/e/e_a_plc.html

Fuzzy logic also finds applications in many other systems. For
example, the MASSIVE3D animation system for generating
crowds uses fuzzy logic for artificial intelligence. This program
was used extensivly in the making of the Lord of the Rings
trilogy as well as The Lion, The Witch and the Wardrobe films.

As a final example of fuzzy logic, it can be used in areas other
than simply control. Fuzzy logic can be used in any decision
making process such as signal processing or data analysis. An
example of this is a fuzzy logic system that analyzes a power
system and diagnoses any harmonic disturbance issues. The
system analyzes the fundamental voltage, as well as third, fifth
and seventh harmonics as well as the temperature to determine if
there is cause for concern in the operation of the system. A
complete explanation of this project can be found in this
paper: Harmonic Distortion Diagnostic using Fuzzy Logic(pdf)

http://www.intechopen.com/books/fuzzy-logic-controls-concepts-
theories-and-applications

http://slideslive.com/38890809/fuzzy-modelovani
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Kapitola 4. Rezolu€éni metoda

4.1. Rezoluéni metoda ve vyrokoveé
logice

Dalsi dulezitou metodou ovétovani tautologii, logického vyplyvani,
feSeni ulohy — co vyplyva z danych pfedpokladd, apod. je tzv.
metoda zdkladni rezoluce. Tato metoda je uplatnitelna na formule v
konjunktivni normalni formé (KNF).

Obecné, jak se dovime v kapitole 3, je rezoluéni metoda dikaz
sporem. OvSem ve vyrokové logice ji miizeme pouzit také pro ptimy
dikaz. Je tomu tak proto, Ze rezolu¢ni pravidlo zachovava
pravdivost. Tedy rezolventa, kterou zdanych predpokladd
odvodime, z nich vyplyvd. A nyni piesnéji:

Rezolucni pravidlo odvozovani: Necht’ / je literdl. Z formule (4 v )
A (B v =l) odvod formuli (4 v B). Zapisujeme:

AvDABvV-=I

(4v B)

Toto pravidlo neni pfechodem k ekvivalentni formuli, ale
zachovava pravdivost tedy rezolventa zdanych ptedpokladi

vyplyva.

Diikaz: Necht je formule (4 v I) A (B v =) pravdiva pfi néjaké
valuaci v. Pak pfi této valuaci musi byt pravdivé oba disjunkty (tzv.
klausule) (4 v ) a (B v —l). Necht je dale w(/) = 0. Pak w(4) =1 a
tedy w(4 v B) = 1. Necht je naopak v(/) = 1. Pak w(—/) = 0 a musi
byt w(B) =1, a tedy w(4 v B) = 1. V obou pfipadech je tedy formule
(A v B) pravdiva v modelu ptivodni formule, a tedy je pravdiva
v kazdém modelu pfedpokladi, nebot jsme zkoumali libovolnou
valuaci v:

AV A@Bv=I)|=(AvVB).
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To nam poskytuje navod, jak fesit tlohu, co vyplyvda z dané formule,
resp. mnoziny formuli.

Postup reseni.

Pozn.: Jednotlivé disjunkty v KNF nazyvame klausule, a proto je
KNF také nazyvana klausularni forma.

a) Neprimy diikaz, ze formule A je tautologie: Formuli A znegujeme
a prevedeme do KNF. Nyni uplatiiujeme pravidlo rezoluce. Pokud
pii postupném “vySkrtavani” literdll s opaénym znaménkem
dospéjeme k prazdné klausuli, je tato evidentn¢ nesplnitelna, tedy
také ptivodni —4 je nesplnitelna a 4 je tautologie.

b) Neprimy ditkaz spravnosti usudku Ph,...P, |= Z. Z&vér Z
znegujeme a dokazujeme, ze mnozina {Pi,....,P,, —Z} je sporna.
Jinymi slovy, dokazujeme, ze formule

PiAN..AP)DZ

je tautologie (viz véta 2.1.2, ktera nas k tomu opraviiyje), tedy ze jeji
negace

Py A ... APy A —=Z je kontradikce.

Priklad

1) Ovéfime platnost usudku p > ¢, r v —gq, —r / —p nepiimym
dikazem. Jednotlivé klausule zapiSeme pod sebe (s negovanym
zaveérem) a uplatiiujeme pravidlo rezoluce:

. .pvgq
2. rv—q
3. —r
4. p
negovany zaver
_ alternativné:
5. ¢q (1.a4) 5 —pvr (la2)
6. r (2.a5) 6’ —p (5’a3)
7. O (3.26.) 7 O (6a4)
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Dostali jsme prazdnou klausuli, kterd je nesplnitelnd. Tedy
negovany zaver je ve sporu s predpoklady, proto je usudek

platny.

la) Nyni provedeme piimy dukaz platnosti vyse uvedeného usudku:

Alternativne:

2) Oveétime platnost usudku €. 4 z kap. 1:

. .pvgq
2. rv—q
3. —r

1. .pvyg
2. rv—q
3. —r

4. —pvr

rezoluce 2, 3
rezoluce 1, 4

rezoluce 1, 2
rezoluce 3, 4

Je doma nebo odesel do kavarny.

Je-li doma, pak nas oCekava.

Jestlize nas neocekava, pak odesel do kavarny.

Oznac¢ime jednotlivé elementarni vyroky: d — ’je doma”, k — “odesel

do

0 — "ocekava nas” a formalizujeme:

dvk 1. dvk
doo 2. —dvo
------- 3. —o

negovany zaver —o A —k)

kavarny”,

(klausule 3. a 4. tvoii

(1.a4)
(2.a5)
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7. (3.26.)
#

Dostali jsme prazdnou klausuli, ktera je nesplnitelna. Tedy
negovany zavér je ve sporu s piredpoklady, proto je usudek
platny.

2a) Nyni provedeme ptimy dikaz.

dvk 1.dvk
doo 2. =dvo
------- 3. kvo

rezoluce 1, 2
—|0:)k

Klauzule 3 je ekvivalentni zavéru, ktery jsme chtéli odvodit: —o D &
Sovkeskvo
3) Dokazte, ze formule [(p D g) A =g] D —p je tautologie.

Formuli znegujeme a prevedeme do klausularni formy:
(2 v @) A—qlrp

Klausule:
I. —pvg
3 p
4. —p rezoluce 1.2.
5. #

Negovana formule je nesplnitelnd, proto je pivodni formule
tautologie.

4) Odvodte logické dusledky formule —a ¥ (¢ A (=b v a)), kde { je
Pierceova spojka NOR (negace disjunkce, v pfirozeném jazyce
”ani, ani”’). Formuli pfevedeme do KNF:

[—ad (cA(=bva)]ea[-av(cna(=bva)]l<an(=cv

(b A—a))] =
[an(bVv—=c)A(—av—o).

a
bv —c

—a VvV —C

—c (rezoluce 1 a 3)

bl o
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Z dané formule vyplyvaji vSechny klausule tvofici KNF a klausule
obdrzené rezoluci, tedy plati:

—aV(cn(-bva) |Fa

—ay (¢ A (=bva) =bv—c
—ay (¢ A (=bva) |=—a v —c
—ay (¢ A (=bva) = —c

Pozn.: Pokud bychom chtéli obdrzet vsechny logické dusledky dané
formule, museli bychom vychazet z UKNF. V nasem pfipad¢ je
UKNF tvofena nasledujicimi disjunkty (ovéite napf. z tabulky
pravdivostni funkce):

l. avbve

2. avbv—c

3. av=bvece

4. av—=bv —c

5. —mavbv-—c

6. —av—=bv—c

7. avb (rezoluce 1, 2)
8. a (rezoluce 2, 3)
9. av—b (rezoluce 3, 4)
10. —a v —c (rezoluce 5, 6)
11.bv —c (rezoluce 7, 10)
12. —¢ (rezoluce 8, 10)

Logickymi disledky na$i formule jsou tedy vSechny
formule 1. az 12.

Vidime tedy, Ze na rozdil od sémantické metody pravdivostnich
funkei (metody 0-1) popsané v kapitole 2.1, je rezolu¢ni metoda
formalni ¢ili syntakticka, tj. nepracuje s pravdivostnimi modely (s
dal$imi syntaktickymi dikazovymi metodami se seznamime v kap.
2.3 a 2.4). Navic je dobfe zobecnitelnd i pro teorémy predikatové
logiky (jakoz i teorémy libovolnych SirSich formalnich teorii, které
vzdy obsahuji predikatovou logiku jako svou ¢ast). Tato metoda —
metoda automatického dokazovani — nalezla Siroké uplatnéni v
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pocitacovém dokazovani (je na ni, resp. na obecné rezoluci pro
predikatovou logiku, zalozen napt. programovaci jazyk PROLOG), v
expertnich systémech a v dalSich oblastech umélé inteligence.

Metoda automatického dokazovani se opira o tfi principy:

Princip vyvraceni, ptevadéjici problém dikazu dané formule na
problém dikazu nesplnitelnosti negace této formule. Viz véta
2.2.1.

Rezoluéni odvozovaci pravidlo — jediné odvozovaci pravidlo
pouzivané metodou. Viz véta 2.2.2.

Robinsonitv rezoluéni princip umozijici vyvodit spor z
nesplnitelné¢ formule a tak dokazat jeji nesplnitelnost (a tim
dokazat platnost ptivodni formule). Viz véta 2.2.3.

Nyni popiSeme tuto metodu presnéji. V nasledujici definici

zavedeme nékolik termint vétSinou jen nové oznadujicich jiz diive
zavedené pojmy.

Definice 4.1.1 (klauzuldarni forma):

1. Klauzule je kone¢né disjunkce literald. Pfipomenme, ze literal
je vyrokovy symbol nebo jeho negace. Klauzule je tedy totéz co
elementarni disjunkce (ED) — viz definice 2.1.6.

2. Prdzdna klauzule je klauzule, ktera neobsahuje ani jeden literal.
Prazdnou klauzuli oznacujeme symbolem 7.

3. Hornova klauzule je klauzule s nejvySe jednim pozitivnim
(nenegovanym) literalem.

4. Klauzularni forma dané formule je ekvivalentni formule ve
tvaru konjunkce klauzuli. Klauzularni forma je tedy totéz, co
konjunktivni normalni forma /KNF/ dané formule - viz definice
2.1.6.

Poznamky:

1. Vzhledem k asociativité a komutativit¢ disjunkce nezalezi na

poradi literald v klauzuli a klauzuli mtzeme také pojimat jako
disjunktivni mnoZinu literalii.
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Vzhledem k tomu. Ze disjunkce je pravdiva, je-li pravdivy
alespont jeden jeji clen, piedstavuje prazdna klauzule vzdy
nepravdivou, nesplnitelnou formuli, tj. spor.
Klauzuli

—\ql \4 —\q2 V..V —|qm \/p1 sz \/'"Vpn
muzeme piepsat, na zdkladé¢ de Morganova zakona, ve tvaru

(g, NGy Aeng )V (P, VP,V D)
a dale, na zéakladé ekvivalence -4 v B < 4 D B, ve tvaru
implikace

(g, ~Ag,~ng )D (P, VD, VeV D).
Casto se pouziva pro zapis klauzule také nasledujici mnozinova
notace

{4, 45--9,} = P Pyl )

kde {q,, 4,,--.q, } J¢ konjunktivni mnoZina antecedentii a {p ,
Py, } disjunktivni mnoZina konsekventii klauzule. Klauzule

je nepravdiva jeding tehdy, jsou-li vSechny antecedenty pravdivé
a soucasn¢ vSechny konsekventy nepravdivé.

Specialnimi ptipady klauzuli jsou:
. Klauzule bez antecedentd (m = 0):
{}=>1{p,pPy-p tsnebolil >{p,p, ...p }.

«  Klauzule bez konsekventt (n = 0), tj. Hornova klauzule se

vSemi literaly negativnimi:

{4, 9p--4,} = { }, neboli(q, A g, A..ng ) DO0.

« Klauzule s jedinym konsekventem (n = 1), tj. Hornova

klauzule s jedinym pozitivnim literalem:

{4,954, = {p,},neboli (g, Ag, A..nq ) Dp,.
«  Prézdna klauzule (m = n = 0):
{}= {1}, neboli 1 o0, neboli #.

Vzhledem k asociativité a komutativit¢ konjunkce nezalezi na
potadi klauzuli v klauzuldrni forme a klauzuldrni formu mizeme
také pojimat jako konjunktivni mnoZinu klauzuli.
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6. Podle véty 2.1.3 o normalnim tvaru lze kazdou formuli
vyrokové logiky, ktera neni tautologii, vyjadrit ve tvaru UKNF a
tedy také KNF, tj. v klauzularni formé.

Véta 4.1.1 (princip vyvraceni — ditkaz sporem): Formule B vyplyva z
predpokladd A1, 4s,...,A,, znac¢ime A4i, A»,..., Ax |= B, pravé tehdy, je-
li formule 4; A Ay A...A Ay A =B kontradikei.

Diikaz:

Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. 4,4,..,.4 FB
2. A nA,N.NA DB je tautologii
3. =4, v—-4,v.v—-4 VB je tautologii
4. =4 ~A,~n.nA A=B) je tautologii
5. A nA,~nA N—B je kontradikci

Specialng pron = 1:

1. AFB

2. AoB je tautologii
3. —AvB je tautologii
4. —(A A—B) je tautologii
5. AA-=B je kontradikei

Véta 4.1.2 (rezolucni odvozovaci pravidlo): Jsou-li v néjaké valuaci
v pravdivé klausule
Al VA2 V..V Am v, B1 v 32 V..V Bn v =i,

pak je v této valuaci pravdiva také klausule
A, vA,v.vA VB VB V.V B

neboli:
A vA,v.vA vI,B vB,v.vB v=llFA vA,v.vA VB v

32 V...V Bn.

Poznamky:

1. Klauzule na levé stran¢ pravidla nazyvame rodicovskymi
klauzulemi a klauzuli na pravé stran¢ rezolventou rodi¢ovskych
klauzuli vzhledem k formuli /.
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2. Specialné plati:
.« m=0,n=0: L=l # odvozeni sporu
.« m=0,n=1: l,-LvB|-B pravidlo MP
. m=1,n=1: IvVA,—-IvB|-AvB zakladni tvar
rezolu¢niho pravidla

Definice 4.1.2 (Rezolucni wuzdvér): Necht F je formule v
klauzularnim tvaru (neboli konjunktivni mnozina klauzuli).
Symbolem R(F) ozna¢me formuli F' roz$ifenou o vSechny rezolventy
vsech rezoluce schopnych dvojic klauzuli z F. Rezoluc¢nim uzavérem
Jormule F n-t¢ho radu nazveme formuli R (F) definovanou

rekurzivné takto:
. R(P)=F,
o R()=RR,(F)),i=12,..n

Véta 4.1.3 (Robinsonitv rezolucni princip): Formule F v
klauzularnim tvaru je kontradikci (nesplnitelnd) praveé tehdy,
existuje-li ptirozené Cislo n takové, ze R,(F) obsahuje prazdnou
klauzuli.

Diikaz (nastin): Dikaz se opird o nasledujici vahy:

« Je-li aspon jedna klauzule ve formuli F' kontradikci, pak je
kontradikci celd formule F.

+  Prazdna klauzule # = I A — je kontradikci.

« Pii pouziti rezoluéniho pravidla (rozsifeni formule F o
rezolventu) se neméni pravdivostni funkce formule F. Metodou
pravdivostnich funkci (metodou 0-1) se snadno piesvédcime, ze
konjunkce rodi¢ovskych klauzuli (4 v /) A (B v —[) ma stejnou
pravdivostni funkci jako konjunkce této konjunkce s rezolventou
(A v DA (Bv =) A (A4 v B). Pravdivostni funkee formuli R (F)

a R(F) jsou tedy ekvivalentni a tedy take jsou pravdivostni

funkce formule F a jejiho rezoluéniho uzavéru libovolného fadu
ekvivalentni.

Piiklad: Dokazme nesplnitelnost nasledujici konjunktivni mnoziny
klauzuli

{PV%PV’”,_'C]V_"”,_'P}
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neboli nasledujici konjunktivni normalni formy
v Arlvr)a(—gv—r)A(=p).

Diikaz:
1. pvg vychozi klauzule
2. pvr vychozi klauzule
3. —q v —r vychozi klauzule
4, —p vychozi klauzule
Systematicky:
Optimalng:
5. pv-—r rezoluce: 1,3 5. q rezoluce: 1,4
6. q rezoluce: 1,4 6.r rezoluce: 2,4
7. pv—q rezoluce: 2,3 7'.—q rezoluce: 3,6’
8. r rezoluce: 2,4 8'. rezoluce: 5°,7¢
QED. 0O
9. »p rezoluce: 2,5
10. —r rezoluce: 3,6
11. —gq rezoluce: 3,8
12. —r rezoluce: 4,5
13. —gq rezoluce: 4,7
14. O rezoluce: 4,9 Q.E.D.

Piiklad: Dokazme, Ze z platnosti formulip > g v r,—s D —q, t v —r
vyplyva platnost formule p > (s v #), neboli dokazme platnost tohoto
odvozovaciho pravidla:

poOgVr,—aSD—g, tv—rlpo(s Vi),
neboli tohoto teorému:
F@ogvrA(=sD=g)Atv—ryD[(p>o(vi]
Podle principu vyvraceni budeme dokazovat, ze formule
@PogviA(=sDg AUV —T)A=[pD(sV)]
je nesplnitelna.
Formuli pfevedeme do klauzuldrniho tvaru

(pvgvrIAGEV g A{EV=F)APA=SA—L
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a z odpovidajici konjunktivni mnoziny klauzuli

{=pvgvrsv—q,tv—rp,—s,—t}

odvodime (rezolvujeme) spor (prazdnou klauzuli):

1. —pVvgVvr vychozi klauzule

2. SV =g vychozi klauzule

3. tv —r vychozi klauzule

4. p vychozi klauzule

5. —s vychozi klauzule

6. —t vychozi klauzule

7. qvr rezoluce: 1,4

8. —q rezoluce: 2,5

9. —r rezoluce: 3,6

10. r rezoluce: 7,8
11. # rezoluce: 9,10 Q.E.D

Poznamky (strategie generovani rezolvent):

1.

Generovani rezolvent striktné podle Robinsonova rezolu¢niho
principu, tj. v posloupnosti F, R (F), R(F)...., mize vést ke
kombinatorické explozi a k zdlouhavému odvozovani prazdné
klauzule. Tato strategie generovani rezolvent, tzv. generovdani
do Sirky, je znacné neefektivni. Efektivnéj$i byva opacna
strategie, tzv. generovini do hloubky. (Viz nasledujici ptiklad
2.24)

Rezolu¢ni metoda se vyrazné zefektivni, je-li vychozi mnozina
klauzuli tvofena vyhradné¢ Hornovymi klauzulemi, tj.
klauzulemi s nanejvys jednim pozitivnim literalem.

K zvysSeni efektivnosti (zkraceni) rezolu¢niho procesu byla
navrzena fada strategii, které stanovi potadi provadéni rezoluci
(strategie uspoidddni) nebo nékteré klauzule z rezolu¢niho
procesu pifimo vyluCuji (strategie zjemiiovdni). Ma-li byt
zvolena strategie ekvivalentni Robinsonovu rezolu¢nimu
principu, musi platit:

e libovolna formule dokazana pii pouziti dané strategie je
logicky pravdiva (strategie je korektni),
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e libovolna logicky pravdiva formule je pfi pouziti dané
strategic dokazatelna (strategie je uplnd).

4. Nejpouzivangjsimi strategiemi generovani rezolvent jsou
nasledujici dvé metody:

e Linedrni metoda. Rezolventy se fadi do linearni
posloupnosti (v cele této posloupnosti jsou vychozi
klauzule) a v kazdém kroku je jednim ucastnikem
rezoluce posledni ¢len této posloupnosti, tj. jednou z
rodi¢ovskych klauzuli nové rezoluce je vzdy rezolventa
z ptedchozi rezoluce.

e Metoda podpiirné mnoZiny. Piedpoklada se, Ze mnozina
vychozich klauzuli K je rozdélena na podmnozinu 4, o
které a priori vime, ze tvoti bezesporny systém (napf. je
tvofena klauzulemi pfedstavujici axiomy teorie, v jejimz
ramci dikaz hledame) a z podmnoziny B = K — 4
(tvotené klauzulemi vzniklymi z formuli, které chceme z
bezesporného systému axiomt dokazat). Strategie
podpirné mnoziny spocivd v tom, ze nikdy
nerezolvujeme klauzule z mnoziny 4 navzajem (je-li
ptedpoklad o jejich bezespornosti spravny, pak z nich
spor neodvodime a zbytecné ztracime cas).

Priiklad: Vytesime predchozi ulohu se soucasnym uzitim linearni
metody a metody podplirné mnoziny. Mame dokézat
pPOgVFr,aSD—g, tvV—rl-p>O(sVvi),
coz znamena odvodit spor z mnoziny téchto klauzuli:
{=pvgvr,sv—q,tv—rp,—s,—t},
kterou mtizeme rozd¢lit na dvé Casti:

A={—pvqvrsv—g,tv—r}..bezesporny systém
predpokladi,
B={p, —s, —t} ... zaveér.
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Diitkaz (odvozeni sporu):

1. —pVvgVvr vychozi klauzule skupiny A

2. sV —q vychozi klauzule skupiny 4

3. tv —r vychozi klauzule skupiny A

4. p vychozi klauzule skupiny B
5. —s vychozi klauzule skupiny B
6. —t vychozi klauzule skupiny B
7. —r rezoluce: 3,6

8. —pVvgq rezoluce: 1,7

9. —pVvs rezoluce: 2,8

10. s rezoluce: 4,9

11. # rezoluce: 5,10 Q.E.D

Piiklad: Strategie prohledavani do hloubky a do sitky.

Uvazujme “’program” — mnozinu klausuli:

1. D
2. E
3. Bv-—E
4. Av-D
5. Av—-B

Polozime-li dotaz ”Kdy plati 4?” neboli "Vyplyva z dané mnoziny
A?, pak vlastné pfipojime 6. klausuli —4 a provadime rezoluci.
Mame zde dvé moznosti, jak dokazat 4 z ptedpokladt 1 —5:

a) 7.-D (rez.64) b) 7" =B (rez.6,5)
8. # (rez. 7,1) 8 —E (rez.7’,3)
9 # (rez. 8°,2)

Pozn.: Jak jsme jiz zminili, rezolu¢ni metoda je zakladem

automatického dokazovani, a to piedev$im v programovacim jazyce
Prolog. V Prologu zapiSeme uvedené klauzule takto:
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D. fakt

E. fakt

B:—E pravidlo (B pokud E)
A:-D pravidlo (A pokud D)
A:-B pravidlo (A pokud B)
7A. cil (dotaz)

Strategie prohledavani do hloubky spocivd v tom, Ze provedeme
nejprve vétev a), tj. zjistime, ze A plati za podminky D (novy
podcil), kterd je splnéna, a teprve poté (v procesu navraceni)
provedeme vétev b), zjistime, ze A plati za podminky B (dalsi
podcil) a ta plati za podminky E (podcil), ktera je splnéna. V piipadé
strategie do Sitky se pokousime ”splnit obé vétve paralelne”, tedy
vygenerujeme klausule 7 a 7°, pot¢ 8 a 8, atd. VSe muzeme
znazornit tzv. vypoctovym stromem programu:

A
D B
L
|

Strategie do hloubky “prohleda nejprve do hloubky” prvni vétev a
pak druhou. Je efektivngjsi, avSak program miZze “uviznout
v tautologii” — nekone¢né vétvi. Kdybychom napf. upravili nas
program tak, ze bychom piehodili 4. a 5. klausuli a druhou bychom
zménili na E v —B, druhd vétev b) by se stala nekoneCnou a
provadéla by se jako prvni. I kdyz nas cil A z programu vyplyva,
nikdy bychom se to nedovedéli:

1. D
2. Ev-—B
3. Bv—E
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4. Av-—-B
5. Av—-D
6. —A

V programovacim jazyce Prolog bude uvedeny program zapsan
takto:

D. fakt

E:-B pravidlo (E pokud B)
B :—E. pravidlo (B pokud E)
A - B. pravidlo (A pokud B)
A :-D. pravidlo (A pokud D)
7A. cil (dotaz)

X
L

B

atd., nekone€na vétev.
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Cviceni ke kapitole 4.1.

l. Oveérte rezolucni metodou platnost téchto usudki

Jestlize studuji, dosahnu dobrého postaveni.
Jestlize nestuduji, uzivam si.

Dosahnu dobrého postaveni, nebo si uzivam.

Jestlize pracuji, pak vyd€lavam penize, ale jsem-li liny, pak si
uzivam.

Bud’ pracuji nebo jsem liny.

Nicméné, jestlize pracuji, potom si neuzivam, zatimco jestlize jsem
liny, potom nevydélavam penize.

Proto si uzivam.

Nebézi-li motor, je vada v motoru nebo nejde proud.
Je-1i vada v motoru, je tieba volat opravare.
Proud jde.

Nebézi-li motor, je tieba volat opravare.

Neni pravda, Ze uchaze¢ umi anglicky i némecky.
Uchaze¢ neumi anglicky.

Uchaze¢ neumi némecky.
Navod: Uvazme prvni Gsudek. Nejprve jej formalizujeme a pak
provedeme dikaz rezolu¢ni metodou:

Jestlize studuji (s), dosahnu dobrého postaveni (p).
Jestlize nestuduji, uzivam si (u).

Dosahnu dobrého postaveni, nebo si uzivam.
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sDOp
—sDu

pVu

Prevedeme nyni uvedené formule do klauzularni formy a provedeme
piimy dikaz:

1) —=svp

2) svu

3) pvu rezoluce 1, 2
Tedy usudek je platny.

2. Co vyplyva z nasledujicich predpoklad?

Karel pojede autobusem nebo vlakem.

Jede-li Karel autobusem nebo svym vozem, pak pfijede pozd¢ a
zmeska schtizku.

Karel neptisel pozdé.

Je-li utery, je prednaska, ale neni cviceni.
Dnes je pfednaska i cviceni.
Je-li cviceni, pak nepotiebujeme projektor.

Je-li Karel v Praze, je Helena v Brné.
Je-li utery, neni Helena v Brné.
Je utery nebo stieda.

Navod: Vytesime prvni tlohu takto:

1) Karel pojede autobusem (a) nebo vlakem (v).

2) Jede-li Karel autobusem nebo svym vozem (s), pak
ptijede pozdé (p) a zmeska schiizku (z).

3) Karel neptisel pozdé.

1. avv
2. [lavs)D(pAaz)
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Nyni pfevedeme uvedené formule do klauzularni formy. Nejprve
upravime druhou formuli:

[(avs)vpr2)e[(—man—s)v(prz)]<[—av(parz)]Aa
[(sv@prd]e[(mavp) A(—mav )] Al(—=sVvp)A(=syvz)

l.avv

2. —avp

3. mavz

3. =svp

4, =svz

6. vvp rezoluce 1, 2

Karel jel vlakem nebo piisel pozde

7. vvz rezoluce 1, 3

Karel jel vlakem nebo zmeskal schizku

8. —a rezoluce 2, 5 Karel nejel autobusem
9. —s rezoluce 3, 5 Karel nejel svym vozem
10. v rezoluce 5, 6 Karel jel vlakem

Najdéte chybéjici piedpoklad v nasledujicich tsudcich tak,
aby usudek byl platny:

pv=r,g>D(Ar), ?E —qgv—r
por,—qv-—r,ro(gvs), ? EFpAas

pvr)o(@nas),go—r, ? [=pD—s

Ndvod na feseni prvni Glohy sporem:
l.pv—=r
2.-qVvp
3.qvr

4.q negovany zaveér
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5.r

6.p
T.r
8. —r

9.#

negovany zaver
rezoluce 1, 5

rezoluce 3, 4
(chybéjici predpoklad)

rezoluce 7, 8

144



4.2. Obecna rezolucni metoda
(predikatova logika 1. radu)

Jak jsme demonstrovali v pfedchozich kapitolach, sémanticky dikaz
logické pravdivosti, a tedy i logického vyplyvani, platnosti Gsudku
apod., zkoumanim vSech moznych interpretaci, je v predikatové
logice Casto obtizny ne-li nemozny. Jednou z efektivnich metod je
viak rezoluéni metoda, ktera je pro PL! zobecnénim zékladni
rezoluéni metody vyrokové logiky, kterou jsme se zabyvali v kap.
2.2. Tato obecna rezolu¢ni metoda se stala zdkladem pro logické
programovani,  zejména  programovaci  jazyk = PROLOG
(Programming in Logic).

Rezoluéni metoda je jedna zprocedur (algoritmt), které
parcialné rozhoduji, zda dand formule PL' je nesplnitelni. Pro
predlozenou formuli A, kterd nesplnitelnd je, tedy procedura
v kone¢ném case tuto skuteCnost zjisti a zastavi se. V piipadé€, ze A
je pouze splnitelnd (ale ne logicky pravdiva), algoritmus nemusi
nikdy skoncit svou Cinnost. Chceme-li tedy rozhodnout, zda dana
formule A je logicky pravdiva, pouzijeme rezolu¢ni metodu na
formuli —A a zjistujeme, zda je nesplnitelna. Je-li tomu tak,
procedura to zjisti a po koneéném poctu krokii vyda kladnou
odpovéd. V pfipadé€, ze A je pouze splnitelna, proces nemusi nikdy
skoncit. Specielné, chceme-li zjistit, zda {Ai,...,A.} |= B,
aplikujeme rezolu¢ni metodu na formuli A; A ...A Ay A =B, nebot
pokud je tato formule nesplnitelna, pak je formule (A; A ...A An) D
B tautologie a vztah vyplyvani plati. Jinymi slovy, v piipadé
dokazovani platnosti usudku {A,...,An} |= B staci dokazat
nesplnitelnost mnoziny formuli {Aj,...,A,, —B}.

Pozn.: Musime mit ov§em na paméti, ze uvedené ekvivalence, tj.
{A1,...,An} = B pravé kdyz |= (A1 A ...A Ay) D B, pravé kdyz (A A
...A An A —B) je kontradikce, plati pouze pro uzaviené formule bez
volnych proménnych.

Rezolu¢ni metodu lze aplikovat pouze na formule ve speciadlnim
tvaru, v tzv. klauzuldarni (Skolemoveé) formé. Nejprve proto ukazeme,
ze kazdou formuli je mozno pievést do klauzularni formy tak, ze
vysledna formule je splnitelnd, pravé kdyz vychozi formule je
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splnitelnd. Potom uvedeme Herbrandovu vétu, o niz se opiraji prvni
znamé rozhodovaci procedury pro dokazovani nesplnitelnosti
v predikatové logice 1. fadu. Uplatnéni rezoluéniho pravidla
vyrokové logiky je totiz v PL! komplikovano tim, Ze v literalech se
vyskytuji termy obecné rizného tvaru, které je nutno néjak
unifikovat. PopiSeme tzv. zakladni rezoluéni metodu pro PL!, ktera
je znaéné neefektivni. Prilomem v téchto metodach se vSak stal
Robinsonitv objev unifikacniho algoritmu, ktery umoznil zobecnéni
zékladni rezolu¢ni metody na mnohem U¢innéjsi obecnou rezoluéni
metodu, kterd se pak stala zdkladem logického programovani.
Automatické dokazovani v predikatové logice zobectiuje postupy
automatického dokazovani ve vyrokové logice. Oproti situaci ve

vvvvvv

téchto diivodi:

[y

= Komplikovanéjsi je procedura prevedeni formule na klauzularni
tvar, tj. do Skolemovy klauzularni formy. Skolemova
klauzularni forma je formule v konjunktivni normalni formé,
kterda ma v prefixu pouze vSeobecné kvantifikatory a matice
formule je konjunkce Fklauzuli, kde klauzule je disjunkce
Zejména si musime poradit s kvantifikatory, a to tak, aby
vSeobecné kvantifikatory byly vprefixu a existencni se
nevyskytovaly viibec. Musime tedy provést
—  pfevod formule do konjunktivni normalni formy
— eliminaci existen¢nich kvantifikatort z formule (tzv.

Skolemizace).

= Slozitgjsi je tvar rezoluéniho odvozovaciho pravidla. Jeho

pouziti vyzaduje simultanni Gpravu literall, tzv. unifikaci.

Nez uvedeme piesné definice, ukdzeme si postup nejprve na
jednoduchych prikladech. Pfipomenime si sémantickd ovéreni
platnosti tsudkd v Piikladu 3.3.4. Takovéto ovéfovani je ponekud
slozit¢ a ned4d se automatizovat. Ukazeme nyni, jak elegantnim
zpusobem dokézat platnost tsudkii ad b) a c¢) tohoto ptikladu za
pomoci rezolu¢ni metody:
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Marie ma rada pouze vitéze. Vx [R(m,x) 2 V(x)]
Karel neni vitéz. —V(k)

Marie nema rada Karla. —R(m,k)

Nejprve negujeme zavér usudku: R(m,k). Pak prevedeme
jednotlivé formule do klauzularni formy. Je to takova formule, ktera
ma v prefixu pouze vSeobecné kvantifikatory a matice formule je
v konjunktivni normalni formeé, tedy je to konjunkce disjunkci
literala (klauzuli). Pfipomenme, ze literal je atomicka formule nebo
jeji negace. Formule R(m,k) je jiz v klauzularni formé (té
nejjednodussi): obsahuje pouze jeden literal R(m,k). Druhy
predpoklad —V(k) je rovnéz v klauzularni formé. Jedna se opét o
jeden literal, tentokrat je to negace atomické formule V(k). Zbyva
upravit prvni pfedpoklad. Formule neobsahuje zadné existencni
kvantifikatory, proto je naSe situace jednoduchd. Sta¢i prevést
formuli [R(m,x) > V(x)] do konjunktivni formy [—R(m,x) v V(x)]. Je
to opét velice jednoduchd konjunktivni forma, ktera obsahuje
jedinou klauzuli, tj. disjunkci dvou literalt —R(m,x) a V(x). Nyni
sepiSeme klauzule pod sebe a snazime se aplikovat rezolucni
pravidlo ,,vyskrtavani literald s opaénym znaménkem®.

1. —R(m,x) v V(x)
2. —Vk)
3. R(m k)

Nyni bychom mohli uplatnit rezolucni pravidlo napft. na klauzule 1 a
2, nebot’ literaly V(x) a —V(k) maji ,,opatnd znaménka“. AvSak
atomické formule V(x) a V(k) nejsou identické. Pomoc je
jednoducha. Uvédomme si, ze proménna x je v prvnim piedpokladu
vazana vseobecnym kvantifikatorem. MiZeme tedy uplatnit pravidlo
konkretizace ,,co plati pro vSechny, plati i pro nekteré* (viz Piiklad
3.3.3 pravidlo 1) a dosadit za proménnou x konstantu 4 Tim
provedeme unifikaci termu V(x) a —V(k). Vysledkem bude nova
klausule:

4. —R(m,k) 1, 2, substituce x/k
5. # 3,4

Dosli jsme k prazdné klausuli, ktera je nesplnitelna. Tedy negovany
zaver je ve sporu s piedpoklady, usudek je platny.
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Kdo zna Marii i Pavla, ten Marii lituje.

Vx ([Z(x,m) A Z(x,p)] D L(x,m))
Nekteti nelituji Marii, ackoliv ji znaji.

Ix [—L(x,m) A Z(x,m)]

Nekdo zna Marii, ale ne Pavla. Ix [Z(x,m) A =Z(x,p)]

Provedeme diikaz sporem, tedy budeme piedpokladat, ze nastane
v néjaké interpretaci pfipad, kdy jsou pfedpoklady pravdivé a zaver
nepravdivy, tedy je pravdiva jeho negace: Vx [Z(x,m) D Z(x,p)].
Nyni pievedeme jednotlivé formule do klauzularni formy
(vSeobecny kvantifikator vynechavame, protoze vime, ze zlstanou
pouze proménné vazané vseobecnym kvantifikdtorem, na které pak
miZzeme uplatiovat substituci za icelem unifikace literalt).

1. predpoklad:

([Z(x,m) A Z(x,p)] D L(x,m)) < —[Z(x,m) A Z(x,p)] v L(x,m) &
—Z(x,m) v —Z(x,p) v L(x,m).

Obdrzeli jsme jednu klausuli.

2. predpoklad: Nyni mame problém. Formule je uzaviena
existencnim kvantifikatorem, ktery potfebujeme odstranit. Jedina
moznost, kterad se nabizi, je tato: Pokud existuje néjaké individuum x,
predpokladejme, Ze je to napt. n¢jaké individuum a. Pozor! Musime
vSak pouzit takovou konstantu, ktera dosud jest€¢ nebyla pouzita,
nebot’ toto individuum a jist€ nemusi byt totozné s individuem
p nebo m. Prevedeme tedy tento pfedpoklad na formuli

[—L(a,m) A Z(a,m)]

Obdrzeli jsme dvé jednoduché klausule, literdly —L(a,m) a Z(a,m).
Pozor, jsou to opravdu dvé klausule, nebot’ klausularni forma je
konjunkce disjunkci literala.

3. negovany zaver: —Z(y,m) v Z(y,p). Pfitom jsme vézanou
proménnou x pfejmenovali na y, nebot’ tato promeénna je jisté jina,
nez to x v prvnim ptedpokladu.

Opét sepiSeme klausule pod sebe a budeme se pokouset generovat

resolventy za pomoci unifikace literalll (substituce vhodnych termi
za (vSeobecné kvantifikované) proménné):
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PRGN R WD =

—Z(x,m) v —Z(x,p) v L(x,m)

—L(a,m)

Z(a,m)

_‘Z(yam) Vv Z(yap)

—Z(a,m) v —Z(a,p) 1, 2, substituce x/a
—Z(a,p) 3,5

—Z(a,m) 4,6, substituce y/a

# 3, 7 prazdna klausule

Tedy negovany zavér je ve sporu s piedpoklady, usudek je platny.

Pozn.:

a) Unifikace je vzdy dosazovani termtl za proménné (ne naopak!)

b) Pfi unifikaci musime vzdy dosadit substituovany term za
vSechny vyskyty dané proménné ve formuli, do které
substituujeme.

c¢) Odstranéni existen¢niho kvantifikatoru (tj. uprava druhého

predpokladu) jist€ neni prechod k ekvivalentni formuli (viz
cviceni 3.3, ulohy 1 a 2). Situace vSak neni tak Spatna, nebot’
provadime ditkaz sporem, a tento pfechod sice nezachovava
pravdivost, zachovava vsak splnitelnost, coz pro dikaz sporem
postacuje. Jist¢, je-li naptf. formule Ix A(x) splnitelnd, pak
alesponi jeden prvek universa splituje podminku A, tedy formule
A(a) bude také splnitelna, protoze existuje takova interpretace
konstanty a, pro kterou nabude formule A(a) hodnoty pravda.
Musime vsak volit pokazdé novou konstantu, ktera dosud
nebyla v jazyce pouzita.

Po téchto Givodnich pfikladech piejdeme k pfesnym definicim.

Prvni definice je spiSe pomocnou, pro ilustraci dalsiho postupu.

Definice 4.2.1 (prenexni tvar formule): Formule A predikatové
logiky je v prenexnim tvaru, ma-li tvar Qix; Oxxz ... Ouwx, B, kde n >
0 apro kazdé i =1, 2,...,n je Qi bud vSeobecny kvantifikator V nebo
existencni 3, xi, x2,...,X, jsou navzajem ruzné individuové proménné,
B je formule utvoifend z elementarnich formuli pouze uZzitim
vyrokovych spojek —, A, v. Vyraz Qixi Oxxs ... Ouxs se nazyva prefix
(charakteristika) a B otevienym jadrem (matici) formule A v
prenexnim tvaru.
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Véta 4.2.1: Kazdou formuli lze ekvivalentné piepsat do prenexniho
tvaru, tj. ke kazdé formuli predikatové logiky A existuje formule A
v prenexnim tvaru, kterd je s formuli A ekvivalentni, tj. A < A*.

Diikaz: Matematickou indukci podle hierarchického fadu formule A.
1. Baze indukce. Formule fadu 0 (elementarni formule) neobsahuji
zadné spojky ani kvantifikatory a jsou tedy automaticky v prenexnim
tvaru. Tvrzeni véty tedy plati.
2. Indukcni krok. Ukazeme, ze plati-li tvrzeni véty pro formule B,
C, pak plati také pro formule VxB, 3xB, =B, BAC,BvC,B>C,B
= C (Y. platnost véty se prenasi z formuli nizsiho fadu na formule
fadu vyssiho).
« Je-li A =VxB nebo A = 3xB, pak vzhledem k tomu, Ze B je v
prenexnim tvaru (indukéni predpoklad), je i A v prenexnim tvaru, tj.
A& Ax,
« Necht A = —B. Formule B je podle indukéniho piedpokladu v
prenexnim tvaru, tj. B = Qix; Qx> ... Owxs D, kde Qi jsou V nebo 3 a
D je formule bez kvantifikatord. Potom n-nasobnym pouzitim de
Morganova zdkona —QxF = Q'x —F (Q' je dualni kvantifikator ke Q),
dostavame A = —01x1 Q2x2 ... Oy D < O1'x1 O2'x2 ... Ou'xy =D <
Ax a formule A je pfevedena do ekvivalentniho prenexniho tvaru
Ax,
« Necht A = B A C. Formule B, C jsou podle indukéniho
predpokladu v prenexnim tvaru, tj. B = Qixi O ... Owxm F, C =
O O ... Own G, kde F, G jsou formule bez kvantifikatori.
Mame dokazat, ze existuje formule A* ekvivalentni s formuli A. To
zajisté plati, je-li k = n + m = 0. Tvrzeni bude dokazano, jestlize z
predpokladané platnosti pro k = n + m — 1 dokazeme platnost pro k =
n + m. Dikazem je nasledujici fetéz ekvivalenci:
A=BAQOyi G < 0iyiBAGI < 01y (BAG)* < Ax,

Formule B A G obsahuje totiz jen n + m — 1 kvantifikatort a lze
tedy na ni pouzit indukéni predpoklad.
« Pro slozené formule B v C, B o C, B = C Ize induk¢ni krok
dokazat podobnym zptisobem jako v pfedchozim bodé.
Vzhledem k tomu, Ze
B\/C@—\(ﬂB/\—\C),BDC@—\(B/\ﬂC),BECQ—\(B/\—!C)
AN —\(C AN —\B),
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je vSak dukaz induk¢niho kroku pro v, D, = nadbyte¢ny.

Algoritmus (pfevod formule do prenexniho tvaru):
(1) Eliminace funktorii o a =. Pouzijeme ekvivalence:

A>B< —-A VB,
A=B (A>B)ABD2A)< (-AVvB)A(—=BVA).

(2) Pievedeni formule na tvar s ¢istymi proménnymi.

a) Pouzijeme nésledujici ekvivalence (ndhrady levé strany
pravou):

(VxA A VxB) < Vx (A A B) (IxAv3IxB) < Ix (A v
B)

b) Pifejmenovani vazanych proménnych tak, aby zadna
proménna nebyla ve formuli soucasné volna i vazana a tak,
aby vSechny proménné vazané riznymi kvantifikatory byly
navzajem rizné. To plati nejenom pro celou formuli, ale i
pro kazdou jeji podformuli.

(3) Vypusténi nadbyteénych kvantifikatort, tj. kvantifikatora jejichz

4

dosah puasobnosti neobsahuje zadny vyskyt kvantifikované
promeénné.

Preneseni vSech vyskytl spojky negace bezprostiedné pred
elementarni formule. Toho lze dosahnout opakovanym uzitim
nasledujicich ekvivalenci (ndhrady jejich levé strany pravou

stranou):

—A S A,

—(AAB)< —-A v —B, (de Morgan)
—(A v B) < —-A A B, (de Morgan)
—Vx A(x) < Ix -A(x), (de Morgan)
—3x A(x) & Vx —A(x). (de Morgan)

(5) Pteneseni vSech kvantifikatori na zacatek formule. Toho lze

dosahnout opakovanym uzitim nasledujicich ekvivalenci

(ndhrady jejich levé strany pravou stranou):

VxA AB & Vx (A AB) IxAvB < 3x (A vB)
B neobsahuje volnou x

A AVxB < Vx (A AB) AvIxB < 3x (AvB)
A neobsahuje volnou x

IxA AB < 3x (A AB) VxA v B < Vx (AvB)

B neobsahuje volnou x
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A AJxB < 3x (A AB) A v VxB < Vx(AvB)
A neobsahuje volnou x

Priklad 4.2.1: Nalezneme prenexni formu formule na fadku 1:

I. Vx [P(x) A Vy3x (=0(x,y) D Vz R(a,x,))]
vychozi formule

2. Vx [P(x) A Vy3x (Q(x,y) v Vz R(a,x,y))]
eliminace o

3. Vx [P(x) A Vy3x: (O(x1,y) v Vz R(a,x1,y))]
pfejmenovani proménné

4. Vx[P(x) A VyIx (Q0x,p) v R(ax1,y))]
vypusténi nadb. kvantifikatoru

5. VxVy [P() A 3 (O(x1,y) v R(a.x1,y))]
presun kvantifikatoru doleva

6. VxVydx [P(x) A (O(x1,y) v R(a.x1,))]
presun kvantifikatoru doleva

Pozn.: Prenexni tvar formule neni urcen jednoznacné. Konec¢na
podoba prenexni formule zavisi na potfadi provadéni Gprav a na
zptsobu piejmenovani vazanych proménnych. VSechny prenexni
tvary jsou vSak ekvivalentni.

Definice 4.2.2 (Skolemova klauzularni forma):

1) Literdl je atomickd formule nebo negace atomické formule
(napi. P(f(x)), =Q(»))-

2) Klausule je disjunkce literalti (napt. [P(f(x)) v =O()]).

3) Kownjunktivni normalni tvar formule predikatové logiky je
prenexni tvar formule, jejiz matice je konjunkce disjunkei
literalt (tj. konjunkce klauzuli).

4)  Skolemova klauzularni forma vzaviené formule je prenexni tvar
této formule, kterd neobsahuje zadné existencni kvantifikatory a
matice formule je konjunkce klausuli.

Skolemovu formu formule A ozna¢ime zapisem AS.
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Eliminace existencnich kvantifikatorit (Skolemizace).
Skolemova forma vznikne zformule opakovanym pouzitim
nasledujicich dvou operaci (skolemizaci):

a) XV Yy, AQK, Vipeeyn) = YY1V A(C, VipeeosVn),
kde ¢ je nova (v jazyce dosud nepouzita) individuova konstanta,
tzv. Skolemova konstanta

b) Vxi1Vx2...Vx, Iy A(x1, X2,....%n, ¥) = Vx1Vx2.. VX0 A(X1, X2,...,Xn,
f(X1, X2yeeny x,,)),
kde f'je novy (v jazyce dosud nepouzity) n-arni funkéni symbol,
tzv. Skolemova funkcni konstanta.

Thoralf Albert Skolem (23.5.1887 — 23.3.
1963) byl norsky matematik a logic.
Publikoval vice nez 180 ¢lankti (matematika
— teorie grup, svazd, matematicka logika,
atd.).

Pozn.: Kazdému eliminovanému existenénimu kvantifikatoru
odpovida jina Skolemova konstanta.

1. Skolemovy konstanty pfedstavuji individua, o jejichZ existenci
vypovidaji pivodni formule. Tak napf.
o  IxVy P(x,y) > Vy P(c,y)
Je-li univerzem mnozina vsech pfirozenych ¢isel a realizaci
(interpretaci) predikatu P je relace < (tedy P(x,y) chapeme
jako x < y), pak konstantu ¢ lze interpretovat jako c¢islo 0.
Tedy, je-li formule na levé stran¢ v této interpretaci
pravdiva, pak je i formule na pravé strané pravdiva v této
interpretaci. V tomto modelu je konstanta ¢ jedina, ale v
jinych modelech tomu tak byt nemusi. OvSem toto pravidlo
nezachovava pravdivost. Kdybychom interpretovali
konstantu ¢ napt. Cislem 3, pak formule na levé stran¢ je
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v této interpretaci pravdiva, kdezto formule na pravé strané
je nepravdiva.

«  Vxdy P(x,y) > Vx P(xf(x))
Dilezite: jestlize je existenéné vazana promeénnd y v dosahu
néjakych vSeobecnych kvantifikatori vazajicich proménné
X1, X2,...,Xn, pak musime volit funkcni symbol f arity n a za
proménnou y dosadime term f{x1, x2,..., X), nebot’ hodnoty y
zavisi na xi, xa,...,Xn.
Je-li napf. univerzem mnozina redlnych cisel a oborem
pravdivosti predikdtu P je relace <, pak interpretaci
funkéniho symbolu f mize byt napt. funkce F, kterd je
zadana piedpisem: F(x) = x + V3. V tomto modelu jsou obé&
formule pravdivé. V jiné interpretaci tomu tak byt nemusi,
pravidlo nezachovavda pravdivost, neni ve shodé
s vyplyvanim. AvSak zachovava splnitelnost. Je-li formule
na levé strané pravdivad v né€jaké interpretaci, pak Ize vzdy
volit interpretaci symbolu f, tedy nalézt funkci F(x),
takovou, aby byla pravdiva i formule vpravo.

Tedy Skolemova klausuldrni forma formule ma tento tvar:
Vx1Vxz...Vxn [C1 A C2 A ... Ck],

kde Ci jsou klausule (disjunkce literaltl). Vzhledem k tomu, ze
uvazujeme pouze uzaviené formule, neni nutné vSeobecné
kvantifikatory explicitné uvadeét.

Véta 4.2.2. Skolemova forma AS uzaviené formule A neni
ekvivalentni s formuli A, ale plati:
|= AS > A, neboli AS |= A.

Diikaz:
Necht ma formule Vx; Vx:..Vx, P(X1, X2,....Xn, AX1, X250, Xn))
libovolny model I. To znamena, ze pro libovolnou n-tici di, da,...,ds
prvki universa plati, Ze (n+1)-tice prvki universa

(d], dz,...,dn,fU(dl, dz,...,dn» S PU
(lezi v oboru pravdivosti P), kde fV je funkce pfifazend interpretaci I
symbolu f'a PY je relace — obor pravdivosti P v interpretaci 1. Pak je
ovSem interpretace I rovnéz modelem formule Vx; Vx,...Vx, Jy
P(x1, x2,...%n, ). Kazdy model formule AS je tedy i modelem formule
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A. Je-li tedy formule A nesplnitelnd (kontradikce — nema model),
pak je nesplnitelnd i formule AS, coZ pro ditkaz sporem postacuje.

Véta 4.2.3 (Skolem).

Kazd4 formule A mlZe byt pfevedena na formuli AS v klauzuldrni
(Skolemové) formé takovou, Ze A je splnitelna, pravé kdyz AS je
splnitelna.

Z ptedchozi véty vyplyva, ze je-li AS splnitelna, pak je
splnitelna i A. Obracené, je-li formule A splnitelnd (mé aspon jeden
model) je splnitelna i formule AS, nebot pak Ize vzdy nalézt takovou
interpretaci symbolu f; aby v ni byla AS pravdiva. Obg& formule AS, A
jsou soucasn¢€ splnitelné nebo nesplnitelné, nemusi vSak byt
ekvivalentni (tj. nemiiZzeme psat AS <> A nebo |= (AS= A)).

Algoritmus prevodu A — AS.

Krok 1. Utvorent existencniho uzaveru formule A. (Krok zachovava
splnitelnost.)

Krok 2. Eliminace nadbytecnych kvantifikatoru. (ekvivalentni krok)
Z formule A vypustime vSechny kvantifikatory Vux; 3x;,
v jejichz dosahu se nevyskytuje proménna x;

Krok 3. Prejmenovani proménnych. (ekvivalentni krok)
Pfejmenujeme vSechny proménné, které jsou v A
kvantifikovany vice nez jednou tak, aby vSechny
kvantifikatory mély ve svém dosahu navzajem rizné
promeénné.

Krok 4. Eliminace spojek o, = podle téchto vztahii (ekvivalentni
krok):
(AoB)< (-AVvB),(A=B)< (-AVvB)A(—-BVA)

Krok 5. Presun spojek — dovniti* dle de Morganovych zakont.
(ekvivalentni krok)

Krok 6. Presun kvantifikatorit doprava. (ekvivalentni krok)
Provadime nahrady podle téchto ekvivalenci (Q je
kvantifikator V nebo 3; © je symbol A nebo v; A, B
neobsahuji volnou proménnou x):
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Ox (A © B(x)) < A © Ox B(x), Ox (A(x) © B) < Ox A(x)
©B

Pozn.: Pied provedenim kroku 7. je vhodné provést ekvivalentni
zjednodusujici Gpravy formule.

Krok 7. Eliminace existencnich kvantifikatorii (krok zachovava
splnitelnost.)
Provadime postupné Skolemizaci podformuli Ox B(x), Ox
A(x), které jsme obdrzeli v pfedchozim kroku 6, tedy
nahradu existenc¢né kvantifikovanych formuli formulemi
bez existen¢niho kvantifikatoru dle Definice 4.2.2 (Cast
Skolemizace).

Krok 8. Presun v§eobecnych kvantifikatorut doleva. (Ekvivalentni
krok, nebot’ jsme jiz provedli krok 3. a plati ekvivalence dle
6.)

Krok 9. Pouziti distributivnich zakonii. (ekvivalentni krok)
Provedeme postupné nahrady vlevo formulemi vpravo:
AAB)VC=(AVvCOABVC), Av(BAC) < (AVvB)
A(AvC)

Rezolu¢ni metoda je tedy metoda nepfimého dikazu, sporem:
a) Dukaz logické pravdivosti formule A: dokazujeme
nesplnitelnost negované formule —A.
b) Dutkaz platnosti tsudku Aj,...,A, |= Z: dokazujeme
nesplnitelnost mnoziny formuli {A,...,A,, —Z }

Piiklad 4.2.2:

1) Uvazujme formuli A = Vx3yVz3v [P(z,y) A O(x,v)].
Pokud bychom aplikovali Skolemizaci bez kroku 6, dostali
bychom formuli:
AS = VxVz [P(z, () A O(x, h(x,2))], kde f, h jsou zavedené
Skolemovy funk¢ni konstanty. Pouzijeme-li vSak nejprve krok
6, dostaneme
A’ =3yVz P(z,y) A Vx v O(x,v) a z ni eliminaci existen¢nich
kvantifikatort
A’ =Vz P(z, a) A Vx Q(x, h(x)). Odtud pak piesunem
kvantifikatorti doleva:
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2)

3)

AS =VzVx [P(z, a) A O(x, h(x))], v niz zavedené Skolemovy
konstanty a, & jsou mnohem jednodussi.

Krok 6 vsak je dilezity nejen proto, Ze vyslednd klauzularni
forma je jednodussi. Na tomto misté chceme upozornit na
duleZitost kroku 6 algoritmu pfevodu do klauzularni formy.
Castym omylem je domnénka, Ze je mozno provést pievod tak,
ze formuli nejprve prevedeme do prenexni konjunktivni formy,
a pak provedeme Skolemizaci. Na jednoduchém prikladée
ukdzeme, ze takovyto postup by nebyl uplnym dikazovym
kalkulem (nedokézali bychom vSechny tautologie PL'):

Uvazme jednoduchou tautologii:

—Vx P(x) v Yy P(y).

Negaci ziskame formuli
Vx P(x) A Jy =P(p),

ktera je nesplnitelna, coz snadno dokdzeme: Skolemizaci
obdrzime formuli VxP(x) A —P(a), a substituci {x/a} pak
kontradikci P(a) A —P(a), tedy spor, prazdnou klausuli #.
Provedeme-li (chybné!) nejprve pievod do prenexni formy a
pak Skolemizaci, dostaneme:

[VxP(x) A Fy—P(y)] |- Vx [P(x) A Fy—=P()] - Vx3y [P(x) A
—P)] |- Vx [P(x) A =P(f(x))].

Nesplnitelnost této formule uvedenymi dikazovymi postupy
nedokazeme, mnebot literdly P(x) a —P(fix)) nejsou
unifikovatelné: nelze nalézt takovou substituci termu f{x) za
proménnou x, ktera by tyto literaly unifikovala.

Prevedeme formuli A na formuli v klausularni (Skolemov¢)
form& AS:

A= Vx{P(x) 2 Iz{=Vy[Oxy) D P(xn)] A VY[O(x.y) D P(x)]}}.

Kroky 1. a 2. Utvofeni existen¢niho uzavéru a eliminace 3z:

B Vx{P(x) S {=Vy[Q(xy) D P(flxi)] A VY[O(x.y) D P)]} -
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Krok 3. Pfejmenovani proménné y:

P Vx{P(x) D {=Vy[O0xy) 2 P(lxi)] A Vz[O(x.2) D P()]} .

Krok 4. Eliminace o:

T Vx{—=P(x) v {=Vy[=0x,y) v P(f(x1))] A Vz[-0(x,2) v
P13}

Krok 5. Pfesun negace dovniti:

Fx1 Vx{—=P(x) v {Iy[O(x,y) A =P(f(x1))] A Vz[-0(x,2) v
PN}

Krok 6. Pfesun kvantifikatort 3y a Vz doprava:

T Vx{—=P(x) v {[Ty O(x,y) A =P(f(x1))] A [Vz =Q(x,2) v
P13}

Krok 7. Eliminace existen¢nich kvantifikatoru:
Vx{—=P(x) v {[Q(x,h(x)) A =P(fla))] A [Vz =0(x,z) v P(x)]}}.
Krok 8. Pfesun Vz doleva:
VxVz{=P(x) v {{O(x,h(x)) A =P(fla))] A [-0x,z) v P(x)]}}.
Krok 9. Pouziti distributivniho zdkona:
VxVz{[—=P(x) v O, h(x))] A [=P(x) v =P(f(a))] A [-P(x) v
=0(x,z) v P(x)]}.

Nyni mizeme jesté formuli zjednodusit:
i) Vypustime tieti klausuli, protoZze je to tautologie
i) Odstranime kvantifikator Vz (stal se zbyte¢nym)
iil) Ve druhé klausuli odstranime —P(x), neovlivnime
tim splnitelnost

Vysledna Skolemova klauzularni forma je:

AS=Vx{[-P(x) v O@x,h(x))] A ~P(fla))}.
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Priklad 4.2.3: Uvazujme formuli A v klausularni formé:

VxVyVzVv [P(x, fx)) A OO, h(y)) A (—=P(a, z) v =0(z, v))].

Dokéazeme, ze tato formule je nesplnitelnd. VypiSme jednotlivé
klausule pod sebe a pokusme se uplatiovat pravidlo rezoluce:

1. P(x, fix))
2.0, h(»))
3. =P(a, z) v =0(z,v)

Klausule 1 a 3 obsahuji literaly s opacnym znaménkem, avSak
uplatnéni rezoluce brani to, ze P(x, f{x)) # P(a, z). Uvédomime-li si
vsak, Ze vSechny proménné jsou univerzalné kvantifikovany a ze
plati zékon konkretizace (viz Ptiklad 3.3.3, pravidlo 1: Je-li term ¢
substituovatelny za proménnou x ve formuli A(x), pak VxA(x) |=
A(x/t), ”co plati pro vSechny, plati i pro £’), mizeme se pokusit najit
vhodnou substituci termd za promeénné tak, abychom dostali shodné,
tj. unifikovane literaly. V nasem piikladé takova substituce existuje:

xla, zIfa).
Po provedeni této substituce dostaneme klausule:
1’. P(a, fla))
2. 0(y, h(y))

3’. =P(a, fla)) v =Q(f(a), v)

kde na 1’ a 3’ jiz lze uplatnit pravidlo rezoluce:

4. =0(fla), v)

Abychom nyni mohli rezolvovat klausule 2 a 4, zvolime opét
substituci:

yifla), vih(fla)).

Dostaneme

2°. O(fta), h(f(2)))
4. =0(f(a), h(fla)))

a jejich rezoluci jiz obdrzime prazdnou klausuli #. Tedy formule A je
nesplnitelna.

159



V naSem prikladu jsme se opfeli o zdkon konkretizace, tedy
postup byl korektni. Problémem ovSem je to, Ze prislusné substituce
jsme hledali zkusmo, intuitivné. Aby mohl byt cely proces
automatizovan (a mohl tak slouzit jako zaklad pro logické
programovani), musime najit né&jaky algoritmus, jak provadet
prislusné unifikace. Takové algoritmy existuji. Uvedeme zde dva
znich, a to Herbrandovu proceduru a Robinsontiv unifikac¢ni
algoritmus. Herbrandova procedura byl historicky prvni takovy
algoritmus, avSak neni pfili§ efektivni. Teprve objev Robinsontiv
umoznil prudky rozvoj automatického dokazovani teorémi a
logického programovani.
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Jacques Herbrand (12.2.1908 — 27.7.1931) byl
velice nadany francouzsky matematik a logik. Jiz
v 17 letech absolvoval Ecole Normale Superiore.
Doktorandskou praci obhajil v 21 letech, poté
musel narukovat do armady. V r. 1931 publikoval
vyznamnou studii na téma obecnych rekurzivnich
funkci a odjel na dovolenou jako horolezec do
Alp. Zde vsak mél smrtelnou nehodu.

4.2.1 Herbrandova procedura

Podle definice je dana formule A nesplnitelna, pravé kdyz nabyva
hodnoty nepravda ve vsech interpretacich nad vsemi moznymi obory
interpretace. Dikaz toho, Ze A je nesplnitelna, by samoziejmé
usnadnilo, kdybychom nasli jisty pevny obor interpretace D takovy,
ze A je nesplnitelnd, pravé kdyz nabyva hodnoty nepravda ve vSech
interpretacich nad timto pevnym oborem D. Takovy obor ke kazdé
formuli A existuje a nazyva se Herbrandovo universum formule A
(budeme znacit Hy4). Je tvofeno mnoZinou vSech termi, které mohou
byt sestrojeny z individuovych konstant a; a funk¢nich konstant f;,
které se vyskytuji v A. (Pokud ve formuli A neni zadna individuova
konstanta, pouzijeme libovolnou, napf. a.)

Piiklad 4.2.4:
a) Pro formuli A = Vx [P(a) v O(b) D P(fix))]
je Hy={a, b, fla), fib). fi(f(@)). (D). ...}
b) Pro formuli B = VxVy P((fix), v, g(x,»))
je Hy={a, fla), g(a.a). fif(@)). g(a.f(a). g(f(a).a), ...}

Definice 4.2.3 (Zdkladni instance).

Bud’ A formule v klausularni formé: Vx;Vx; ... Vx, [C1 A ...A Cy].
Zakladni instanci klausule C; (1 < i < k) rozumime klausuli, ktera
vznikne z C; tim, Ze vsechny individuové proménné v C; nahradime
néjakymi prvky z Hy.

161



Véta 4.2.4 (Herbrand)

Formule A v klausularni form¢ je nesplnitelna, pravé kdyz existuje
kone¢na konjunkce zakladnich instanci jejich klausuli, ktera je
nesplnitelna.

Piiklad 4.2.5: Uvazujme opét formuli A z ptikladu 4.2.3:
VxVyvzVv [P(x, fix)) A OO, k() A (=P(a, 2) v =0(z, v))]

Dokazeme pomoci Herbrandovy véty, ze tato formule je
nesplnitelna. Vypiseme jednotlivé klausule pod sebe a budeme
postupné generovat jejich zakladni instance:

L. P(x, fix))

2. O, h(y))

3. =P(a, z) v =Q(z, v)
V nasem pftipad¢ je Hs= {a, fla), h(a), (@), (), h(fla)),
h(h(a)), ...}. Nyni budeme po fadé dosazovat prvky Herbrandova
universa za proménné x, y, z, v tak dlouho, dokud nenalezneme
“protipiiklad”, ¢ili spor.

Substituce 1: {x/a, y/a, z/a, v/a}
P(a, fla)) n Qa, h(a)) A [-P(a, a) v —=Q(a, a)]
Substituce 2: {x/a, y/a, z/a, v/fa)}
P(a, fla)) n Xa, h(a)) A [=P(a, a) v —O(a, a))]
atd., az
Substituce n: {x/a, y/fla), zIfa), v/h(fa))}
P(a, fla)) n O(la), h(fla)) ) A [=P(a, la)) v —O(fla),
h(fla))]

Rezoluéni metodou vyrokové logiky nyni snadno ovétime, ze
tato konjunkce je nesplnitelnd. Tedy jsme nalezli protipiiklad
splnitelnosti formule A (matice formule nemtize byt pravdiva pro
vSechna x, y, z v, nebot neni splnéna valuaci, ktera témto
proménnym pfifadi individua z Hy dle substituce n), a proto je tato
formule nesplnitelna.

Herbrandova procedura parcialn¢ rozhoduje, zda je dana
formule A nesplnitelnd. K dané formuli postupné generujeme
zakladni instance jejich klausuli a resolucni metodou vzdy testujeme,
zda je jejich konjunkce nesplnitelna. Jestlize tomu tak je, pak A je
nesplnitelnd a tato procedura to po kone¢ném poctu krokl zjisti.
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V ptipad¢ splnitelnosti A mlze procedura generovat donekonecna
nové a nové zakladni instance a testovat jejich konjunkce.

Podstatnym problémem této metody je skuteCnost, ze
generovani zakladnich klausuli je neefektivni. Pocet zakladnich
instanci, které musi byt generovany, dokud nenarazime na
protipiiklad, tj. nesplnitelnou konjunkci, mize byt Casto tak velky, ze
nam preplni pamét’ pocitace, nehledé na Casovou slozitost takového
algoritmu. J.A. Robinson navrhl v r. 1965 metodu, kterd na rozdil od
Herbrandovy procedury nevyzaduje generovani zékladnich instanci,
ale rozhodne ptimo, zda k /libovolné konjunkci klausuli existuje
substituce takova, ktera unifikuje nékteré¢ literdly a umozni dokézat
nesplnitelnost (pokud tato konjunkce nesplnitelna je).

4.2.2 Robinsonitv unifikacni algoritmus.

Pozn.: John Alan Robinson (narozen v r. 1928) je vzdélanim filosof,
dale matematik a zabyva se teoretickou informatikou. Je emeritnim
vysledky se tykaji automatizovaného dokazovani teorémt, logického
programovani zalozené¢ho na rezolu¢nim principu a unifikaci termi
(r. 1965). Robinson obdrzel v r. 1996 Herbrandovu cenu za
vyznamny piinos k automatickému usuzovani a dokazovani.

Definice 4.2.3 (substituce a instance formule):

Necht’ A je formule obsahujici individuové proménné x;, i=1,2,...,n, a
to bud’ pfimo (jako bezprostiedni argumenty) nebo zprostfedkované
(jako argumenty funkci). Oznacme

(o) :{X1/t1, )Q/lz,...,xn/l,,}

simultanni substituci terml t; za (vSechny vyskyty) individuové
proménné x; pro i=1,2,...,n. Potom zdpisem

Ac
oznacime formuli, ktera vznikne z formule A provedenim substituce
o. Poznamenejme, Ze substituce se miZe tykat vSech, nebo jen
nékterych, nebo dokonce zadné individuové promeénné obsazené v A
(v tomto pifipadé pro nektera nebo vSechna i substituujeme xi/x;).
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Formule B je instanci formule A, jestlize existuje substituce o
takova, ze B = Ao.

Pozn.: Substituce 1ze skladat. Pro skladani (superpozici) substituci

plati:

« (op)t=o(pt) = oprt, tj. skladani substituci je asociativni.

«  Pro identickou substituci (tj. xi/x; pro vSechna i) € plati ec = ce =
o, tj. identickd substituce hraje v algebife substituci tlohu
jednotkového prvku.

« op# po, tj. skladani substituci neni obecné komutativni.

Definice 4.2.4 (unifikace):
Unifikace (unifikacni substituce, unifikator) formuli A, B je
substituce o takova, ze

Ac =Bo.

Nejobecnéjsi unifikace formuli A, B je unifikace ¢ takova, ze pro
kazdou jinou unifikaci p formuli A, B plati p = ot, kde t # ¢, tj.
kazda unifikace vznikne z nejobecnéjsi unifikace provedenim dalsi
dodatecné substituce.

Pozn.:
1. Unifikace atomickych formuli (literaltl) A, B nemusi existovat,
napf.:

« literaly P(x,y), O(z,a) nelze unifikovat, protoze se jedna o
dva ruzné predikaty (byt se stejnou aritou)
« literaly P(x), P(fix)) nelze unifikovat, pfestoze se jedna o
stejné predikaty (neexistuje zadna unifikujici substituce).
2. K danym dvéma formulim mulze existovat vice rdznych
unifikaci. Necht’ napf.
A=P(x, y), B=Pu,2).

Potom:

« o = {x/u, y/2} je unifika¢ni substituce, nebot Ac = Bo =
P(u,2),

« p={x/3, /2, u/3} je unifikacni substituce, nebot’ Ap = Bp
=P(3,2),

.  ={x/y), ¥/2, u/f(y)} je unifikacni substituce, nebot’ At =
Bt =P(f(y), 2).
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Ao, Ap, At jsou riznymi instancemi formule A, pfitom
formule Ap je zékladni instanci (podobné Bt, Bp, Bo jsou
riznymi instancemi formule B a Bp je zékladni instanci).

o, p, T jsou ruznymi unifikacemi formuli A, B. Unifikace o
je nejobecnéjsi unifikace téchto formuli. Kazdou jinou unifikaci
ziskame z této dodate¢nou substituci, napft.:

«  p=oc.{u/3},

. t=0o.{ulfly)}.

(Tedy nejobecnéjsi unifikace je ta nejjednodussi’, ktera

ponechava co nejvice proménnych volnych.)

Robinsoniy algoritmus nalezeni nejobecnéjsi unifikace:
Formulace zcela obecného algoritmu je pomérné slozita (patii do
vypocetnich metod umélé inteligence) a jeho ,rucni simulace
znaén¢ nepiehlednd. Omezime se proto pouze na piipad, kdy
unifikované elementarni formule nemaji na obou mistech
stejnolehlych argumentd soucasné néjaké slozené termy (v tomto
piipadé by bylo tfeba rekurzivnim algoritmem postupné tyto
struktury rozkryvat).

Predpokladejme tedy
A = P(t, ta,...,tn), B = P(51, $2,...,5n),

kde t1, t2,...,tn, S1, $2,...,Sx jSOU termy takové, Ze ¢, si nejsou soucasné
slozené termy (dle Def. 3.1.1, bod II a), tedy alespon jeden z téchto
termi je proménna. Potom nejobecnéjsi unifikaci ziskame takto:

1. Pro i=1,2,...,n provadéj:

« Je-li i =si, pak poloz i =«.

« Neni-li 4 = s;, pak zjisti, zda jeden z termu t;, s;
predstavuje néjakou individuovou proménnou x a
druhy néjaky term r, ktery proménnou x neobsahuje.

« Jestlize ano, pak poloz c; = {x/r}.
« Jestlize ne, pak ukon¢i praci s tim, ze formule A,
B nejsou unifikovatelné.

2. Po fadném dokonceni cyklu urci 6 = 610:...G,. Substituce G
je nejobecnéjsi unifikaci formuli A, B.
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Piiklad 4.2.6:
1. Necht' A = P(x, f(x), u), B=P(y, z, g(x,y))

. o1 = {X/y}9 Ao :P(yaf(y)’ u)a Bo) = P()/, Z, g()/,y))

- 2= {Z[f(y)}, Acio2 = P(y, f(y), u), Bo1o2 = P(y, f(y),
g.y)

. o3 = {w/g(y.y)}, Aci6203 = P(y, f(y), g(».y)), Boi1o203 =

Py, fy), g.y)).

Slozend substituce 6=016,03 je unifikaci formuli A, B (Ac =
P(y, fv), g(».y)) = Bo), a to nejobecnéjsi unifikaci.

2. Necht' A = P(x, f(x), z), B=P(y, z, g(x,y))

. o1 = {X/y}9 AGl :P(yaf(y)’ Z)a Bo :P(ya Z, g(y:y))
- o={Z/fy)}, Acioa = P(y, (v), v)), Boic2 = P(y, Ay),
g.y)

Termy f(y) a g(»,y) unifikovat nelze, nebot’ se jedna o dva rizné
funk¢ni symboly. Formule A, B nelze tedy unifikovat.

Véta 4.2.5 (Robinsonovo zobecnéné rezolucni odvozovaci
pravidlo):

Necht' A, Bi, L; jsou atomické formule predikatové logiky. Potom
plati nasledujici odvozovaci pravidlo:

Aiv.vA,vL,Biv.vB,v-L; |- Aicv..vA,cVvBiov..v
B,c,

kde o je unifikace formuli L, Lo, tj. Lic = Lyo.
Klauzule na levé strané odvozovaciho pravidla nazyvame
rodicovskymi klauzulemi a klauzuli na pravé strané rezolventou.
Formule AS v klausularni formé je nesplnitelnd, pravé kdyz z ni
lze opakovanym pouzitim obecného pravidla rezoluce odvodit
prazdnou klausuli #.
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Poznamky:

1.

Specialni  ptipady  rezolu¢niho  odvozovaciho pravidla
(pfedpokladame Lio = Loo):

. m=0, n=0: Ly, L, |- #
odvozeni sporu
« m=0,n=1: L,—-L,vB|-Bo
pravidlo MP
. m=1,n=1: LivA, -L,vB |- AcvBo

zakladni tvar rez. pravidla

Unifikace ¢ formuli L;, L, miZe byt jakdkoliv; chceme-li vSak
vyvodit z predpokladii (rodicovskych klauzuli) nejobecnéjsi
zaver (rezolventu) je tfeba pouzit nejobecnéjsi unifikaci.

Diikaz (zakladniho tvaru):

Predpoklady L; v A, —L, v B se transformuji na tvar Lic v Ao,
—L,c v Bo, kde o je unifikace formuli L;, —L.. S témito
predpoklady se dale pracuje stejnym zplsobem jako s pivodnimi
predpoklady L; v A, —L; v B v dikazu véty 2.2.3.

Piiklad 4.2.7 (rezolucni metoda v predikatove logice):

L.

Dokdazeme analytickou pravdivost véty:
,Jisty filosof odporuje vSem filosofim, tedy odporuje sam
sobg.“

Vétu analyzujeme jako (zamyslend interpretace je nad mnozinou
individui, P — podmnozina filosofli, O — relace, ve které
budou ty dvojice, kde prvni odporuje druhému)

Fx {[P(x) A VY (P(y) D O(x.y)] 2 Q(x.x)}

Formuli znegujeme a pfevedeme na klausularni tvar:

VxVy {P(x) A [-P() v O, y)] A —=0(x,x)}. K jednotlivym
klausulim

1. P(x)
2.=P(y) v Q(x.y)
3. =0(x,x)

je nejobecnéj$im unifikatorem substituce {y/x}:
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IL.

4. O(x,x) l.a2.
5. # 3.a4.

Negovana formule je nesplnitelna (kontradikce), proto je
puvodni formule logicky pravdiva.

Dokazme spravnost usudku:

Vsichni ¢lenové vedeni jsou majiteli obligaci nebo akcionafi.
Zadny ¢len vedeni neni zaroven majitel obligaci i akcionaf.
VSichni majitelé obligaci jsou ¢leny vedenti.

Z4dny majitel obligaci neni akcionaf.

Vax [V(x) 2 (O(x) v A(x))]
Vx [V(x) D —=(O(x) A A(x))]
Vx [O(x) D V(x)]

Vx [O(x) D —=A4(x)]

Klausule:

1. =V(x) v O(x) v A(x) 1. predpoklad
2. =V (x) v =0(x) v —A(x) 2. predpoklad
3. =0x) v V(x) 3. ptedpoklad
4. O(k) negovany zaveér
5. A(k) (po Skolemizaci)
6. =0(x) v —A4(x) rezoluce 2., 3.
7. —A(k) rezoluce 4., 6.,
substituce x/k

8. # rezoluce 5., 7.

Negovany zaveér je ve sporu s predpoklady, proto zavér
z predpokladl vyplyva, usudek je platny.

Pozn.: Vsimnéme si, Ze jsme prvni klausuli pfi dikazu
nepouzili. Tedy zavér vyplyva jiz zdruhého a tietiho
predpokladu (prvni je pro odvozeni disledku nadbytecny).
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IIl. Dokazme spravnost usudku:

Kazdy, kdo ma rad Jitiho, bude spolupracovat s Milanem.
Milan nekamaradi s nikym, kdo kamaradi s Lad’ou.
Petr bude spolupracovat pouze s kamarady Karla.

Jestlize Karel kamaradi s Lad’ou, pak Petr nema rad Jitiho.
Vx [R(x, j) = S(x, m)]

Vx [K(x, [) © =K(m, x)]

Vx [S(p, x) D K(x, kr)

K(kr, ) > =R(p, j)

Klausule:
1.  —=R(x,j) v S(x, m) 1. ptedpoklad
2. =K@, ) v —-K(@m,y) 2. ptedpoklad
3. =S, z) v Kz, kr) 3. predpoklad
4. K(kr, D negovany
5. R(p,)) ZAvér
6. —K(m, kr) rezoluce 4., 2., substituce y/kr
7. =S(p, m) rezoluce 3., 6., substituce z/m
8. —R®,)) rezoluce 1., 7., substituce x/p
9. # rezoluce 5., 8.

Negovany zavér je ve sporu s piedpoklady, proto zavér
z predpokladt vyplyva, usudek je platny.

IV. Dokazme spravnost usudku:

Kazdy muz ma rad fotbal a pivo.
Xaver ma rad pouze milovniky fotbalu a piva.
Nékteti milovnici fotbalu nemaji radi pivo.
Kdo neni muz, je Zena.
(musime explicitné stanovit vSechny prredpoklady)

Nekteré zeny nema Xaver rad.

Konstanty: f-fotbal, p-pivo, a-Xaver; Predikaty: M-muz, R-mit
rad, Z-zena
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Vx [M(x) 2 (R(x,f) A R(x,p))]
Vx [R(a,x) > (R(x,f) A R(x.,p))]

edpoklad

iy
fedpoklad

1.
2.

o o

Ix [R(x,f) A =R(x,p)] 3. ptedpoklad
Vx [-M(x) D Z(x)] 4. predpoklad
Vx [-Z(x) v R(a,x)] negovany zaver:
—3x [Z(x) A =R(a,x)]
Klausule:
1. —=M(x) v R(x,f) 1. premisa
2. —=M(x) v R(x,p) 1. premisa
3. —=R(a,y) v R(,f) 2. premisa
4. —=R(a,y) v R(y,p) 2. premisa
5. R(k)) 3. premisa po Skolemizaci x/k
6. —R(kp) 3. premisa po Skolemizaci x/k
7. M) v Z(z) 4. premisa
8. —Z(u) v R(a,u) negovany zaver
9. —R(ak) rezoluce 4., 6. (v/k)
10. —Z(k) rezoluce 8., 9. (u/k)
11. M(k) rezoluce 7., 10. (z/k)
12. R(k,p) rezoluce 2., 11. (x/k)
13. # rezoluce 6., 12.
. Dokazme:

VxVy (D(x,y) D P(x,y)), VxV¥(D(x,y) A P(y,z) D P(x,z)), D(a,b),

D(b,c) |= P(a,c)

Jedna z moznych interpretaci nad universem lidi je tato:

« a, b, cjsouindividuové konstanty oznacujici konkrétni lidi

«  D(x,y) je binarni predikat s vyznamem "x je ditétem »",

P(x,y) je binarni predikat s vyznamem "x je potomkem "

Klausule:
1. =D(x,y) v P(x,y)

2. =D(xy) v —py.z) v p(x,z)
3. D(a)b)

4. D(b,c)

5. —=P(a,)

1. ptedpoklad
2. ptedpoklad
3. ptedpoklad
4. ptedpoklad
negace zavéru
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Uzitim rezolu¢niho pravidla ziskdme po provedeni potiebnych
unifikaci nasledujici rezolventy:

6. —D(a,)

7. =D(a,y) v —P(y,c)
8. —P(b,)

9. =D(b,c)

10. #

rezoluce: 5,1 {x/a,y/c}
rezoluce: 5,2 {x/a,z/c}
rezoluce: 7,3 {y/b}
rezoluce: 8,1 {x/b,y/c}
rezoluce: 9,4

Odvodili jsme spor — zavér z predpokladii vyplyva.

VL. Dokazme: P(a),Vy [P(y) 2 P(fy))] = p(f(fa)))

Jedna z moznych interpretaci pouzit¢ho jazyka predikatové

logiky je tato:

« proménna y probihd mnozinu vsech celych ¢isel,

« aje konstanta oznacujici konkrétni celé ¢islo (napf. 4),

«  P(y) je unarni predikat s vyznamem "y je sudé ¢islo",

«  fly) je unarni funkéni symbol s vyznamem "druha mocnina

Cisla y".
Klauzule:
1. P(a)
2. =P@y) v P(f(y))
3. =P(f(f(a))
rezolventy:
4. =P(f(a))
6. #

predpoklad
predpoklad
negace zaveéru

rezoluce: 3, 2 {ifla)}
rezoluce: 4, 2 {yla}
rezoluce: 5, 1

Spor byl odvozen, tj. zavér z predpokladii vyplyva.
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4.2.3 Zakladni principy logického programovani

Definice 4.2.5 (metoda logického programovdni):

Metoda logického programovani (v Prologu) je specialnim pripadem
obecné rezoluéni metody. Oproti obecné rezoluéni metodé spliluje
nasledujici omezeni:

«  pracuje pouze s Hornovymi klauzulemi (které maji nanejvys
jeden pozitivni literal),

«  pouziva linedrni strategii generovani rezolvent (viz kapitola 2.2)
spolu s tzv. navracenim (backtrackingem).

Poznamky: Necht’ Qy,....,0n, P jsou klausule.

1. Logické programy pouzivaji nasledujici notaci pro zapis

klauzuli:

Hornovy klauzule Ekvivalentni logicky Zapis v logickém programu
tvar (Prolog)
—01v—0s ONOA..AQy D P P =01, 05,.,0n 1.
V..v—0,vP
—-0i1v -0,V P OInOL, D P P=0, 0o 2.
_‘Ql v P QlDP P— Ql~ 3.
P P P. 4.
—01Vv =y V..V —(O1 A Q2 A Q) 7= 01, 020,00 5.
ﬁQn

-0 v =0, —(01 A D) -0, On. 6.
=01 -0 - Q. 7.
# # # 8.

2. 'V logickém programovani pouzivame nasledujici terminologii:

Zapisy 1.,2.,3.: podminéné piikazy (pravidla)
Zapis 4.: nepodminény piikaz (fakt)
Zapisy 5.,6.,7.: cile /cilové klauzule/

Zapis 8.: # spor /prazdna klauzule/
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« P=01, 0,.,0n podminény piikaz

(deklarace procedury)
P =R(t1, tr,....t%) hlava procedury
P jméno procedury
t formalni parametry procedury
01, 02,..,0n. télo (prikazy) procedury
. =01, 02,00 mnozina cild (volani
podprocedur)
O =5(51, 525...55m) hlava cile
0 jméno volané procedury
S skute¢né parametry volani

Definice 4.2.6 (logicky program):

Logicky program je posloupnost prikazi (procedur) podminénych (tj.
pravidel) i nepodminénych (tj. fakth). Cilova klauzule zadava otdazky,
na které ma program nalézt odpovédi.

Pozn.: Pojem piikazu chapeme ve smyslu pfedchozi poznamky.
Logicky program je tedy deklarativni (ne imperativni).
Specifikujeme, “co se ma provést” a meuréujeme, “jak se to ma
provést”.

V logickych programech plati navic tyto notac¢ni konvence a zasady:

—  Proménné zacinaji Velkym pismenem

—  Jména predikatt, funkci a konstanty zacinaji malym pismenem

—  Klausule ukoncujeme teckou nebo stiednikem,;

—  Stifednik vyvolava proces navraceni a program se pokousi
odvodit dalsi dasledky

—  Je-li ve vstupnim dotazu volnd proménnd, pak program vypise
ty hodnoty proménné, pro které dany dotaz vyplyva, tedy
odpovéd’ je Ano.

Algoritmus (interpretace logického programu):

(1) Za aktualni cilovou klauzuli vezmi vychozi cilovou klauzuli
(dotaz).
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2

3

4

Je-li aktudlni cilova klauzule prazdna, ukonci vypocet s
odpovédi "ano" na otazky polozené vychozi cilovou klauzuli.
(Byly-li ve vychozi cilové klausuli volné proménné, pak
posledni substituce termtl za tyto proménné je feSenim — soucast
odpovédi.) Neni-li aktualni cilova klauzule prazdna, ptejdi k
bodu (3).

Vezmi nejlevéjsi cil v aktualni cilové klauzuli a hledej v
programu piikaz se stejnym jménem, ktery dosud nebyl s timto
cilem konfrontovan (neuspésné). Pti hledani tohoto cile postupuj
v programu shora dold (podle potadi prikazl). Nenaleznes-li
takovy piikaz, ukon¢i vypocet s odpovédi "ne" na otazku
polozenou aktualni cilovou klauzuli. Naleznes-li, piejdi k bodu

(4).

Pokus se unifikovat hlavu vybraného cile s hlavou nalezené¢ho
stejnojmenného piikazu. Jestlize unifikace neexistuje, vrat’ se k
bodu (3). Jestlize existuje, vezmi za novou aktudlni cilovou
klauzuli rezolventu dosavadni cilové klauzule s télem
nalezeného piikazu (pfi uziti nejobecnéjsi unifikace hlavy cile a
hlavy ptikazu). Piejdi k bodu (2).

Piiklad 4.2.8: PrepiSeme dikaz platnosti usudku z piedchozi
kapitoly, ptiklad V, do logického programu s tim, Ze ptiddme jesté
jeden fakt — d(f,c).

Program 1.:

1. p(X,Y):—d(X,Y).

2. p(X,2)—d(X,Y), p(Y.Z).
3. d(a,b).

4.d(b,c).

5. d(f,c)

Uloha 1.

6. 7—p(a,c). cil / dotaz

Vypocet ulohy 1 programem 1:

7. 7—d(a,c). rezoluce: 6.,1.
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6. 7—p(a,c).

navraceni, nebot’ cil 7. nelze splnit
7.7-d(a,Y), p(Y,c).

8. 7—p(b,c).

9. 7—d(b,c).

10. ano

Uloha 2.
6. 7—p(f,a).

Vypocet ulohy 2 programem 1:
7. ?7—d(f,a).

- 7p(f.a).

.2—d(£)Y), p(Y,a).

. 7p(c,a).

. 7—d(c,a).

. 7-p(c,a).

. 7-d(c,Y), p(Y,a).

10. ne

0 O 03D

Nel

vSechny (ob&) moznosti programu

Program 2.:
1. p(X,Y):—d(X,Y).
2. p(X,Y):—p(X,Z), d(Z,Y).
3. d(a,b).
4. d(b,c).
5. d(f,c).
6. 7—p(a,c).

Vypocet ulohy 1 programem 2:
7. 7—d(a,c).

. 7-p(a,c).

. 7-p(a,2), d(Z,c).

. ?7-d(a,2), d(Z,c).

. ?2—d(b,c).

10. ano

Nelie N o)

Vypocet ulohy 2 programem 2:
7. ?7—d(f,a).
6. 7—p(f,a).

backtracking

rezoluce: 6.,2. (X/a, Z/c)

rezoluce: 7.,3. (Y/b)

rezoluce: 8.,1. (X/b, Y/c)

rezoluce: 9.,4.

zadani — cil

rezoluce: 6.,1.

backtracking

rezoluce: 6.,2.
rezoluce: 7.,5.
rezoluce: 8.,1.

backtracking

rezoluce: 8.,2.

d(c,Y) nelze rezolvovat s
zadnym piikazem, pro splnéni cile p(c,a) byly vyzkouseny

cil / dotaz

rezoluce: 6.,1.

backtracking

rezoluce: 6.,2.
rezoluce: 7.,1.
rezoluce: 8.,3.
rezoluce: 9.,4.

rezoluce: 6.,1.

backtracking
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7. 7p(f,2), d(Z,a). rezoluce: 6.,2.

8. 7-d(f,2), d(Z,a). rezoluce: 7.,1.

9. 7—d(c,a). rezoluce: 8.,5.

7. 7-p(£,2), d(Z,a). backtracking,

10. 7-p(f,U), d(U,Z), d(Z,a) rezoluce: 7.,2., ... nekoneény
vypocet

Poznamky k vypoctu uilohy 2 programem 2.

— Kdybychom generovali rezolventy do §itky misto do hloubky,
skon€il by vypocet po konecném poctu krokti. Druhy cil cilové
klauzule 8. je ziejmé nesplnitelny a tedy celd klauzule 8. je
nesplnitelna a odpovéd’ na otdzku 2.ulohy je tedy zaporna.

— Potfebna pfejmenovavani vazanych proménnych tak, aby
nedochazelo ke kolizim (viz napf. vznik posledni 10. klauzule
rezoluci z klauzuli 7.a 2.) provadi automaticky interpret
Prologu.

Dalsi typy moznych uloh, dotazii:
?-p(a,c), p(b,a). plati soucasné p(a,c), p(b,a) ?

?7-p(X,c). existuje X takové, ze p(X,c) ?

?7-p(a,X). existuje X takové, ze p(a,X) ?

7-p(X,Y). existuji X,Y takova, ze p(X,Y) ?
Vypocet druhého dotazu programem 2.

6. 7-p(X,c).

7. 7-d(X,c). rezoluce 6, 1 (Y/c)

8.ano X=Db rezoluce 7, 4 (X/b)

Program vyda jako odpovéd posledni substituci za volnou
proménnou obsazenou v dotazu. Tedy odpovéd’ zni, ano, cil p(X,c)
je splnén pro X=b. Zadame-li stfednik ; pak se ptame na dal$i mozné
odpovédi, vyvolame proces navraceni (backtracking):

6. 7-p(X,c).

9. 7p(X,Z), d(Z,c). rezoluce 6, 2 (Y/c)

10. 7-p(X,Z).

11. 7-d(X,Z). rezoluce 10, 1

12. ano rezoluce 11, 3 (X/a, Z/b)
13. 7—d(b,c).

14. ano, X =2a
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Piiklad 4.2.9.

Program:

. s(fIX,Y))—s(X).

. s(IXY))—s(Y).

. 8(g(X,Y)):—s(X),s(Y).
. s(a).

. 8(b).

DW=

Poznamka:

Jedna z moznych interpretaci pouzitého jazyka predikatové

logiky je tato:

X, y jsou proménné probihajici mnozinu celych ¢isel,
a, b jsou konstanty, tj. konkrétni cel4 ¢isla,

funkce f, g maji vyznam: f(x, y) = x.y, g(x, y) =x+y,
predikat s(x) ma vyznam: Cislo x je sudé.

6. 7—s(g(f(a,c),f(d,b))).  zadani (ptame se, zda Cislo a.c +
d.b je sudé)

Vypocet:

7. 7-s((f(a,c)),s(f(d,b))). rezoluce: 6.,3.

8. 7-s(a),s(f(d,b))). rezoluce: 7.,1.

9. 7—s(f(d,b)). rezoluce: 9.,2.
10.7—s(d). rezoluce: 9.,1.
9. 7—s(f(d,b)). backtracking
10.7—s(b). rezoluce: 9.,2.
11. ano rezoluce: 10.,5.

Piiklad 4.2.10 (Eukliditv algoritmus):

Program:

1. nsd(X,X,X).
2. nsd(X,Y,Z):-p(X,Y), nsd(f(X,Y),Y,Z).
3. nsd(X,Y,Z):-p(Y,X), nsd(X,f(Y,X),Z).
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Poznamka: Jedna z moznych interpretaci pouzitého jazyka
predikatové logiky je tato:
« X, y,zjsou proménné probihajici mnozinu celych Cisel,
«  funkce f ma vyznam: f(x,y) =x -y,
o binarni predikat p(x,y) ma vyznam x >y,
o ternarni predikat nsd(x,»,z) ma vyznam: nejveétSim
spole¢nym délitelem cisel x, y je ¢islo z.
S wuzitim obvyklého matematického znaCeni miZeme program
prepsat v citeln€jsim tvaru:
1. nsd(X,X,X).
2. nsd(X,Y,Z):-X>Y, nsd(X-Y,Y,Z).
3. nsd(X,Y,Z):-Y>X, nsd(X,Y-X,Z).
Pozn.: Predpokladame, ze kromé téchto tii klausuli ma nas program
k dispozici vestavéné matematické procedury, které pocitaji bézné
matematické tlohy, jako 6-4, 4>2, apod.

Uloha:
4. 7-nsd(4,6,Z)  zadani (hledame nejvétsiho spoleéného délitele &isel 4 a 6)

Vypocet:

5. 7-4>6, nsd(4-6,6,7) rezoluce: 4.,2.

4. 7-nsd(4,6,7) backtracking

5. 7-6>4, nsd(4,6-4,7) rezoluce: 4,3.

6. 7-nsd(4,2,7) fakt "6>4", vypocet klausule 5.
7. 7-4>2,nsd(4-2,2,7) rezoluce: 6.,2.

8. 7-nsd(2,2,7) fakt "4>2", vypocet klausule 7.
9.ano, Z =2 rezoluce: 8.,1.

Piiklad 4.2.11 (generovani piirozenych cCisel):
Pozndamka: Interpretujme p(x) jako predikat "x je pfirozené
¢islo" a f(x) jako funkci "néslednik ¢isla x".

Program:

1. p(0). 0 je ptirozené Cislo

2. p(f(X)):—p(X). naslednik pfirozeného
Cisla je pfirozené ¢islo
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Zadani:

3. 7-p(f(X)). jaka jsou vSechna pfirozena ¢isla ?
Vypocet:

4. 7-p(X). rezoluce: 3.,2.

5. p(f(0)). nebot’ otazka 3. je splnéna pro X=0

3. 7-p(f(X)). backtracking

4. 7-p(X). rezoluce: 3.,5.

6. p(f((0))). nebot’ otazka 3. je splnéna pro X=f£(0)

...... X=f(f(0)), ...

Na zavér této kapitoly uvedeme jednoduchy ptiklad toho, jak zapsat
vjazyce PL' a v logickém programu (Prologu) dané znalosti a
dotazy na to, co z nich vyplyva.

Priklad 4.2.12
VSsichni studenti maji danové tlevy.
Kdo ma danové ulevy, je na tom dobfe.
Vsichni studenti jsou mladsi nez Karlova matka.
Tom a Petr jsou studenti.
Je Karel student?
Kdo je mladsi nez Karlova matka?
Kdo je na tom dobte?

PL! Klausule

Vx [S(x) o U(x)] 1. =S(x) v Ulx)

Vx [U(x) D D(x)] 2. =Ux) v D(x)

S(@) A S(p) 5. S(»
6. S(p)

Vx [S(x) 2 M(x,m(k))] 7. =S(x) v M(x,m(k))

S(k) 8. —S(k)

Ne, nelze unifikovat

M(x,m(k)) 9. —M(x,m(k))
10. —=S(x) rez. 9,7
11. x=t¢ rez. 5, 10
12. x=p rez. 6, 10

D(x) 13. =D(x)

179



14. ~U(x) rez. 2, 13

15. =S(x) rez. 1, 14
16. x=t rez. 5,15
17. x=p rez. 6, 15
Program:
l. uleva(X):—student(X).
2. dobre(X):—uleva(X).
3. mladsi(X,m(k)):—student(X).
4. student(tom).
5. student(petr).
6. ?student(karel). Je Karel student?
7. NE
8. ?mladsi(X,m(k)). Kdo je mladsi nez Karlova matka?
9. ANO, X=tom;
Tom; a jesté nékdo?
10. ANO, X=petr; Petr; a jesté n¢kdo?
11.NE
12. ?dobre(X). Kdo je na tom dobte?
13. ?uleva(X). Kdo ma tulevy na danich?
14. ?7student(X). Kdo je student?
15. ANO, X=tom; Tom je na tom dobfe;
a jesté n¢kdo?
16. ANO, X=petr; Petr; a jesté n¢kdo?
17.NE

Cviceni ke kapitole 4.2.

1. Pievedte do Skolemovy klauzularni formy nasledujici formule:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

AxVyvz[P(X,Y,z)]
Ix3AyVvz[P(X,Y,z)]
AxVy3az[P(X,Y,z)]
vx3yvz[P(x,y,z)]
vx3y3z[P(X,y,z)]
vxVvy3az[P(x,y,z)]
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g) Vx3yvzav[P(z,y)AQ(X,v)]

h) Vvx3yvzav[P(z,y)>Q(X,v)]

i) vx3yvzav[P(z,y)AQ(x,y)]

i) vx3ayvz[(P(x,y) > Q(Y,z)) v Q(X,y)]

k) [Vx(P(x) 23yvz(P(y) A Q(Y,z) A Q(x,2)))] 3xQ(X,a)
) IX[P(x)=23z[-VY[Q(X,y)2P(f(v))IAVY[Q(X,y)2P(x)]1]
Unifikujte:

a) P(x,y); P(z, g(t))

b) P(f(x), z, 9(y, a)); P(y, x, 9(f(a), z))

c) P(x, b, (x)); P(a, y, f(y))

d) P(x, f(x,z), h(a)); P(y, f(y,y), w)

Rezolulni metodou ovéite platnost usudkii, popripadé upravte
tak, aby byly platné:

a)

b)

d)

Nikdo, kdo trpi klaustrofobii nemtize pracovat jako liftboy.
Vsichni horolezci trpi klaustrofobii.

Proto zadny horolezec nemuze pracovat jako liftboy.

Vsechny dievéné stoly jsou stoly.
Vsechny dievéné stoly jsou ze dieva.

Nekteré stoly jsou ze dieva.

Vsechny muchomtrky zelené jsou jedovaté.
Tato tuzka je muchomurka zelena.

Tato tuzka je jedovata.

Kazdy, kdo miluje jachting a mofte, citi k mofi respekt
Nekteti respekt k mofi neciti, ackoli ho miluji.

Ziejmée existuji takovi, ktefi miluji mote, ale nikoli jachting.
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Kazdy nékomu pije krev.
Komu pije krev Drakula, ten brzo zemie.

Nékdo brzo zemfre.

Kazdy horolezec ma rad p&kné pocasi a pivo.

Michal mé rad pouze milovniky pékného pocasi a piva.”
Nektefi milovnici pékného pocasi nemaji radi pivo.
Kdo neni horolezec, ten se boji vysek.

Michal nema rad nékteré lidi, ktefi se boji vysek.

Pomoci rezolucni metody ovéite logickou platnost formuli:

IxP(x) v Ix—P(x)

Vx [Fy0(x,y) v Vz—=Q(x,2)]

[FxP(x) 2 IxO(x)] © Ix [P(x) D O(x)]

Vx [[=P(x) v O(x,h(x))] A =P(fla))]

VxiVx23y {[P(x1) D Q(x2,)] 2 Vz [[Q(x2) D R(2)] ©
[P(x1) D R(2)] ]}

IxTy [P(x,y) A Vr =Q0(x,r)] v VsV3z [-P(s,f) v O(t,z) v
[O(s.2) A —P(1,2)]]

Pouzijte rezoluéni metodu ke stanoveni odpovédi na nasledujici
,.hlavolam®:

Tom, Milan a Jan jsou ¢leny jistého sportovniho klubu. Kazdy ¢len
tohoto klubu je lyzaf nebo horolezec. Zadny horolezec nema rad
dést’, vSichni lyzafi maji radi snih. Milan nemd rad to, co ma rad
Tom a ma rad to, co Tom rad nema. Tom ma rad dést’ a snih.

a) Existuje v klubu sportovec, ktery je horolezec, ale nikoliv lyzai?
b) Pokud ano, ktery z nich to je?

¢) ,,Minimalizujte pfedpoklady nutné pro odvozeni odpovédi.
Jinymi slovy, které ptedpoklady jste pii odvozeni odpovédi
nepotiebovali?
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6. Dokazte rezolucni metodou, ze kazdy predikat P, ktery splituje
predpoklady Ai, Az a As, je reflexivni, tedy pro néj plati také R).

A1) VxVy [P(x,y) D P(y,x)] symetrie
Ar) VxVyVz [(P(x,y) A P(y,2)) D P(x,z)] transitivita
As3) Vxdy p(x.y)

R) Vxp(xx) reflexivita

Jinymi slovy dokazte, ze (A1 A Az A A3) D R je logicky pravdiva
formule.
Najdéte model mnoziny predpokladti {Ai, Az, Az}.

7. Zapiste nasledujici piedpoklady jako program v Prologu a
vyFeste dotaz.

Kazdy horolezec ma rad pékné pocasi a pivo.

Michal ma rad pouze milovniky pékného pocasi a piva.
Tom a Petr maji radi pékné pocasi, ale nemaji radi pivo.
Kdo neni horolezec, ten se boji vysek.

Existuje nékdo, kdo se boji vySek a Michal jej nema rad?

8. Pouzijte rezoluéni metodu k tomu, abyste zodpovédéli otazky:
George, Tim, John a Bill jsou fotbalovi fanousci. Nick a John
podporuji Banik, Tim podporuje Spartu. Nick ma rad kazdého,
kdo podporuje Banik, zatimco George ma rad kazdého, kdo je
sice fotbalovy fanousek, ale nepodporuje Spartu.

Otazky:
a) Koho ma rad Nick?
b) Ma George rad Billa?
¢) Koho ma rad George?
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9. 'V databazi jsou tii tabulky, DODAVATEL, VYROBEK a
DODAVKA:

DODAVATEL
Kéd-dod \ Jméno Profese Mésto
001 Novék Dovozce Praha
110 Brown Vyrobce Londyn
003 Pinkava obch.zastupce Plzen
VYROBEK
003 Olej 30 300 litr
004 Pneumatiky 157/75 2500 ks
013 Olej 50 500 litr
005 Lampy RAAI 10 ks
Dodavka
Kéd-dod | Kéd-vyr  Mnoistvi
001 004 2500
110 013 130
i) Zapiste obsah téchto tabulek jaka fakta v Prologu.
ii) Formulujte ndsledujici dotazy v Prologu:

a) Jaka jsou jména dodavatelt oleje?

b) Ve kterém mést¢ sidli dodavatelé pneumatik a ve

kterém mést¢ dodavatelé oleje?
c) Co dodava pan Brown?
d) Kteti dodavatelé oleje dodavaji méné nez 300 tun a
sidli v Londyng?
e) Kdo dodava olej a kdo lampy?

Navod: Pouzijte predikaty, napf.
jméno(X,Y), profese(X, ¥), mesto(X, ¥), vyrobek(X,Y),
typ(X, Y), vaha(X,Y), mj(X,Y), dodava(Ki,K>,Y),
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kde proménna X probiha vzdy ptes piislusné kody a
proménna Y ptes hodnoty pfislusného atributu v tabulce.
Nebo druha moznost: dodavatel(X, Y, U, V),

vyrobek(X, Y,Z U, V), dodava(K,K>,Y).
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