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Vyrokova logika

Analyzuje zpusoby skladani jednoduchych vyroku do
vyroku slozenych pomoci logickych spojek.

Co je to vyrok? Vyrok je tvrzeni, o némz ma smysl
prohlasit, zda je pravdive ci nepravdive

Princip dvouhodnotovosti — tercium non datur —
dvouhodnotova logika (existuji vSak vicehodnotove
logiky, logiky parcialnich funkci, fuzzy logiky, ...)
Trivialni definice?

Jsou vSechna tvrzeni vyroky? Ne, nejsou:

— Francouzsky kral je holohlavy

— Prestal jste bit svou zenu?

(zkuste odpovédét ano nebo ne, pokud jste nikdy nebyl Zenaty nebo
nikdy svou zenu nebil)
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Vyrokova logika: semanticky vyklad
(Seémantika = vyznam)

Vyroky delime na:
— Jednoduché — zadna vlastni Cast jednoduchého vyroku jiz neni
vyrokem

— Slozené — vyrok ma vlastni Cast(i), ktera je vyrokem
Princip kompozicionality. vyznam slozeného vyroku je
funkci vyznamu jeho slozek.

Vyznam jednoduchych vyroku redukuje VL na Pravda
(1), Nepravda (0).

Proto je vyrokova logika vlastne algebrou pravdivostnich
hodnot.
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Vyrokova logika:
priklady slozenych vyroku

* V Praze prsi a v Brne je hezky.

]

V, spojka V,

* Neni pravda, ze v Praze prsi.

| |

spojka Vyrok
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Jazyk vyrokove logiky

* Formalni jazyk je zadan abecedou (mnozina
vychozich symbolu) a gramatikou (mnozina
pravidel, ktera udavaji, jak vytvaret ,Dobre
utvorene formule” - DUF)

« Jazyk vyrokove logiky

» abeceda:
— Vyrokove symboly: p, q, r, ... (pfipadné s indexy)
— Symboly logickych spojek (funktort): —, v, A, D, =
— Pomocné symboly (zavorky): (, ), [, I, {, }
* Vyrokove symboly zastupuji elementarni vyroky
— Symboly —, v, A, D, = nazyvame po rade
negace (—), disjunkce (v), konjunkce (1),
implikace (o), ekvivalence (=).
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Jazyk vyrokové

logiky

» Gramatika _
(definuje rekurzivné dobre utvoreneé formule DUF)
Induktivni definice nekone¢né mnoziny DUF
1. Vyrokové symboly p, q, r, ... jsou (dobre utvorene) formule
(baze definice).
2. Jsou-li vyrazy A, B formule, pak jsou (DU) formulemi i vyrazy
(ﬁA)! (A N B)! (A v B)! (A > B)! (A = B)
(indukéni krok definice).
3. Jinych formuli vyrokové logiky, nez podle bodu (1), (2) neni.
(uzaver definice).
» Jazyk vyrokove logiky je mnozina vsech dobre utvorenych
formuli vyrokove logiky.
Pozn.: Formule dle bodu (1) jsou atomickeé formule

Formule dle bodu (2) jsou slozené formule
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Vyrokova logika: Dobre utvorene formule

v

Dohoda: vnéjsi zavorky muzeme vybechat
Priklad: (p> Q) AP je DUF (vnéjSi zavorky vynechany)
(pv)—==q neni DUF

Pro spojky se nekdy uzivaiji jiné symboly:

Symbol alternativné
D =, >

= o, ©

A &

—/ ~

Priorita logickych spojek: —, A, v, D, = (v tomto poradi).

Priklad: (p © Q) A p neni ekvivalentnip > qAp!
druha formulejep o> (Q A p) !

Proto radéji nezneuzivat priority a psat zavorky!

Logika v praxi



sémantika (vyznam) formuli

Pravdivostni ohodnoceni (valuace) vyrokovych symbolu je zobrazeni
v, které ke kazdemu vyrokovému symbolu p prirazuje pravdivostni
hodnotu, tj. hodnotu z mnoziny {1,0}, ktera kdduje mnozinu {Pravda,
Nepravda}: {p.;} — {1,0}

Pravdivostni funkce formule vyrokove logiky je funkce w, ktera pro
kazdé pravdivostni ohodnoceni v vyrokovych symbolu p pfifazuje
formuli jeji pravdivostni hodnotu. Tato hodnota je urCena induktivné
takto:

* Pravdivostni hodnota elementarni formule: w(p), = v(p) pro vSechny
vyrokové promenné p.
« Jsou-li dany pravdivostni funkce formuli A, B, pak pravdivostni funkce

formuli
—A,AAB,Av B, A>B, A=B jsoudany nasledujici
tabulkou 2.1:
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Tabulka 2.1. pravdivostni funkce

A B|-A|AvB|AAB|A>B|A=8B
11 1 0 1 1 1
110 O 0 0 0
0| 1 1 0 1 0
0|0 1 0 0 1 1
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Elementarni vyroky: prekladame symboly p, q, r, ...
Spojky pfirozeného jazyka: prekladame pomoci symbolu pro spojky:

Negace:
,neni pravda, ze“: — (unarni spojka)
Opava neni velkomeésto: —p
Konjunkce:
,a . A (binarni, komutativni) spojka;
Praha je velkomesto a 2+2=4.: pAqQ
Pozor!
ne vzdy, ne kazdé ,a“ je logicka konjunkce.
Napfr. ,Jablka a hrusky se pomichaly”,

,Prisel jsem domu a zatopil“.
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Disjunkce:
,hebo”: v (binarni, komutativni) spojka;
Praha nebo Brno je velkomésto. (,nevylucCujici se”): pvq

V pfirozeném jazyce Casto ve smyslu vylucujicim se ,bud, anebo”
(Pdjdu do Skoly (a)nebo zustanu doma.)

Vylucujici se ,nebo” je non-ekvivalence

Ma smysl to rozliSovat, napf. v otazkach.
Q: ,Je Tom docent nebo profesor?”
A: Ano
Q: ,Je Tom docent, nebo profesor?“
A: profesor

Logika v praxi
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Spojka implikace

Jestlize, pak”, ,kdyz, tak”, ,je-li, pak®:
,Kdyz jsem unaveny (u), nepracuiji (p)“ uos—p

> (binarni, nekomutativni) spojka;
Prvni Clen implikace je antecedent, druhy konsekvent.
Implikace (ani zadna jina spojka) nepredpoklada zadnou obsahovou
souvislost mezi antecendentem a konsekventem, proto byva nékdy
nazyvana materialova implikace (stfedoveék "suppositio materialis™).
Implikace tedy (na rozdil od Castych pfipadu v pfirozeném jazyce)
nezachycuje ani pri¢innou ani casovou vazbu.
"Jestlize 1+1=2, pak zelezo je kov” (pravdivy vyrok): poq
"Jestlize existuji ufoni, tak jsem papez”: por
(co tim chce dotyCny fict? Nejsem papez, tedy neexistuji ufoni)
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Spojka implikace

 Pozn.: Spojce “protoze” neodpovida logicka spojka implikace!

“Hokejisté prohrali (p) semifinalovy zapas, proto se vratili (v) z olympiady
predCasne”: (pDv) 2?77

,Protoze jsem nemocen, zUstal jsem doma“. no>d 7???

Ale implikace je pravdiva, je-li antecedent nepravdivy. Tedy obé véty by
byly v pfipadé, ze hokejisté neprohrali nebo nejsem nemocen pravdive.
Ale to neodpovida jejich vyznamu.

Mohli bychom to analyzovat pomoci modus ponens: [p A (p 2 q)] 2 g
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Spojka ekvivalence

Ekvivalence:
"pravé tehdy, kdyz”, "tehdy a jen tehdy, kdyZz”, apod. , ale ne "tehdy,
kdyz” — to je implikace!
"Recka vojska vyhravala boje tehdy (a jen tehdy), kdyz o jejich
vysledku rozhodovala fyzicka zdatnost”: p=q
Pouziva se nejCastéji v matematice (v definicich),
Vv pfirozeném jazyce fidCeji

Priklad:
"Dam ti facku, kdyz mé oklameS§” okl o facka
"Dam ti facku tehdy a jen tehdy, kdyZz mé oklames okl = facka

Situace: Neoklamal jsem. Kdy mohu dostat facku?
Ad a) — mUZzu dostat facku, ad b) — nemuUzu dostat facku.

Logika v praxi
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Splnitelnost formuli,
tautologie, kontradikce, model

Model formule A: ohodnoceni vyrokove logickych
promennych p, q, ... (valuace) v takove, ze formule A
je v tomto ohodnoceni v pravdiva: w(A), = 1.
Formule je spinitelna, ma-li alespon jeden model
Pr.. (p = q) je splnitelna, ma tfi modely:

a) p=1, g=1 b) p=0, g=1 c) p=0, g=0
Mnozina formuli {A,,...,A,} je splnitelna, existuje-li
ohodnoceni v, které je modelem kazde formule A,
1=1,...,n.
Pr.. Nesplinitelne mnoziny formuli:

{p, —p}, {(p > q), —q, p}
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Splnitelnost formuli,
tautologie, kontradikce, model

Formule A je tautologie, znaCime |= A, je-li kazdé
ohodnoceni v jejim modelem

Pr.|=(pv—=p), [=(P>p)[=(p>9) A—-q)>—p]
Formule je nesplnitelna (kontradikce), nema-li
zadny model (napf. formule tvaru A A -A)

Pr. Kontradikce: (p A —p), [(p © q) A =q A P]

16
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Pr.: Formule A: —(p > q) = (p A —q)

Formule A je tautologie, —A kontradikce, formule
(p 2 9), (p A —q) jsou splnitelné.

PlAa|pP>2g|PpA—q|=(p>q)|~(PDa)=(PAr—q)| A
111] 1 0 0 1 0
110 O 1 1 1 0
01| 1 0 0 1 0
0[0| 1 0 0 1 0

Logika v praxi
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Vyrokove logicke vyplyvani

Formule A vyrokove logicky vyplyva

z mnoziny formuli M, znaCime M |= A, jestlize
A je pravdiva v kazdém modelu mnoziny M.
Poznamka: Okolnosti (definice 1) jsou zde

mapovany jako ohodnoceni (Pravda - 1,
Nepravda - 0) elementarnich vyroku:

Za vsech okolnosti (pri vsech ohodnocenich),
kdy jsou pravdivé predpoklady, je pravdivy i
zaver
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Priklady: Logicke vyplyvani

Je doma (d) nebo Sel na pivo (p)
Je-li doma (d), pak nas oCekava (0)

— Jestlize nas neocCekava, pak sel na pivo p.

_)

Vi
O OO0 A =

d, p,0
11

OO = = O 0 -~
O L O = O = O =

dvp,doo
1 1
1 0
1 1
1 0
1 1
1 1
0 1
0 1

- —|ODp
1

O m) = = QO =

Logika v praxi

zaver je
pravdivy
ve vsech ctyrech

modelech
predpokladu
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Priklady: Logicke vyplyvani

Je doma (d) nebo Sel na pivo (p)

Je-li doma (d), pak nas oCekava (0)

= Jestlize nas neocCekava, pak sel na pivo p.
dvp,doo|=-0>op

Tabulka ma 2" radku! Proto dukaz sporem:

Predpokladejme, ze usudek neni platny. Pak tedy
mohou byt vsechny predpoklady pravdive a zaver
nepravdivy: dvp,dool|= —0>p

1 1 0

j1oo
1 0 1] 0 \

T 0
Spor
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(Vyrokove) logicke vyplyvani

Vsechny usudky se stejnou logickou formou
jako platny usudek jsou platné:
dvp,doo|l=—-0>p
Za proménné d, p, o muzeme dosadit kterykoli
elementarni vyrok:
Hraje na housle nebo se uci.
Jestlize hraje na housle, pak hraje jako Kubelik.
Tedy = Jestlize nehraje jako Kubelik, pak se uci.

Platny usudek — stejna logicka forma
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Varianta stejne logicke formy

V programu je chyba nebo je problém prilis slozity

Je-li v programu chyba, pak bylo zadani spatné
formulovano

Ale zadani bylo formulovano dobre

Tedy, problém je prilis slozity
dvp,doo|l=—-0>2p
dvp,doo,—0|=p
pvsS, p>oz —zZ|=s

Logika v praxi
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(Vyrokove) logicke vyplyvani

P,,....,P, |= Z pravé kdyz |= (P4 A...AP,) D Z.

Dukaz, ze formule je tautologie, nebo Ze zavér Z
logicky vyplyva z predpokladu:
Primo — napr. pravdivostni tabulkou
Neprimo, sporem:
—((P4 A...AP,) 2 Z), tj. Py A...A P, A —Z je Kontradikce,
cili mnozina {P,, ..., P,, —Z} je sporna (nekonzistentni,
nesplnitelna, nema model: neexistuje ohodnoceni v, ve
kterém by byly vSechny formule této mnoziny pravdive)
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Dukaz tautologie

I=((P>q)A—q)>—p
Sporem:
((p 2 q) A—=q) Ap negovana f. musi byt kontradikce

1 1 pokus, zda muze byt 1
1 1
1 1 0
spor

Pri zadneém ohodnoceni neni negovana formule pravdiva,
tedy puvodni formule je tautologie

Logika v praxi
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