Matematicka logika. 1

Predmluva

Tato skripta pojednavaji o logice. Text je urCen studentim jak technickych obori jako
informacni technologie, komputa¢ni lingvistika, ale i1 filosofickych obort a vSech
sptiznénych disciplin.

Pokousim se ptedstavit logiku jako disciplinu, kterou potiebuje témét kazdy. Proto v prvni
uvodni kapitole nejprve pojednavam o tom, co je to logika, kde a v ¢em nam miize logika
pomoci, a co je predmétem studia logiky.

Dalsi kapitola je vénovana snad nejsnadnéj$imu logickému systému, a tim je vyrokova
logika. OvSem jiz zde ukazuji, ze 1 ve vyrokové logice mliizeme najit zajimavé problémy,
pfi jejichz feSeni nam formalni apardt pomulze. Dalsi kapitola se zabyva vykladem
predikatové logiky prvniho radu, tj. snad nejrozsifenéjSiho logického systému, ktery se
dnes stal jiz téméf tésnopisem matematiky. Opét nejprve ukazuji, kde a jak nam
formalizace v systému predikatové logiky pomahad, ale zaroven poukazuji na meze tohoto
systému.

Da se tedy fict, Ze druhd a tieti kapitola predstavuji klasické logické kalkuly. V nasledujici
zaveérecné kapitole pak predstavuji, jak je mozno v ramci téchto kalkuli budovat jednotlivé
teorie ur¢itych partikularnich problémd.

Kazda kapitola je doprovazena cvicenimi, tak, aby si ¢tenaf mohl ihned ovéfit, ze vSe dobie
pochopil.
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1. Uvod

Intuitivni, neformalni, zZivé mySleni vétSiny lidi v naprosté vétSiné ptipadt dodrzuje
zakony logiky, aniz by lidé tyto zdkony nutné znali a jejich pouzivani si explicitné
uvédomovali. Podobné 1idé dokazi gramaticky spravné se vyjadifovat ve svém matefském
jazyce, aniz by nutné¢ znali a uméli formulovat gramatickd pravidla, jimiz se pouZzivani
jazyka tidi. Je vSak proto znalost logiky nebo gramatiky zbytecna? Nikoliv, a to
pfinejmensim z téchto divodi:

1. Intuitivni, podvédoma znalost selhava ve slozitéjSich nebo neobvyklych ptipadech. To se
stalo napf. v matematice na prelomu 19. a 20. stoleti. V teorii mnozin, kterd se méla stat
exaktnim zakladem celé matematiky, se objevily logické spory (paradoxy, antinomie), se
kterymi si intuitivni logika nevédéla rady. Rada podobnych logickych paradoxii byla
formulovéana jiz ve starém Recku. To vedlo k pozadavku formélné definovat samotny
proces deduktivniho mysleni tak, aby jeho korektnost v konkrétnich piipadech mohla byt
dobfe ovérovana.

2. Ma-li byt proces deduktivniho mysleni (dokazovani a odvozovani) pfenesen na
nevédomy stroj, jak se o to snazi metody umélé inteligence, musi byt tento proces nutné
formalizovan. Stroj (pocita¢) nemilize byt vybaven zivym intuitivnim mySlenim. Toto
mysleni Ize na pocitaci nanejvys simulovat. Podobné také komunikace ¢loveka s pocitacem
muze probihat pouze na zikladé¢ formdlniho jazyka s pifesné definovanou formalni
gramatikou.

Tento text se zabyva zdklady matematické (formalni, symbolické) logiky a jejim
vyuzitim ve formdlnich systémech. Prva ¢ast je vénovana vyrokové logice (logice 0-té¢ho
fadu), ve které¢ primitivni formule (vyrokové symboly) nemaji Zadnou vnitini stavbu a
jedinym jejich atributem je pravdivostni hodnota. Druha cast je vénovana predikatové
logice 1. fadu, kterd pracuje s primitivnimi formulemi (predikaty) vypovidajicimi o
vlastnostech a vztazich mezi pfedméty jistého univerza diskursu (individui). Logiky 2. fadu
(uvazujici vlastnosti vlastnosti, vlastnosti vztahi, vztahy mezi vlastnostmi a vztahy mezi
vztahy) a vysSich fadl se v matematice pouzivaji méné Casto a neni zde o nich
pojednavéano. Predikatova logika 1. fadu postacuje v béznych piipadech k formalizaci
vétSiny matematickych i jinych teorii.

Diive vSak, nez pfistoupime k vlastnimu vykladu, pokusme se odpovédét na
nasledujici otazky:

O &em je logika? Cim se tato védecka disciplina zabyva? Kde v§ude nAim miiZe logika
pomoci?

Logika ndm miize pomoci vSude tam, kde vstupuje do hry jazykova komunikace,
ovsem pouze tehdy, pokud se o vysledku sporu ¢i diskuse apod. rozhoduje silou argumentu
a ne argumentem sily. Tato charakteristika ndm vSak zatim pfili§ nepomohla k tomu,
abychom odpovédéli na zbylé otazky. Odpovime tedy jinak. Velice pregnantné feceno:
Logika je (pfedevsim) véda o spravném usuzovani, o uméni spravné argumentace.
Ovsem ani tato odpoveéd’ ndm pfili§ nepomuze, pokud nevime, co je to usudek, a co je to
spravny (korektni, platny) logicky usudek, neboli argument.
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Obecné muzeme tsudek charakterizovat nasledujicim schématem:

Na zéaklad¢ pravdivosti vyroka (soudt, tvrzeni) Vi, ..., Vi soudim, ze je pravdivy rovnéz
vyrok V.
Zapisujeme schématicky: Vi, ..., Vo / V nebo Castéji:

Vi —

Va

——> predpoklady neboli premisy

Vn—l

Vi

V. —>  zavér

V praxi pouzivame ruzné druhy takovychto usudktli, ovSem ne vSemi se zabyva logika.
Napt. se obecné nezabyva tzv. pravdépodobnostnimi usudky, napf.:

Slunce doposud vyslo kazdy den.
Tedy

Slunce (pravdépodobn¢) vyjde i zitra.

Podobné¢ se nezabyva tisudky generalizaci:

Vsechny labuté, které jsme dosud vidéli, jsou bilé.
Tedy

Vsechny labut€ jsou bilé.

Takovéto metody odvozovani zavéru (ptipadné metody zobecnéni — indukce, vysvétleni —
abdukce, a jiné) jsou pfedmétem jinych disciplin, napt. Umélé inteligence, nebo také tzv.
nemonotonni logiky, ktera se zabyva metodami nemonoténniho usuzovani. V téchto
piipadech je zavér spise jakasi hypotéza, a jeji pravdivost neni zarucena pravdivosti premis,
nebot’ z nich logicky nevyplyva.

My se zde budeme zabyvat pouze tzv. deduktivnimi usudky a definujeme:

Definice 1.1. (logické vyplyvani):

Usudek Py, ..., Pu/ Z je deduktivné spravny (platny), znatime Pi,...,Pu|= Z,
jestlize zavér Z logicky vyplyva z predpokladi P, ..., Py, tj. za vSech okolnosti takovych,
ze jsou pravdivé vSechny predpoklady Pi, ..., Pn, je (za téchto okolnosti) pravdivy i zavér
Z.

Tedy jinymi slovy: Za zadnych okolnosti, nikdy se nemiize stat, aby byly vSechny
predpoklady P, ... , Py pravdivé a zaroven zavér Z byl nepravdivy. Zavér Z je pravdivy za
vSech okolnosti takovych, za kterych jsou pravdivé vSechny piedpoklady.

Deduktivni usuzovani v praktickém zivoté vSichni vice ¢i méné pouzivame, tedy
usuzujeme logicky, aniz bychom si uvédomovali, ze pfitom pouzivame logiku. Tak napf.,
jestlize vime, ze vSechny muchomurky zelené jsou prudce jedovaté a zjistime (napt. za
pomoci atlasu hub), ze houba, kterou jsme nalezli, je muchomurka zelena, pak jisté
nebudeme tuto houbu ochutnavat a spolehneme se na logiku, nebot’ ta ndm zarucuje, Ze
houba, kterou jsme nasli, je prudce jedovata.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka universita Ostrava, 2011



Matematicka logika.

Priklady (jednoduchych, spravnych deduktivnich usudki).

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

vyplyva z danych predpokladi?”, apod., a pak jiz Casto nevystac¢ime s pouhou intuici,

Vsechny kovy se teplem roztahuji.
Méd’ je kov.

M¢éd’ se teplem roztahuje.

V seznamu novodobych fimskych cisaiti neni Zzadna zena.
Marie Terezie byla Zena.

Neni pravda, ze Marie Terezie byla fimska cisafovna.

B. Bolzano zavedl jako prvni pojem mnoziny do matematiky.
B. Bolzano se narodil v Praze.

Jako prvni zavedl pojem mnoziny do matematiky rodak z Prahy.

Je doma nebo odesel do kavarny.
Je-1li doma, pak nés oCekava.

Jestlize nés neocekava, pak odesel do kavarny.

Je-li tento kurs dobry, pak je uzitecny.

Bud’ je piednasejici shovivavy, nebo je tento kurs neuzitecny.
Ale piednasejici neni shovivavy.

Tento kurs je Spatny.

Vsechny muchomurky zelené jsou prudce jedovaté.
Tato tuzka je muchomurka zelena.

Tato tuzka je prudce jedovata.

Vsichni muzi maji radi fotbal a pivo.

Nekteti milovnici piva nemaji radi fotbal.
Xaver ma rad pouze milovniky fotbalu a piva.

Nekteré zeny nema Xaver rad.

Spravnost tsudku oveéifujeme bez empirického zkoumani “’stavu svéta”, tedy pouze
tzv. analytickymi metodami, nebot’ spravnost usudku je ddna pouze logickou strukturou
premis a zavéru. Nekteré usudky jsou natolik jednoduché a ztejmé, ze se zda, jako bychom
zadnou logiku ani nepottebovali. OvSem ne vzdy tomu tak je. Napfi. jiz usudek ad 5) se
nemusi jevit na prvni pohled ziejmy, i kdyz je pomérn¢ jednoduchy, ovétitelny na zéklade
nejjednodussiho systému vyrokové logiky. Rovnéz jednoduchy naprosto spravny usudek ad
6) muze nckteré Ctenare prekvapit. V praxi (napf. v oblasti prava, mediciny, nebo

vvvvvv

potiebujeme se opfit o znalost logiky.
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Logika tedy rovnéz zkouma skladbu — konstrukci jednotlivych slozenych vyrazii
(soudt) z jejich podvyrazh. Jednou z disciplin logiky je proto rovnéz tzv. logicka analyza
jazyka, ktera spoCiva v nalezeni ptislusné logické konstrukce vyjadiené danym vyrazem.
Ovsem ne vSechny deduktivné spravné usudky mizeme ovéiit pomoci dané¢ho logického
systému. Proto hovofime o expresivni sile logického systému, kterd je dana tim, do jaké
miry podrobnosti mizeme analyzovat jednotlivé vyrazy. Idealni logicky systém by nam
mél umoznit analyzovat premisy do takové hloubky, abychom mohli odvodit vSechny
zavery, které z téchto premis logicky vyplyvaji (provést vSechny adekvatni inference) a
ovetit vSechny spravné usudky. Pfi nedostatecné jemné a piesné (pfipadné nespravné)
analyze premis pak miZzeme dojit k riznym paradoxnim zavérim (napf. znamé jsou
paradox analyzy, paradox lhare a paradox vsevédoucnosti).

Uvedeme nyni ptiklady logickych systémii podle jejich expresivni sily.

Vyrokova logika (VL) umoziuje analyzovat pouze do urovné elementarnich vyrok,
jejichz strukturu jiz dale nezkouma.

Predikatova logika 1. ¥adu (PL') umoZziiuje navic analyzovat elementarni vyroky do
urovné vlastnosti jednotlivych objektti zajmu (tzv. individui — prvka univerza diskursu) a
jejich vztaht.

Predikatové logiky vysSich Fada (PL") umoziuji navic analyzovat vlastnosti vlastnosti,
vlastnosti funkci, atd.

Jednim z nejexpresivnéjSich logickych systémti je tzv. Transparentni intensionalni
logika (TIL), kterd pracuje s objekty libovolného fadu, umoziiuje rozlisSovat tzv. intenze a
extenze, piesné explikuje pojem logické konstrukce, definuje, co je to pojem, pojmova
analyza, atd. TIL je nyni stdle populdrnéjSim logickym systémem u nds i ve svété, a je
vyuzivana nejen v oblasti logické analyzy jazyka, ale také napt. v oblasti konceptualniho
modelovani. TIL je pfedmétem samostatného kursu Principy logické analyzy jazyka na této
fakulté, ktery viele doporucujeme.

Z nasich ptikladi mizeme ovéfit na zakladé vyrokové logiky pouze usudky 4) a 5).
Pro analyzu vSech ostatnich ptiklada potfebujeme alespon predikatovou logiku 1. fadu.

Vlastnosti deduktivnich asudku

Uvédomme si nékteré dilezité vlastnosti deduktivnich tusudki. Predev§im,
oveétime-li (dokazeme-li) spravnost (platnost) usudku, nedokdzeme tim pravdivost zaveru!
Zaver je pravdivy pouze za predpokladu pravdivosti premis. Tedy:

1) Platny tsudek miiZe mit nepravdivy zavér.

(V tom pfiipad¢ je ovSem alespon jedna z premis nepravdiva.) Toto je evidentné
piipad usudku ad 6) (ovSem je to logicky platny tsudek!). OvSem rovnéz napf.
v ptipad¢ ad 4) spravnost usudku nedokazuje, ze doty¢ny je v kavarné, jestlize nas
neocekava, klidné mohl jit tfeba do kina. V tom piipadé by ovSem ziejmé nebyla
pravdiva prvni premisa.

Pozn.: V anglické literatufe se nékdy rozliSuje valid argument (platny tisudek — dle
nas$i definice) a sound argument (fadny argument — platny tGsudek a premisy
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2)

3)

4)

pravdivé, tedy i1 zavér pravdivy). Pieklad mozna neni vystizny, avSak toto rozliSeni
zachycuje ptipad, kdy jsou premisy (a tedy 1 zavér) pravdive.

To ovSem neznamena, ze platny usudek, jehoz zavér neni pravdivy, by byl
”bezcenny”. Vzdyt takovyto zplsob argumentace bézné pouzivame, chceme-li
demonstrovat, ze né¢kdo nefika pravdu. Pfedstavme si dialog:

Vy tedy tvrdite, Ze Xi,...,Xn. AvSak z VasSich tvrzeni plyne, Zze A. Z A dale
plyne, ze B, atd., az dostaneme zavér Z, ktery je evidentné nepravdivy. Tedy Vy
tvrdite Z, coz neni pravda. Proto alespon jedno z Vasich pivodnich tvrzeni X; neni
pravdivé.

Monotonnost. Jestlize Py, ..., Pn &= Z, pak Py, ..., Pn, Pus1 &= Z, pro libovolnou
dalsi premisu Py+1.

Pozn.: Tuto vlastnost nemaji jiné usudky, které nejsou deduktivni, napt. Gsudky
generalizaci, kdy zavér nevyplyva zptredpokladi. Jestlize naptf. na zéklade
pozorovani 10000 bilych labuti usoudime (generalizujeme), ze vSechny labuté jsou
bilé, a pak ptijedeme do Australie a spatfime Cernou labut’ (tedy ptidame premisu
ze Australska labut’ je Cernd), nas zavér je evidentné nepravdivy, i kdyz premisy
jsou stale pravdivé. Tedy usudky generalizaci nejsou deduktivni a jsou
nemonotonni. Timto problémem se pak zabyvaji metody umélé inteligence
(vyuzivajici tzv. nemonotonni usuzovani) a provadéjici tzv. revizi hypotéz (“belief
revision”).

Tranzitivita.
Jestlize P1, ...,Pn|= ZaQ1, ...,Qm, Z = Z’,pak P1, ..., P0, Q1, ...,Qm | Z°.

Reflexivita. Je-li B rovna jedné z premis P, ..., Pn, pak Py, ..., Pn |= B.

Na zavér zavedeme jesté dva dulezité pojmy a jejich znaceni, a to pojem analytické

pravdivosti, a pojem kontradiktorické (sporné) mnoziny vyroku.

Defin

ice 1.2. (analyticka pravdivost, kontradikce)

Vyrok V je analyticky pravdivy, znaCime |= V, je-li pravdivy za vSech okolnosti, vzdy.
(Mnozina ptedpokladi je prazdna, V nemuze byt nepravdivy.)

Mnozina {Pi, ..., Pn} vyrokl je sporna (kontradiktoricka, nesplnitelna), jestlize nemuze
nikdy za zadnych okolnosti nastat ptipad, ze by byly vSechny P1, ..., P, pravdivé, znacime
Pi, ..., Pun = . (Tedy z této mnoziny logicky vyplyva jakykoli vyrok, i nepravdivy, proto

musi byt vzdy alespon jeden P; nepravdivy.)

Nyni mtizeme formulovat jesté jednu dualezitou vlastnost deduktivnich tsudku:

S)

Ze sporné mnoziny piedpokladi vyplyva jakykoli zavér.

Priklady:
= 1+1=2

=V

Pozn.

Praze prsi nebo neprsi.

: VSechny pravdivé matematické vyroky jsou analyticky pravdivé. "Bézné” vyroky

ptirozeného jazyka nejsou analyticky pravdivé (jsou empirické, o “stavu svéta”, mohou byt
nékdy pravdivé, jindy ne).

Pi:7]

estlize A, pak B”. P2: "JAane B”. Pi, P2|= (kde A, B jsou libovolné vyroky).
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Nyni uvedeme piiklad, ktery ilustruje vlastnost 5) — ze sporné mnoziny piedpokladi
vyplyva cokoliv.

Na schiizi vyboru byla projednavana zadost pana X o zarazeni do vysSi platové
stupnice. Pan X si pfal, aby ji mzdova komise doporucila. Ale vybor pravé odstupoval a jiz
predtim rozhodl, ze doporuci pana X jako nového ¢lena mzdové komise budouciho vyboru.
Takze by pak pan X byl clenem komise, kterd bude posuzovat jeho vlastni Zadost.
Rozvinula se diskuse a bylo feceno:

1. X presel na kvalifikované;si praci.
2. X dobfe rozumi mzdovym otdzkam.
3. Jestlize X ptesel na kvalifikovanéjsi praci, pak je spravné, aby jeho zadost byla
projednana.
4. Jestlize je spravné, aby jeho Zadost byla v komisi projednana, pak by nemé¢l byt
¢lenem komise.
5. Rozumi-li vytecné mzdovym otazkam, m¢l by byt ¢lenem komise.
Predseda nakonec tekl: ”VSechny prednesené piispévky jsou pravdivé. Ted jde o to, co
z toho vyplyva.” Po chvili ticha prohlasil mlady zapisovatel (ktery ndhodou studoval logiku
na VSB): ”Z toho vyplyva, Ze mij pes pravé hraje doma na piano.”

Vyplyvani je zakladnim (veledulezitym) pojmem v logice, ale rovnéz také v
matematice. Matematikové formuluji a dokazuji tvrzeni. Vysledkem jejich prace je tedy
zpravidla (ne-li vzdy) nalezeni n¢jakého dikazu. Avsak dikazy a jejich analyza je to, co
Obecné feceno, dikaz tvrzeni A z predpokladii Pi,...,Pn je posloupnost tvrzeni By,...,Bn
takova, ze:

" Bu=A
» pro kazdé 1 < m plati, ze B; je bud’

- jeden z ptedpokladi P nebo

- Bivznikne z pfedchozich Bi,...,Bi.1 uplatnénim néjakého odvozovaciho pravidla.
Pfitom je samoziejmé Zadouci, aby odvozovaci pravidla byla volena tak, aby zachovavala
pravdivost, tedy aby to, co dokdzeme, logicky vyplyvalo z danych piedpokladii. Chceme-li
charakterizovat urCitou védeckou disciplinu (naptiklad v matematice teorii pfirozenych
¢isel nebo teorii mnozin ¢i grup apod.), mizeme se pokusit zvolit jistou mnoZzinu
predpokladii, kterym fikame axiomy a o kterych predpokladdme, Ze jsou pro tuto oblast
pravdivé, a za pouziti vhodnych odvozovacich pravidel dokazat mnoha (nebo dokonce
videalnim ptipadé¢ vSechna) tvrzeni, pravdiva v nasi discipliné. (Pokud jsou axiomy
analyticky pravdivé, pak tvrzeni, kterd dokdzeme, jsou rovnéz analyticky pravdiva, tedy
vzdy, nejen ve zvolené disciplin€.) Takovato mnoZina axiomu a odvozovacich pravidel
(formulovana v jistém formalnim jazyce) se pak nazyva logicka teorie. Vyhledavani a
formulovéani axiomi a pravidel s cilem vytvofit teorii, kterd by pak mohla slouzit jako
presny zaklad pro dalsi praci, by mohlo trvat velmi dlouho nebo dokonce donekonecna.
matematickych teorii, Goedel-Bernaysova teorie mnozin, ma ptehlednou mnozinu axiémui
pozustavajici ze Ctrnacti tvrzeni. Muzeme tedy fict, ze pravé toto je rovnéz jedna
z okolnosti, které¢ d€laji z logiky pfitazlivou disciplinu, a logiku v SirSim slova smyslu
muzeme charakterizovat také jako védu o vytvareni teorii. Formalizovanymi teoriemi a
jejich vlastnostmi se zabyva kapitola 4. tohoto textu.
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2. Vyrokova logika
2.1. Sémanticky vyklad vyrokové logiky.

Vyrokova logika analyzuje véty az do urovné elementarnich vyrokd. Strukturu
téchto elementarnich vyrok jiz dale nezkouma. Pfitom

Vyrok je tvrzeni, o nemz ma smysl prohlasit, zda je pravdivé ¢i nepravdive.

Tato “definice” se zd4 byt az banalni, pokud si neuvédomime, Ze ne kazda véta
vyjadiuje vyrok. Napt. véta Francouzsky kral je holohlavy nemize byt v soucasné dobé
(kdy neexistuje francouzsky kral) ani pravdiva, ani nepravdiva. Kdyby totiz nastal jeden
z téchto pfipadl, vyplyvala by zni existence francouzského krale! Klasickd vyrokova
logika tedy cti princip dvojhodnotovosti (tercium non datur — Chrisipos ze Solov).!

Vyroky délime na jednoduché a slozené. Jednoduchy vyrok je takové tvrzeni, jehoz
zadna vlastni ¢ast jiz neni vyrokem. SloZeny vyrok pak ma vlastni ¢asti — vyroky. Vyrokova
logika zkouma strukturu téchto slozenych vyrokii vtom smyslu, ze zkouma zpusob
skladani jednoduchych vyrokt do slozenych pomoci logickych spojek. Je to tedy teorie
logickych  spojek. Pfitom ovSem zachovava Zzadouci princip  skladebnosti
(kompozicionality), podle n¢hoz je pravdivostni hodnota slozeného vyroku jednoznaéné
uréena jen pravdivostnimi hodnotami jeho slozek a povahou spojeni téchto slozek (t;.
logickou povahou spojek).

Piiklad. Slozené vyroky.
V Praze prsi a v Brné je hezky.

el. vyrok el. vyrok
spojka

Neni pravda, Ze v Praze prsi.

spojka el. vyrok

Jazyk vyrokové logiky musi proto obsahovat symboly zastupujici jednotlivé
elementarni vyroky (tzv. vyrokové symboly (proménné), které budou nabyvat hodnot
pravda, nepravda), symboly pro logické spojky a ptipadné pomocné symboly.

Definice 2.1.1:
Abeceda jazyka vyrokové logiky je mnozina nasledujicich symbolt:
e Vyrokové symboly: p,q, 1, .. /ptipadné s indexy/
e Symboly logickych spojek /funktori/: —, v, A, D, =
e Pomocné symboly /zavorky/: (,) /ptipadné [,],{,}/
Symboly —, v, A, D, = nazyvame po fad¢ funktory negace, disjunkce, konjunkce,
implikace, ekvivalence.

' TIL pracuje s parcialnimi funkcemi, tedy i s vyroky bez pravdivostni hodnoty. Neklasické vicehodnotové a
modalni logiky pracuji s intervalem pravdivostnich hodnot.
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Gramatika jazyka vyrokové logiky rekurzivné definuje formule:
(1) Vyrokové symboly jsou formule /baze definice/.
(2) Jsou-li vyrazy A, B formule, pak jsou formulemi i vyrazy
(—A), (A AB),(AVvB),(A>B),(A=B) (%)
/indukéni krok definice/.
(3) Jinych formuli vyrokové logiky, nez podle bodi (1), (2) neni
/uzavér definice/.

Jazyk vyrokové logiky je mnozina vSech formuli vyrokové logiky.

Formule wvzniklé podle bodu (1) nazyvame elementarnimi /atomdrnimi,
primitivnimi/ formulemi, formule vzniklé podle bodu (2) sloZenymi formulemi. Formule
A, B jsou bezprostiednimi podformulemi formuli (*). Maximalni pocet do sebe vnofenych
zavorkovych dvojic (,) vyskytujicich se ve formuli udava /hierarchicky/ rad formule.

Poznamky 2.1.1:

1. Symboly A, B pouzité¢ v indukénim kroku definice nejsou formulemi (nevyskytuji se
jako symboly v abeced¢ jazyka), ale metasymboly slouzici k oznaceni formuli.

2. Pouzivani zavorek v zapisu formuli mizeme omezit ptijetim nasledujicich konvenci:

e Slozenou formuli nejvyssiho fadu netfeba zavorkovat.

e Logické spojky uspotadame do prioritni stupnice —, A, v, D, =. Ze dvou funktora
vaze silngji ten, ktery je v uvedené stupnici umistén vice vlevo.

Pozn.: Tuto konvenci vSak pfiili§ "nezneuzivame” a zadvorky radéji pouzijeme vzdy,
kdyz chceme vyznacit strukturu formule.

e V pfipadé, Zze o priorit¢ vyhodnoceni nerozhodnou ani zavorky ani prioritni
stupnice, vyhodnocujeme formuli zleva doprava. Tak napi. formuli pogoros
vyhodnocujeme tak, jakoby byla zapsana ((p>q)>r)>s.

e U viceclennych konjunkci nebo disjunkci neni tieba (vzhledem k jejich asociativité
— viz dale) uvadét zavorky, tj. napt. misto (p v q) v r nebo p v (q Vv 1) lze psat
pouze p v q v r. Tato konvence souvisi s predchozi konvenci (na potadi
vyhodnocovani nezélezi a tedy Ize standardné vyhodnocovat zleva doprava).

3. Symbolika neni v literatufe jednotna. Nasledujici tabulka udava alternativni znaceni
spojek:

Symbol pro Alternativni
spojku Symboly
A &
- —, =
= >, &>

Priklad 2.1.1:

Nasledujici posloupnost formuli ilustruje postup konstrukce slozené formule podle
bodt (1) a (2). V prvém sloupci je zobrazen postup konstrukce slozené formule striktné
podle definice a v druhém s maximalnim vyuzitim konvenci Setficich zadvorky. V tietim
sloupci je uveden hierarchicky fad formuli uvedenych v daném tadku.
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Podle definice S vyuzitim konvenci Hier.rad
P, q P, q 0
(—=p), (—q), (p A q) —p,—q, PA(q 1
(=p) v (—=q)), (=(p A Q) —pVv—q,—(pAQ) 2
(=P Vv(E=)==PAq) |- Pv—gq==(pAQg) 3

Definice 2.1.2:

Pravdivostni ohodnoceni (valuace) vyrokovych symbolii je zobrazeni v, které ke kazdému
vyrokovému symbolu pfifazuje pravdivostni hodnotu, tj. hodnotu z mnoziny {1,0}, ktera
kéduje mnozinu {pravda, nepravda}.

Pravdivostni ohodnoceni vSech vyrokovych symboll jazyka definuje model jazyka
vyrokové logiky.

Pravdivostni funkce formule vyrokové logiky je funkce w, kterda ke kazdému
pravdivostnimu ohodnoceni vyrokovych symbolli pfifazuje pravdivostni hodnotu celé
formule. Tato hodnota je urcena takto:
(1) Pravdivostni hodnota elementarni formule je rovna pravdivostni hodnoté vyrokového
symbolu, tj.
w(p)y = v(p) pro vSechny vyrokové promeénné p.
(2) Jsou-li dany pravdivostni funkce formuli A, B, pak pravdivostni funkce formuli —A,
A AB, A v B, A>B, A =B jsou dany nasledujici tabulkou 2.1:

A B —A AAB AvB A>SB A=B
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Tab. 2.1.
Prevod z prirozeného jazyka do symbolického jazyka vyrokové logiky:
Vyrokové logicka analyza.

Analyza na zaklad¢ vyrokové logiky ndm umoziuje studovat strukturu vét
z hlediska skladdani jednoduchych vyrokt do slozenych vyrok pomoci logickych spojek.
Elementarni vyroky zde povazujeme za nestrukturované cihly”, které skladame do
strukturovanych blokii. Elementarni vyroky vstupuji do spojeni jen svou pravdivostni
hodnotou a jsou navzdjem zcela nezavislé. V dané vété€ proto oznacime jednotlivé
elementarni vyroky riiznymi vyrokovymi symboly a misto spojek pfirozené¢ho jazyka
pouzijeme odpovidajici vyrokové symboly pro spojky.

Vyrokové spojky jsou zpiesnénou analogii ptisluSnych spojek piirozeného jazyka
(zejména v piipad¢ disjunkce a implikace), a to:
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1. Spojka negace — odpovida ”neni pravda, ze”
Je to unarni spojka, nespojuje dva vyroky.
Ptiklad: ”Neni pravda, Ze Praha je velkomésto” (analyzujeme —) —p

2. Spojka konjunkce A odpovida ’a”
Je to binarni, komutativni spojka.

Priklad:
”Praha je hlavni mésto CR a v Praze je sidlo prezidenta CR” — pAq
”Praha je hlavni mésto CR a2 + 3 =57 — pAT

Pozor! Ne kazdé ”a” v pfirozeném jazyce analyzujeme spojkou konjunkce, napf-.:
”Jablka a hrusky se pomichaly”
”Ptisel jsem domt a zatopil”.

3. Spojka disjunkce v odpovida ”nebo” (binarni, komutativni spojka)

Pozor! Spojka ’nebo” se Casto pouziva v pfirozeném jazyce ve vylucujicim smyslu
”bud’, anebo”, pak pfi analyze pouzijeme jinou spojku — alternativu (neboli
nonekvivalenci), viz tabulka vSech binarnich funkci nize.
”Osobni auta maji ptfedni nebo zadni nahon” (nebo oboji) — pvq
”Napoleon diktoval nebo se prochéazel” (nebo oboji) — pvVvq
Ale: ”Tento muz je Zenaty nebo svobodny” - =(p=q)
”Otec se zeptal, zda zlistanu doma nebo zda ptijdu s nim” — —(p=q)

4. Spojka implikace o odpovida "’jestlize, pak”, ”kdyz, tak”, ”je-li, pak”, apod.

Je to jedina binarni spojka, kterd neni komutativni, proto nazyvame prvni ¢len implikace
antecedent, druhy konsekvent. Implikace neptedpoklada Zadnou obsahovou souvislost
mezi antecedentem a konsekventem, proto byva nékdy nazyvana materialova implikace
(stitedovek “suppositio materialis ™).
Implikace tedy (na rozdil od Castych ptipadl v pfirozeném jazyce) nezachycuje ani
pric¢innou ani ¢asovou vazbu.

”Jestlize 1+1=2, pak Zelezo je kov” (pravdivy vyrok) — p>q

”Jestlize existuji ufoni, tak jsem papez” — p>Oq
Pozn.: Co tim doty¢ny vlastné tvrdi? Jelikoz predpokladame, ze tika pravdu, a evidentné
neni papez (konsekvent je nepravdivy), musi byt nepravdivy rovnéz antecedent, tedy
doty¢ny chce fict, Ze ufoni neexistuji.

5. Spojka ekvivalence = odpovida ’pravé tehdy, kdyz”, ’tehdy a jen tehdy, kdyz”,

apod. , ale ne “’tehdy, kdyZ” — to je implikace!

“Recké vojska vyhravala boje tehdy (a jen tehdy), kdyz o jejich vysledku

rozhodovala fyzicka zdatnost” - p=q

a) ”Dam ti facku, kdyz m¢ oklames” — okl o facka

b) ”Dam ti facku tehdy a jen tehdy, kdyz mé oklames — okl = facka

Situace: Neoklamal jsem. Ad a) — mzu dostat facku, ad b) — nemiizu dostat facku.
Pozn.: V ptirozeném jazyce se spojka ekvivalence pouziva ziidka, mnohem vétsi
vyznam a Cast€j$i pouziti ma v exaktnich védach, zejména v matematice.
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Pozn.: Pievod z ptirozeného do symbolické jazyka nemusi byt vzdy jednoznacény. (Proto
také provadime analyzu, abychom piirozené vyjadieni zptesnili, vybrali jeden z moznych
vyznamu nejednoznacné vety.)

Priklad: Jestlize ma ¢lovek vysoky tlak a Spatné se mu dycha nebo ma zvysenou teplotu,
pak je nemocen”.

p — "X ma vysoky tlak”

q— "X se Spatné dycha”

r— "X ma zvysenou teplotu”

s —”X je nemocen”

1. analyza: [(pAqQ)VvrI]Ds 2.analyza: [pA(qvr)]>Ds
Ob¢ formule jsou rizné, ale ze zadani nepozname, jak bylo tvrzeni mysleno.

Pozn.: Ne vSechny gramaticky slozené véty piirozeného jazyka je mozno jednoduse
analyzovat jako slozené vyroky.

Priklad: “Hokejisté prohrali kvalifika¢ni zéapas, proto se vratili z mistrovstvi svéta
predcasné”.

Jelikoz si muzeme strukturu véty zachytit schématicky jako “Protoze prohrali (p), tedy se
vratili (v)” a toto spojeni evidentn¢ neni komutativni, zdalo by se, ze ji miizeme analyzovat
pomoci spojky implikace: p D v. Ale pak by véta musela byt pravdiva i v ptipad¢, ze —p, tj.
v ptipad¢, kdy hokejisté neprohrali kvalifikacni zapas, coz evidentné neni pravda.

Spojce “protoze” neodpovida logicka spojka implikace!

Jediny zpusob, jak by bylo mozno ve vyrokové logice zachytit vySe uvedené tvrzeni, by
bylo pouziti tzv. sémantického modus ponens: p, p © v. Zuvedené dvojice vyrokl pak

vyplyva v.
Poznamky 2.1.2:

1. Pravdivostni funkce sloZzenych formuli, definované tabulkou 2.1, lze ekvivalentné
definovat nésledujicimi vzorci (tato definice je vyuzivana v modalnich logikéach).
w(—A) = 1-w(A)

W(A A B)=min{w(A), w(B)}

w(A v B) =max{w(A), w(B)}

w(A D B) =max{1-w(A), w(B)}

w(A = B) = max{min{w(A), w(B)}, min{1-w(A), 1-w(B)}}

(Tyto vztahy plati pro libovolné ohodnoceni v vyrokovych proménnych, odkaz na

v proto vynechavame.)

2. Obor pravdivostnich hodnot nemusi byt nutné dvouprvkovou mnozinou {1, 0}, ale
muze byt také napft. tfiprvkovou mnozinou {0, 1/2, 1}, nebo nekonecnou spojitou
mnozinou danou realnym uzavienym intervalem <0,1>. Pravdivostni funkce mohou
byt 1 nyni definovany vySe uvedenymi vzorci, ale také néjakym jinym zptsobem.
Vyrokové logiky s takto definovanymi pravdivostnimi funkcemi nazyvame
vicehodnotovymi, resp. spojitéhodnotovymi. V dal$im se vSak budeme zabyvat pouze
dvouhodnotovou logikou s vySe definovanymi pravdivostnimi funkcemi.
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Piiklad 2.1.2:
V nasledujici tabulce jsou pocitany pravdivostni funkce formuli:

—p,—q,pA( (sloupce oznacené 1),
(=pvVv—q),—(pArQ) (sloupce oznacené 2),
(=pv—=q)=—(pArq) (3.sloupec) a

—[(=p Vv —q)=-(p A q)] (4.sloupec).

Sloupce v tabulce vypliiujeme v pofadi vyznaceném potradovymi Cisly uvedenymi
ve druhém tadku tabulky (tj. pfi urCovani pravdivostni funkce formule postupujeme ve
sméru rostouciho hierarchického fadu podformuli). Sloupce oznacené 0 obsahuji vSechny
mozné kombinace ohodnoceni vyrokovych symboll, n-t¢ sloupce se pocitaji na zakladé
sloupcii (n-1)-ych.

— (= p v - qQ = - (p A q)
4. 1. 0. 2. 1. 0. 3. 2. 0. 1. 0.
0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1
0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1

Definice 2.1.3:

Je-li formule A vytvofena z k riiznych v§rokovych symboli, pak existuje celkem 24
riznych ohodnoceni (valuaci) v formule A. Kazdé ohodnoceni v vyrokovych symbolil
obsazenych ve formuli A, pro které je hodnota pravdivostni funkce rovna 1, tedy
w(A), = 1, se nazyva model této formule.

Formule A vyrokové logiky je splnitelnd, je-li w(A), = 1 pro n¢jaké ohodnoceni v,
neboli existuje asponi jeden model formule A.

Formule A vyrokové logiky je tautologii /logickym zdakonem/, je-1i w(A), = 1 pro
vSechna ohodnoceni v, neboli kazdé ohodnoceni je modelem formule A. Skutecnost, Ze
formule A je tautologii, oznacujeme zapisem |= A.

Formule A vyrokové logiky je kontradikci, jestlize neexistuje takové ohodnoceni
vyrokovych symboli, pro které by hodnota pravdivostni funkce formule A byla rovna 1, tj.
w(A), = 0 pro vSechna ohodnoceni v, formule nema model.

Mnozina formuli M je splnitelna, jestlize existuje valuace v takova, ze w(A), = 1 pro
kazdou formuli A € M. Takové ohodnoceni v se pak nazyva model mnoZiny M.

Formule A vyrokové logicky vyplyva z mnoziny formuli M, znaCime M |= A, jestlize
A je pravdiva v kazdém modelu mnoziny M.

Poznamka 2.1.3:

Pfipomenime si obecnou definici logického vyplyvani (Definice 1.1.) zivodni
kapitoly. (Za vSech okolnosti takovych, Ze jsou pravdivé premisy, musi byt pravdivy i
zéver.) Vidime tedy, ze ty okolnosti mapujeme ve vyrokové logice pouze jako ohodnoceni
vyrokovych proménnych (coz odpovidd pravdivosti ¢i nepravdivosti elementdrnich
vyroki).
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Jestlize je mnozina formuli spornd, pak nemé model, a tedy (viz vlastnost 5) — kap.

1) z ni vyplyva jakékoli formule.

Jak jsme jiz naznacili v ptikladé 2.1.2, pro zjisténi pravdivostni hodnoty formule

pouzivame tabulkové metody. Musime prozkoumat vSechny mozné valuace v. Je-li n pocCet
vyrokové logickych proménnych v A, pak pocet valuaci je 2" a ptislusna tabulka ma 2"
radkd.

Priklad 2.1.3:

Formule p, q, —p, —q, pAQ, =p vV —q, —=(p A q), (—=p Vv =q) = —(p A q) jsou splnitelné.
Napt. formule —(p A q) je pravdiva (ma pravdivostni hodnotu 1) pro ohodnoceni (0,1)
vyrokovych symbolil (p,q)). Rovnéz ohodnoceni (1,0), (0,0) jsou jeji modely, ale ne
(1,1).

Formule (—p v —q) = —(p A q) je tautologii. Pro vSechna mozna ohodnoceni (0,0),
(0,1), (1,0), (1,1) vyrokovych symboli (p, q) je tato formule pravdiva. Kazdé
ohodnoceni formuli spliiuje, je jejim modelem.

Formule —[(—p v —q) = —(p A q)] je kontradikci. Neexistuje ohodnoceni vyrokovych

symboll (p, q) pro které by byla formule pravdiva. Zadné ohodnoceni formuli
nespliiuje, formule nema model.

Platnost uvedenych tvrzeni okamzité plyne z tabulky piedchoziho ptikladu 2.1.2.
Zjistime, zda mnozina formuli M= {p o r,q>r, p v q} je splnitelna:

P |q|r [pDr|g>or|pvgqg
1 |1 1 1 1
1 |1 [0 0 0 1
1 |0 |1 1 1 1
110 (0 0 1 1
0 |1 |1 1 1 1
0 [l [0 1 0 1
0 [0 (1 1 1 0
0 [0 [0 1 1 0

Dana mnozina M je splnitelna a jejimi modely jsou ohodnoceni odpovidajici 1., 3.
a 5. fadku. Dale z tabulky vidime, ze z mnoziny M logicky vyplyva formule r. Pro
kazdy model této mnoziny je r pravdiva. Tedy (zavorky pro mnozinu premis neni
nutno uvadét): por,q>Dr,pvqlEr
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Priklad 2.1.4 /nékteré dalezité tautologie vyrokové logiky/:

. Tautologie s jedinym vyrokovym symbolem:

=p=p

= pv-—p zékon vylougeného tietiho
= —(p A =p) zakon sporu

= p=——p zdkon dvoji negace

. Algebraické zakony:
= (Pva=(@QVvp)
= (PAr@d=(qADp)
= (p=a)=(q=p)
= (Ppvq@vr=pv(qvr)
= (PAQAT=pA(qQAT)
= (p=g)=r=(=(q=1)
= (PpvAar=(pPAT)V(QAT)
= (PArq@vr=(pPvrA(qvr)
. Zakony pro implikaci:
= p>(@>p)
= (pA—p)>q
= (P29 =(-q9>—p)
= (p>2(@>0)=((prg) D7)
= (p>2(@>1) =(@>(p>1)
= (Po29>2(@>2n>(p>0)
F ((po2pAr@>1)>(p>0)

komutativni zakon pro v
komutativni zakon pro A
komutativni zadkon pro =
asociativni zakon pro v
asociativni zakon pro A
asociativni zakon pro =
distributivni zékon pro A,v
distributivni zdkon pro v,A

zékon simplifikace
zakon Dunse Scota
zékon kontrapozice
spojovani predpoklada
na poradi predpokladii nezalezi
hypoteticky sylogismus
tranzitivita implikace

= (p>(q>1)=(p>9q) > (p>r))Fregiv zdkon

= (=p>p)>p

= (P2 A(P>—q)>—p
= (pA9) 2P, F(pAg) D q
= p>(va), Fa>(pve)

reductio ad absurdum
reductio ad absurdum

. Zakony pro vzajemné prevody funktort:

= (Pp=9)=(P>9A(q>p)
= (p=a)=(PAq Vv (=qA-Dp)
= (P>29=(=pvq

= (P> =(PAr—q)

= —(pAq) =(=pVv—q)

= =(pva=(=pAr—q)

Negace implikace
De Morganovy zékony
De Morganovy zékony

16

Pozn.: Uvedené zakony snadno ovéiime tabulkovou metodou.

Metoda protiprikladu — ovéirovani tautologii (vyplyvani) sporem:

Tabulkova metoda ovéfovani logického vyplyvani ¢i  logickych zakond,
splnitelnosti, atd. je vhodna pouze pro formule s malym poctem vyrokovych proménnych.
Vzdyt jiz pti Ctyfech proménnych ma ptislusna tabulka 16 fadka, pti péti 32 fadkt! Proto
jsou pouzivany jiné, efektivnéjsi metody. Jednou z nich je metoda protiptikladu, kterd je
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zejména vhodna pro ovéfovani tautologii ve tvaru implikace a pro ovéfovani logického
vyplyvani. (S ostatnimi se seznamime v dalSim textu.)

Priklad 2.1.5

Ovérime zakon simplifikace p © (q © p). Vychdzime ztoho, Ze implikace je
nepravdiva jen v jednom piipadé (Tab. 2.1), a to kdyz je antecedent pravdivy a konsekvent
nepravdivy. Provéiime tedy vSechny valuace, pro néz je konsekvent nepravdivy a jestlize
alespon pro jednu z téchto valuaci nastane ptipad, Ze by byl antecedent pravdivy, nemuze
byt danéd formule tautologie a naopak, jestlize pro zadnou z téchto valuaci neni antecedent
pravdivy, je uvazovana formule tautologie. V nasem ptipad¢ bude konsekvent nepravdivy
pouze pfi jedné valuaci, ato q =1, p = 0. Ale v tom piipadé nemulze byt antecedent p = 1,
tedy celd formule je pravdiva i pro tuto valuaci. Nyni v§e nazornéji:

p>(@>p)

1 0

| 1 0

0 ! spor !

Nyni ovéfime, zda formule —p logicky vyplyva z mnoziny {p > q, r v —q, —r}.
Nazorné tedy provétime tisudkové schéma (vSimnéte si, ze je to formalizace usudku
z kapitoly 1 7o kurzu a pfednasejicim”):

p>q, rv—q, =r / —p
1 1 1 0
0 1
1 10 1
l—— 0 ! spor !
Véta 2.1.1 /o substituci/:

Necht' A je tautologie vyrokové logiky utvofena z vyrokovych symbold py, p2,....pn-
Necht’ formule B vznikne z tautologie A simultdnnim nahrazenim vyrokovych symbolt pq,
P2,....pp formulemi A1,A»,...,Ap (1. substitucemi A; za p; proi= 1, 2,...,n). Potom formule
B je rovnéz tautologii.

Diikaz:

Uvazujme libovolné pravdivostni ohodnoceni vyrokovych symboli obsazenych ve
formuli B a necht’ pfi tomto ohodnoceni maji formule Aj,A»,...,A;, pravdivostni hodnoty
hi,hp,....,h. Udé€lime-li tyto hodnoty vyrokovym symbolim py,p2,...,pp formule A, budou

mit formule A i B stejnou pravdivostni hodnotu. Vzhledem k tomu, ze A je tautologie,
bude tato pravdivostni hodnota vzdy 1.

Poznamka 2.1.4:

Véta o substituci umoziuje vytvorit k dané tautologii neomezené mnoho dalSich
tautologii, které maji s danou vychozi tautologii spole¢ny tvar. Nahradime-li v tautologii
vyrokové symboly p, q, 1,... metasymboly A, B, C,... dostaneme z konkrétni vychozi
tautologie schéma tautologii dané¢ho tvaru. Tak napt. z tautologie (p A q) D p ziskdme
tautologické schéma (A A B) o A, pod které spada nejenom ptivodni formule (p A q) D p,
ale napft. i formule (A q) D q, (—p A q) D —p, [(p =1) A —q] D (p = r) a neomezené
mnozstvi dal§ich formuli.
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Véta 2.1.2 (sémanticka varianta véty o dedukci):

M¢jme formule A1, Ao, ..., An, B, kde n > 1. Pak plati, ze
A, = B prave tehdy kdyz Ai, Ao, ..., An1 | AxD B.

ey

Diikaz: Ziejmy (plyne z definice vyplyvani — 2.1.3 a implikace — Tab. 2.1)

Pozn.: Uplatnime-li vétu 2.1.2 n-krat, dostaneme

ey

Nyni mizeme pouzit n—1 krat zdkon o spojovani predpokladi (viz Piiklad 2.1.4) a
dostaneme:

A1, Az, ..., Ay B pravé tehdy, kdyz = (A1 A A2 A...A A1 AA,) DB

Véta 2.1.3 o implikaci (sémantické varianta pravidla modus ponens):

Jsou-li formule A, A o B tautologie, pak je tautologii také formule B, neboli
symbolicky zapsano:

Je-li = A, = A o B, pak také = B.
Diikaz:

Sporem. Jestlize B neni tautologii, pak existuje ohodnoceni vyrokovych symboli
(obsazenych ve formulich A, B), pfi kterém formule B neni pravdiva. Formule A pfi tomto
ohodnoceni pravdiva je, nebot je tautologii a jako takova je pravdiva pii kazdém
ohodnoceni. Pii tomto ohodnoceni vSak nemuze byt pravdiva formule A o B, nebot’ podle
definice pravdivostni funkce implikace neni mozné, aby soucasné¢ w(A) =1 a w(B) = 0. To
je v rozporu s predpokladem podle kterého je formule A o B tautologii.

Véta 2.1.4 /o ekvivalenci/:
Necht’ formule B vznikne z formule A tak, ze podformule C formule A je nahrazena
formuli D. Potom plati:
je-li |= C =D, pak také |- A = B.
Diikaz:
Je-li |= C = D, pak formule C, D maji stejnou pravdivostni funkci a tedy zaménou D
za C vznikne z formule A formule se stejnou pravdivostni funkci. Tedy |- A = B.

Definice 2.1.5:

Necht’ formule F je utvoiena z formuli A, B pouze pomoci funktort —, A, v. Formule
F', ktera vznikne z formule F vzajemnou zdménou funktorii A a v, nazyvame dudlni
formuli k formuli F. Vzhledem k tomu, ze (F')' = F, jsou formule F a F' dudlnimi
navzdjem.

Véta 2.1.5:
Necht' formule F, G jsou utvofeny pouze pomoci funktort —, A, v. Potom plati
nasledujici véty o dualité:
1. =(F(p.q,...)) =F'(=p,—q,...)
2. [ FF>G pravé tehdy, je-li =G'oF'
3. | FF=G pravé tehdy, je-li =G'=F
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Diikaz:
Bude uveden v kap.3.1. za obecnéjSich ptredpokladi (pro obecnéjsi formule
predikatové logiky).

Uplné systémy spojek vyrokové logiky.

Ke kazdé formuli vyrokové logiky je podle definice 2.1.2 jednozna¢né pfifazena
pravdivostni funkce. Na druhé stran¢ k dané pravdivostni funkci (obecné skalarni
dvouhodnotové funkci o n dvouhodnotovych proménnych) existuje mnoho formuli
vyrokové logiky, které ji maji za svou. Jsou to vSechny navzdjem ekvivalentni formule.
Abychom tuto nejednoznacnost odstranili, budeme definovat standardni (kanonické) tvary
formuli vyrokové logiky. Kazda tfida navzdjem ekvivalentnich formuli bude
reprezentovana jedinou formuli ve standardnim tvaru.

Definice 2.1.6:

e Literal je vyrokovy symbol nebo jeho negace.

e Elementdarni konjunkce (EK) je konjunkce literala.

e Elementdrni disjunkce (ED) je disjunkce literall.

o Uplni elementirni konjunkce (UEK) dané mnoziny vyrokovych symbolt je
elementarni konjunkce, ve které se kazdy symbol z dané mnoziny vyskytuje praveé
jednou (bud’to prosté nebo negovany).

o Uplni elementdirni disjunkce (UED) dané mnoziny vyrokovych symbold je
elementarni disjunkce, ve které se kazdy symbol z dané mnoziny vyskytuje praveé
jednou (bud’to prosté nebo negovany).

e Disjunktivni normdlni forma (DNF) dané formule je formule ekvivalentni s danou
formuli a majici tvar disjunkce elementarnich konjunkei.

e Konjunktivni normdlni forma (KNF) dané¢ formule je formule ekvivalentni s danou
formuli a majici tvar konjunkce elementarnich disjunkei.

o Uplnd disjunktivni normdini forma (UDNF) dané formule je formule ekvivalentni s
danou formuli a majici tvar disjunkce uplnych elementarnich konjunkeci.

o Uplnd konjunktivni normdini forma (UKNF) dané formule je formule ekvivalentni s
danou formuli a majici tvar konjunkce Uplnych elementarnich disjunkeci.

« UDNF a UKNF dané formule nazyvame kanonickymi (standardnim) tvary této
formule.

Poznamky 2.1.5:

1. Elementarni konjunkci splituje praveé jedno ohodnoceni (model). Je jim ohodnoceni,
které pfifazuje prostym Cinitelim konjunkce pravdivostni hodnotu "1" a negovanym
¢initelim pravdivostni hodnotu "0".

2. Elementarni disjunkci splituji vS§echna mozna ohodnoceni s vyjimkou jediného a sice
toho ohodnoceni, které pfifazuje pravdivostni hodnotu "0" prostym scitancim
disjunkce a pravdivostni hodnotu "1" negovanym sc¢itanclim disjunkce.

Véta 2.1.6:
1. Kazdou formuli, kterd neni kontradikci, 1ze vyjadfit ve tvaru UDNF.
2. Kazdou formuli, ktera neni tautologii, 1ze vyjadfit ve tvaru UKNF.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka universita Ostrava, 2011



Matematicka logika. 20

Diikaz:

Dtikaz je konstruktivni - ukdzeme, jak se pozadované tvary naleznou. K dané formuli
nejdiive ur¢ime jeji pravdivostni funkci (nejradéji zapsanou ve tvaru tabulky) postupem
vysvétleném v piikladu u definice 2.1.2. Dale se postup lisi podle toho, zda hledame 1.
UDNF nebo 2. UKNF.

Ad 1.: Ke kazdému ohodnoceni vyrokovych symboll, pro které méa pravdivostni
funkce hodnotu "1" (takové ohodnoceni existuje alespont jedno, nebot’ podle ptedpokladu
formule neni kontradikci) sestrojime UEK, ktera nabyvéa hodnoty "1" pro toto (a jen toto)
ohodnoceni. Disjunkce vSech téchto UEK ptedstavuje hledanou UDNF

Ad 2.: Ke kazdému ohodnoceni vyrokovych symboll, pro které méa pravdivostni
funkce hodnotu "0" (takové ohodnoceni existuje alespont jedno, nebot’ podle predpokladu
formule neni tautologii) sestrojime UED, ktera nabyva hodnoty "0" pro toto (a jen toto)
ohodnoceni. Konjunkce vSech téchto UED ptedstavuje hledanou UKNF.

Pozn.: Na mnozin¢ formuli vyrokové logiky miizeme zavést binarni relaci ekvivalence <>
(. reflexivni, symetrickou a transitivni relaci) definovanou takto: A < B pravé kdyz
Al=BaB|[=A.

Jestlize plati A < B, pak ob¢é formule maji stejné modely, tj. maji stejnou pravdivostni
funkeci.

Navic ziejmé plati: |= A = B pravé kdyz A < B. Proto se v literatufe Casto nerozliSuje
mezi =a <.

Priklad 2.1.7:

Nalézt UDNF a UKNF pro formuli —(p o q):
1. Metoda pravdivostni tabulky (podle konstrukce popsané v dikaze):

' pSq | —(p S o UEK  UED

p_ g =)

00 1 0 - pVvq
0|1 1 0 - pVv—q
1|0 0 1 pA—q -
1|1 1 0 - —p Vv —q

UDNF: -(poq)<pAar—q, UKNF:—-(pog<pPvPA(Pv -9 A(=pVv-—q)
2. Metoda ekvivalentnich uprav:
UKNF: =(po @)= (=pva = PA—-q<=[pVv@Ar-]A[-qV(pr-p] ..
SPEvoAPY—=g9A(=pv—q)

Piiklad 2.1.8:
Alchymista je zavien ve vézeni, protoze se mu stale nedafi pieména olova ve zlato.
Dostane pét motakt, z nichz prvni Ctyfi obsahuji nasledujici vyroky:

p — Podaii se ti pfeména olova ve zlato
q — 1.4. bude tviij Svagr jmenovan prokuratorem
r—Po 1.4. bude soud.
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Prvni motédk zni: p Aq AT

Druhy moték zni: p A q A —r

Tteti motdk zni: —p A =q A T

Ctvrty motak zni: —p A —q A —r

Paty moték zni: Alespon jeden z predchozich motékt je pravdivy.

Otéazka: Co se vlastné nebohy alchymista doveédél?

Reseni: (p AQAT)V(PAQA—T)V (—p A—=qAT)V (—p A =q A —r). Mame tedy nalézt
formuli, k niz je tato UDNF ekvivalentni. Dostaneme:

PAQAT)V(PAQA—-T)V(mPA—-QAT)V (=P A—QA—T) <
PADA@V D) V(=pA=ATY-)S(PAGV(PA-g < (P=q)
Odpovéd': Podafi se ti pfeména olova ve zlato tehdy a jen tehdy, kdyz bude 1.4. tviij Svagr

jmenovan prokuratorem.

Z véty 2.1.6 vyplyva, ze vSechny formule vyrokové logiky mohou byt ptfevedeny na
ekvivalentni formule obsahujici pouze funktory —, A, v. Funktory o, = jsou z pohledu véty
2.1.6 nadbytec¢né. V souvislosti s tim vznikaji otazky:

a) Kolik pravdivostnich funkei (a jimi definovanych logickych funktorii) viibec existuje ?
b) Nelze mnozinu vychozich pravdivostnich funkci (a tim 1 mnozinu vychozich logickych

funktorit), nezbytnych k vytvoteni libovolné pravdivostni funkce, dale zredukovat ?

Seznam vSech pravdivostnich funkci se dvéma argumenty:

X 0 0 1 1

Y 0 1 0 1

w0O(X,Y) 0 0 0 0 dvouargumentova konstanta: "0"
wl(X,Y) 0 0 0 1 konjunkce: X AY

w2(X,Y) 0 0 1 0 inhibice: «(X DY)

w3(X.,Y) 0 0 1 1 1. proménna: X

w4(X,Y) 0 1 0 0 inhibice: —(Y o X)

w5(X,Y) 0 1 0 1 2. proménna: Y

wo(X,Y) 0 1 1 0 nonekvivalence: =(X=7Y)
w7(X,Y) 0 1 1 1 disjunkce: X v Y

w8(X,Y) 1 0 0 0 NOR (Peirce): (X v Y), XY “ani ani”
wI(X,Y) 1 0 0 1 ekvivalence: X =Y

wlo(X)Y) |1 0 1 0 negace 2. proménné: —Y
wll(X)Y) |1 0 1 1 implikace: Y o X

wi2(X)Y) |1 1 0 0 negace 1. proménné: =X
wi3(X)Y) |1 1 0 1 implikace: X oY

wl4(X)Y) |1 1 1 0 NAND (Sheffer): =(X A Y), XTY
wils(X)Y) |1 1 1 1 dvouargumentova konstanta: "1"
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Seznam vSech pravdivostnich funkci s jednim argumentem:

X 0 1

wO(X) 0 0 jednoargumentova konstanta "0"
wl(X) 0 1 argument X

w2(X) 1 0 negace argumentu —X

w3(X) 1 1 jednoargumentova konstanta "1"

Vybrané pravdivostni funkce s vice argumenty:

o pravdivostni funkce n-arni konjunkce a disjunkce
o pravdivostni funkce n-arni majoranty /n liché/

Véta 2.1.7:
Pocet n-arnich pravdivostnich funkci je 2 umocnéno na 2"

Dukaz:

22

Kazdy argument miize nabyvat dvou hodnot nezavisle na hodnoté ostatnich
argumentl. Pocet vSech moznych argumentovych n-tic je tedy 2". Ke kazdé argumentové
n-tici mize funkce pfifadit jednu ze dvou hodnot a to nezavisle na pfifazeni hodnoty k

jinym n-ticim. Funkei je tedy 2 umocnéno na 2".

Definice 2.1.7:

Soustava pravdivostnich funkci je funkciondlné uplnd, jestlize jejich superpozici

(skladanim) 1ze vytvofit libovolnou pravdivostni funkci o libovolném poctu argumentd.

Véta 2.1.8:

Nasledujici soustavy pravdivostnich funkci jsou funkcionalné Gplné:

1. pravdivostni funkce pfislusejici funktorim {—, A, v},

2. pravdivostni funkce pfislusejici funktorim {—, A} nebo {—, v},
3. pravdivostni funkce pfislusejici funktorim {—, o},

4.  pravdivostni funkce ptisluiejici funktordm {1} nebo {J}.

Diikaz:
Ad 1.: Vyplyvé z véty 2.1.6 o UNDF a UNKF.
Ad 2.: Plyne z tvrzeni 1. a z de Morganovych zédkona vyrokové logiky.
Ad 3.: Plyne z tvrzeni 2. a z ekvivalence formuli (A v B) < (—A > B).
Ad 4.: Plyne z tvrzeni 2. a z ekvivalence formuli
—A < ATA, AAB < (ATB)T(ATB), kde T zna¢i NAND,
—A & AlA, AVB < (AIVBW/(AIB), kde | znagi NOR.

Piiklad 2.1.9 /nékteré dilezité rovnosti algebry vyrokové logiky/:

pvT<T pATSp kde T je tautologie
pvKep pArK< K kde K je kontradikce
pvpep PADPESD idempotence
pvgqeqvyp PAQESqQADp komutativita

(pvq) vr<p v(qur) (pAQ) AT < p A (gAar) asociativita
(pvg) ATt (par) v (gar)  (pAq) VT < (pvr) A(qvr)  distributivita
pv(pAQ) < p pA(PVQ) < p absorpce
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—(pvq) & —pA—=q  —(pAQ) <& —pv—q de Morgan
p < pv(@r—q) p < pA(Qv—q) rozsiteni

(P> 9 < —pvq (p > q) < —(pA—q) eliminace O
P=<=P>39A(Q@>Dp) eliminace =
(p=9q) < (pAgQ) V (—qA—D) eliminace =
——p<=p eliminace —

Poznamky 2.1.5:

1.

Zapisy A o B, A = B predstavuji formule, zatimco zapisy A |= B, A < B reprezentu;ji
vztahy (binarni relace) mezi formulemi. Vztah |= je reflexivni a transitivni relace, vztah
<> je binarni relace typu ekvivalence (reflexivni, symetrickd a tranzitivni) na mnoziné
vSech formuli.

Na vyrokovou logiku lze pohlizet jako na algebraickou a relacni strukturu (Booleova
algebra) s nasledujicimi charakteristikami:
e Nosi¢em struktury je podmnozina mnoziny vSech formuli vyrokové logiky, které
nepouzivaji spojek o, =.
e Na této mnozin¢ jsou definovany operace:
e —.....Unarni operace,
e A, V... binarni operace.
e Na této mnozin¢ je definovana binarni relace:
e & . relace ekvivalence (formuli)

Faktorova algebra (algebra z bodu 2.) indukovanad relaci ekvivalence < je opét
Booleovou algebrou a nazyva se Lindenbaumova algebra. Jejimi prvky jsou tiidy
navzajem ekvivalentnich formuli. Na této mnozin¢ Ize definovat bindrni relaci
(neostrého) uspotadani, tj. reflexivni, antisymetrickou a transitivni relaci na zaklad¢
vztahu logického vyplyvani.

Pozn.: Algebraickeé teorie a teorie relaci jsou podrobnéji studovany v Kapitole 4.1.

Shrnuti. V této kapitole jsme se naucili teSit sémantickymi metodami zékladni ukoly
vyrokové logiky, predevs§im pak:

Ove¢rit (dokézat), zda je dana formule tautologie, kontradikce, nebo splnitelna
formule.

Ov¢rit, zda je dany udsudek spravny (platny), tedy zda zavér vyplyva z danych
predpokladi.

Ov¢rit, zda je dand mnozina formuli splnitelna ¢i kontradiktoricka.
Zjistit, co vyplyva z danych predpokladu.

Poznali jsme dvé zakladni sémantické metody vyrokové logiky: Tabulkovou metodu a

metodu sporem. Jelikoz jsou tyto metody pii vétSim poctu vyrokovych proménnych
neefektivni, byly vyvinuty metody, které¢ jsou vyhodnéjsi a efektivnéjsi (pro pocitacové
zpracovani). Jednou z nejdilezitéjSich je rezoluéni metoda, se kterou se seznamime
v nasledujici kapitole.
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2.2. Rezoluéni metoda ve vyrokové logice
(Automatické dokazovani)

Dalsi diilezitou metodou ovefovani tautologii, logického vyplyvani, feSeni tlohy —
co vyplyva z danych ptedpokladd, apod. je tzv. metoda zakladni rezoluce. Touto metodou
dokazujeme nesplnitelnost dané formule (resp. mnoziny formuli) a je uplatnitelnd na
formuli v konjunktivni normalni formé (KNF). Vyuzivéa dvou jednoduchych tvrzeni:

1) Je-li formule A tautologie, pak formule —A je kontradikce a naopak. (Dikaz ziejmy.)
Symbolicky:

|= A pravé kdyz —A |=

2) Rezolucni pravidlo odvozovani: Necht’ / je literal. Z formule (A v /) A (B v —[) odvod’
(A v B). Zapisujeme:

AvDA@Bv-=)

(Av B)

Toto pravidlo neni pfechodem k ekvivalentni formuli, ale zachovava splnitelnost.
Diikaz: Necht je formule (A v /) A (B v —/) splnitelnd, tedy pravdiva pti néjaké valuaci
v. Pak pfi této valuaci musi byt pravdivé oba disjunkty (tzv. klausule) A v /a B v —l.
Necht’ je dale v(/) = 0. Pak w(A) = 1 a tedy w(A v B) = 1. Necht je naopak v(/) = 1. Pak
w(—/l) = 0 a musi byt w(B) = 1, a tedy w(A v B) = 1. V obou piipadech je tedy formule
A v B pravdivéa v modelu piivodni formule, a tedy splnitelna.

Uvédomme si, ze dikaz byl proveden pro jakykoli model v. Jinymi slovy plati, ze
pravidlo zachovava i pravdivost:

AvDhDABvV-D)|=(AvB).

(To ndm poskytuje ndvod, jak fesit ulohu, co vyplyva z dané formule, resp. mnoziny
formuli.)

Postup FeSeni.

Pozn.: Jednotlivé disjunkty v KNF nazyvame klausule, a proto je KNF také nazyvéana
klausularni forma.

a) Diikaz, Ze formule A je tautologie: Formuli A znegujeme a pfevedeme do KNF. Nyni
uplatiiujeme pravidlo rezoluce. Pokud pfi postupném ’vySkrtdvani” literdlll s opacnym
znaménkem dosp&jeme k prazdné klausuli, kterou zna¢ime O , je tato evidentné
nesplnitelna, tedy také ptivodni —A je nesplnitelna a A je tautologie.

b) Diikaz spravnosti usudku Pi,...Pn |= Z. Zavér Z znegujeme a dokazujeme, Ze
mnozina {P1,...,.Pn, =Z} je sporna.

Jinymi slovy, dokazujeme, ze formule (P1 A P2 A ... A Py) D Z je tautologie (viz véta 2.1.2,
kterd nas k tomu opraviiuje), tedy Ze jeji negace P1 A P2 A ... A Pn A —Z je kontradikce.
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Priklad

1) Ovéiime platnost tsudku p o q, rv —q, —r / —p. Jednotlivé klausule zapiSeme pod
sebe (s negovanym zavérem) a uplatiiujeme pravidlo rezoluce:

1. —pVvq

2. 1rv —q

3. —r

4. p negovany zaver
.............. alternativné:

5.q (1.a4) 5> —pvr (la2)
6. 1 (2.a5) 6> —p (5’a3.)
7. O (3.a6.) 70 (6>a4)

Dostali jsme prazdnou klausuli, ktera je nesplnitelnd. Tedy negovany zavér je ve sporu
s ptredpoklady, proto je usudek platny.
2) Ovetime platnost usudku z kap. 1:

Je doma nebo odesel do kavarny.
Je-li doma, pak nés ocekava.

Jestlize nés neocekava, pak odesel do kavarny.

Oznacime jednotlivé elementarni vyroky: d — ”je doma”, k — ”odesSel do kavarny”,
0 — ”ocekéava nas” a formalizujeme:

dvk 1. dvk

doo 2. ~dvo

------- 3. —o0

—-0>k 4. =k (klausule 3. a 4. tvoii negovany zaveér —o A —k)
5.d (1.a4.)
6. 0 (2.a5)
7.0 (3.a6.)

Dostali jsme prazdnou klausuli, kterd je nesplnitelna. Tedy negovany zavér je ve sporu
s ptfedpoklady, proto je tsudek platny.
3) Dokazte, ze formule [(p © q) A —q] © —p je tautologie.

Formuli znegujeme a ptfevedeme do klausularni formy:
[(=pVv @) A—q]Ap

Klausule:
I. =pvq
2. —q
3.p
4. —p rezoluce 1.2.
5.0

Negovana formule je nesplnitelnd, proto je ptivodni formule tautologie.
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4) Odvodte logické dasledky formule —a 4 (c A (—b v a)), kde { je Pierceova spojka NOR
(negace disjunkce, v pfirozeném jazyce “ani, ani”’). Formuli pfevedeme do KNF:
[—ad (cA(=bva)] o —[-av(ca(=bva)]<[an(—cv(ba—a)]<
[an(bVv—C)A (—av —0)].

I. a

2. bv—c

3. mav —c

4. —c (rezoluce 1 a 3)

Z dané formule vyplyvaji vSechny klausule tvotici KNF a klausule obdrzené rezoluci, tedy
plati:

—ad(cA(=bva) = a
—ad(cA(=bva)) = bv—c
—ad (cA(=bva) |F —av—c
—ad (cA(=bva)) |F —c

Pozn.: Pokud bychom chtéli obdrzet vSechny logické disledky dané formule, museli
bychom vychazet z UKNF. V nasem piipad¢ je UKNF tvotfena nasledujicimi disjunkty
(oveite napt. z tabulky pravdivostni funkce):

I. avbve

2. avbv—c

3. av—=bvec

4. av—-bv-—c

5. mavbv-—c

6. —mav—-bv-—c

7. avb (rezoluce 1, 2)
8. a (rezoluce 2, 3)
9. av—-b (rezoluce 3, 4)
10. —a v —c (rezoluce 5, 6)
I1. bv—c (rezoluce 7, 10)
12. —c (rezoluce 8, 10)

Logickymi dasledky nasi formule jsou tedy vSechny formule 1. az 12.

Vidime tedy, ze na rozdil od sémantick¢ metody pravdivostnich funkci (metody
0-1) popsané v kapitole 2.1, je rezolu¢ni metoda formalni ¢ili syntakticka, tj. nepracuje s
pravdivostnimi modely (s dalSimi syntaktickymi diikazovymi metodami se sezndmime
v kap. 2.3 a 2.4). Navic je dobie zobecnitelnd i1 pro teorémy predikatové logiky (jakoz 1
teorémy libovolnych SirSich formalnich teorii, které vzdy obsahuji predikatovou logiku
jako svou c¢ast). Tato metoda — metoda automatického dokazovini — nalezla Siroké
uplatnéni v pocitacovém dokazovani (je na ni, resp. na obecné rezoluci pro predikatovou
logiku, zaloZen napft. programovaci jazyk PROLOG), v expertnich systémech a v dalSich
oblastech um¢lé inteligence.
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Metoda automatického dokazovani se opira o tfi principy:

Princip vyvrdceni, prevadéjici problém dikazu dané formule na problém dikazu
nesplnitelnosti negace této formule. Viz véta 2.2.1.

Rezolucni odvozovaci pravidlo — jediné odvozovaci pravidlo pouzivané metodou. Viz
véta 2.2.2.

Robinsoniv rezolucni princip umoznujici vyvodit spor z nesplnitelné formule a tak
dokazat jeji nesplnitelnost (a tim dokazat platnost ptivodni formule). Viz véta 2.2.3.

Nyni popiSeme tuto metodu piesnéji.

V nasledujici definici zavedeme nékolik termini vétSinou jen noveé oznacujicich jiz
diive zavedené pojmy.

Definice 2.2.1:

Klauzule je konecna disjunkce literali. Pfipomenime, Ze literdl je vyrokovy symbol
nebo jeho negace. Klauzule je tedy totéz co elementarni disjunkce /ED/ - viz definice 2.1.6.

Prazdna klauzule je klauzule, ktera neobsahuje ani jeden literal. Prazdnou klauzuli
oznacujeme symbolem O.

Hornova klauzule je klauzule s nejvySe jednim pozitivnim (nenegovanym) literalem.

Klauzularni forma dané formule je ekvivalentni formule ve tvaru konjunkce
klauzuli. Klauzularni forma je tedy totéz, co konjunktivni normalni forma /KNF/ dané
formule - viz definice 2.1.6.

Poznamky 2.2.1:

1. Vzhledem k asociativité a komutativité disjunkce nezélezi na potadi literala v klauzuli
a klauzuli mizeme také pojimat jako disjunktivni mnozinu literali.
2. Vzhledem k tomu. Ze disjunkce je pravdiva, je-li pravdivy alespon jeden jeji Clen,
ptedstavuje prazdna klauzule O vzdy nepravdivou, nesplnitelnou formuli, tj.spor.
3. Klauzuli
—q1V =qQQV...V =qmV P1V P2V-...V Pn
muzeme prepsat, na zakladé de Morganova zékona, ve tvaru
—(q1 AqQ2 AeAqm) Vv (P V P2 V...V Pp)
a dale, na zaklad¢ ekvivalence —A v B < A> B, ve tvaru implikace
) (41 A 92 AveA Gm) 2 (P1V P2 V-V Pp)-
Casto se pouziva pro zapis klauzule také nasledujici mnozinova notace
{41,92>-dm} = {P1-P2---Pn}
kde {q1,92,..-.9m} j¢ konjunktivni mnoZina antecedentii a {p1,p2,....pn} disjunktivni

mnoZina konsekventit klauzule. Klauzule je nepravdiva jedin€ tehdy, jsou-li vSechny
antecedenty pravdivé a soucasn¢ vSechny konsekventy nepravdiveé.

4. Specialnimi ptipady klauzuli jsou:
Klauzule bez antecedentti (m=0):
{ }= {pP1, P2,----Pn}> neboli 1 D (p1Vv p2 V...V pp).
Klauzule bez konsekventi (n=0), tj. Hornova klauzule se vSemi literaly
negativnimi:
{41,92,---9m} = { }, neboli (q1A q2 A..A qm) D 0.
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Klauzule s jedinym konsekventem (n=1), tj. Hornova klauzule s jedinym
pozitivnim literalem:

141,92>--Am} = {P1}, neboli (q1A 42 A-.A qm) D PJ-
Prazdna klauzule (m=n=0):
{ }={ }, neboli 1=0, neboliO.

5. Vzhledem k asociativit¢ a komutativité konjunkce nezéalezi na potfadi klauzuli v
klauzuldrni form¢ a klauzularni formu mulzeme také pojimat jako konjunktivni
mnoZinu klauzuli.

6. Podle véty 2.1.3 o normalnim tvaru lze kazdou formuli vyrokové logiky, kterd neni
tautologii, vyjadrit ve tvaru UKNF a tedy také KNF, tj. v klauzularni formé.

Véta 2.2.1 /princip vyvrdcenil:

Formule B vyplyva z ptedpokladii A, Aj,...,Ap , znac¢ime A, Ap,..., A =B,
prave tehdy, je-li formule A| A Ay A..A Ay A =B kontradikei.
Diikaz:

Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni (véta 2.1.2):
Al,Ap,..., Ay FB

Al AAQAANAp DB je tautologii
—-A1Vv—-AyVv.v—-AyVvB je tautologii
—(A] AAQ A.AAp A—=B)  Je tautologii

A e

Al ANAQ ALAAZA—B je kontradikci
Specialn¢ pro n=1:

1. AFB

2. AoB je tautologii

3. -AvB je tautologii

4. —(A A—B) je tautologii

5.AA—B je kontradikci

Véta 2.2.2 /rezolucni odvozovaci pravidlo/:
Jsou-li splnitelné klausule
AjvAyv.vA,vL, By vByv..vB,v-L,
pak je splnitelna také klausule
AlvAv.vAR VBl VB v..v By
neboli:
AivApv.vAL VL By vByv..wvByv—L |-
Al vAyv.vAynLVvB]vB)yv.vBy.
Diikaz: Viz ad 2) v iivodu této kapitoly.

Poznamky 2.2.2:

1. Klauzule na levé stran¢ pravidla nazyvame rodicovskymi klauzulemi a klauzuli na
pravé strané rezolventou rodi¢ovskych klauzuli vzhledem k formuli L.
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2. Specialné plati:
m=0,n=0: L,-L}- O odvozeni sporu
m=0,n=1: L,-LvB|lB pravidlo MP
m=1,n=1:. LvA-LvB-AVB zakl. tvar rezol. pravidla

Definice 2.2.2:

Necht' F je formule v klauzularnim tvaru (neboli konjunktivni mnozina klauzuli).
Symbolem R(F) ozna¢me formuli F rozSifenou o vSechny rezolventy vSech rezoluce
schopnych dvojic klauzuli z F. Rezolucénim uzdavérem formule F n-tého idadu nazveme
formuli R, (F) definovanou rekurzivnég takto:

Ry(F) =F,
R;(F) = R(R;_;(F)), i=1,2,...n

Véta 2.2.3 /Robinsoniiv rezolucni princip/:
Formule F v klauzularnim tvaru je kontradikei (nesplnitelnd) pravé tehdy, existuje-li
pfirozené ¢islo n takové, ze R, (F) obsahuje prazdnou klauzuli O

Dukaz /nastin/:
Dtikaz se opira o nasledujici uvahy:

Je-li aspont jedna klauzule ve formuli F kontradikci, pak je kontradikci celd formule F.
Prazdna klauzule O =L A —L je kontradikci.
Pifi pouziti rezolu¢niho pravidla (rozSifeni formule F o rezolventu) se nemeéni
pravdivostni funkce formule F. Metodou pravdivostnich funkci (metodou 0-1) se
snadno presvédc¢ime, ze konjunkce rodiCovskych klauzuli (A v L) A (B v —L) ma
stejnou pravdivostni funkci jako konjunkce této konjunkce s rezolventou
(AvL)A@Bv-L)A (A v B). Pravdivostni funkce formuli R;_;(F) a R;(F) jsou tedy
totozné a tedy také pravdivostni funkce formule F a jejiho rezolu¢niho uzavéru
libovolného fadu.

Priklad 2.2.1:

DokaZzme nesplnitelnost nasledujici konjunktivni mnoziny klauzuli
PV Q,pVI,—qV L, —pj
neboli nasledujici konjunktivni normalni formy
PV APV)A(GV =) A(=p).

Diikaz:
1. pvgq vychozi klauzule
2. pvr vychozi klauzule
3. —=qv-r vychozi klauzule
4. —p vychozi klauzule

Systematicky: Optimalné:
5. pv-r rezoluce: 1,3 5'.q rezoluce: 1,4
6. g rezoluce: 1,4 6.1 rezoluce: 2,4
7. pv—q rezoluce: 2,3 7. —q rezoluce: 3,6
8. r rezoluce: 2,4 8. O rezoluce: 5,7 Q.E.D.
9. p rezoluce: 2,5
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10. —r rezoluce: 3,6
11. —q rezoluce: 3,8
12. —r rezoluce: 4,5
13. —q rezoluce: 4,7
14. 0O rezoluce: 4,9 Q.E.D.

Priklad 2.2.2:

Dokazme, ze z platnosti formuli p > q v r, —=s D —q, t v —r vyplyva platnost formule
p O (s v t), neboli dokazme platnost odvozovaciho pravidla
poqVvr,—sDO—qtv—-rl-p>(svt),
neboli - coz je totéz - teorémi:
FP2qvA(=sD=g Aty —n)>D[(p>o(sv]
FPoqvno(=s>=q) 2 (tv—r>(posvi).
Podle principu vyvraceni budeme dokazovat, ze formule
Ppogvi)A(=sDqQA(tv—r)A=(pDsVi)
je nesplnitelna.
Formuli pfevedeme do klauzuldrniho tvaru
(—pvqVvi) AV AtV —-T)APA—SA—L
a z odpovidajici konjunktivni mnoziny klauzuli
{=pvqvrsv—q,tv—r,p,—s, -t}
odvodime (rezolvujeme) spor (prazdnou klauzuli):

1. —pvqvr vychoziklauzule
2. sv—q vychozi klauzule
3. tv-r vychozi klauzule
4. 7 vychozi klauzule
5. —s vychozi klauzule
6. —t vychozi klauzule
7. qvr rezoluce: 1,4

8. —q rezoluce: 2,5

9. —r rezoluce: 3,6

10. r rezoluce: 7,8

11. O rezoluce: 9,10 Q.E.D

Poznamky 2.2.4 /strategie generovani rezolvent/:

1. Generovani rezolvent striktné¢ podle Robinsonova rezolu¢niho principu, tj. v
posloupnosti F, Rj(F), Ro(F),... , miZe vést ke kombinatorick¢ explozi a k
zdlouhavému odvozovani prazdné klauzule. Tato strategie generovani rezolvent, tzv.
generovani do §irky, je znatné neefektivni. Efektivnéj$i byva opacna strategie, tzv.
generovdni do hloubky. (Viz ptiklad 2.2.5.)

2. Rezoluéni metoda se vyrazné zefektivni, je-li vychozi mnozina klauzuli tvofena
vyhradné Hornovymi klauzulemi.
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3. K zvyseni efektivnosti (zkraceni) rezolu¢niho procesu byla navrzena fada strategii,
které stanovi potadi provadéni rezoluci (strategie uspoidadani) nebo nékteré klauzule
z rezolu¢niho procesu ptimo vylucuji (strategie zjemiiovani). Ma-1i byt zvolena
strategie ekvivalentni Robinsonovu rezolu¢nimu principu, musi platit:
e libovolna formule dokazana pti pouziti dané strategie je skutecné (logicky)
pravdiva (strategie je korektni),
e  libovolna logicky pravdiva formule je pfi pouziti dané strategie dokazatelna
(strategie je uplna).

4.  Nejpouzivangj$imi strategiemi generovani rezolvent jsou nasledujici dvé metody:

e Linedarni metoda. Rezolventy se tadi do linearni posloupnosti (v Cele této
posloupnosti jsou vychozi klauzule) a v kazdém kroku je jednim ucastnikem
rezoluce posledni Clen této posloupnosti, tj. jednou z rodi¢ovskych klauzuli
nové rezoluce je vzdy rezolventa z piedchozi rezoluce.

e Metoda podpitrné mnoZiny. Predpoklada se, Zze mnozina vychozich klauzuli
K je rozdélena na podmnozinu A, o které a priori vime, ze tvoii bezesporny
systém (napf. je tvoiena klauzulemi pfedstavujici axiomy teorie, v jejimz
ramci dukaz hledame) a z podmnoziny B = K — A (tvofené klauzulemi
vzniklymi z formuli, které chceme z bezesporného systému axiomi
dokazat). Strategie podpirné mnoziny spocivda v tom, ze nikdy
nerezolvujeme klauzule z mnoziny A navzajem (je-li pfedpoklad o jejich
bezespornosti spravny, pak z nich spor neodvodime a zbyte¢né ztracime
cas).

Priklad 2.2.4:

VyfteSime ulohu zadanou v ptikladé 2.2.2 se soucasnym uzitim linedrni metody a
metody podpiirné mnoziny. Mame dokazat
poqVvr,—SsD—qtv—-rp>svt,
coz znamena dovodit spor z mnoziny klauzuli /viz ptiklad 2.2.2/
{=pvqvr,sv—q,tv—r,p,—s, t},
kterou mizeme rozdélit na dvé ¢asti:
A={—=pvqvrsv—q,tVv—r} ... bezesporny systétm piedpokladi,
B={p, —s, -t} .ccue.... ZAVEr.

Ditikaz (odvozeni sporu):
1. —pvqvr vychoziklauzule skupiny A

2. sv—q vychozi klauzule skupiny A
3. tv-r vychozi klauzule skupiny A
4. 7 vychozi klauzule skupiny B
5. —s vychozi klauzule skupiny B
6. —t vychozi klauzule skupiny B
7. —r rezoluce: 3,6

8. —pvq rezoluce: 1,7

9. —pvs rezoluce: 2,8

10. s rezoluce: 4,9

11. O rezoluce: 5,10 Q.E.D
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Priklad 2.2.5: Strategie prohleddvani do hloubky a do $itky.

Uvazujme “’program’ — mnozinu klausuli:

1. D
2. E
3. Bv—E
4. Av-D
5. Av-B

Polozime-li dotaz "Kdy plati A?” neboli ”Vyplyva zdané mnoziny A?, pak vlastné
pripojime 6. klausuli —A a provadime rezoluci. Mdme zde dvé moznosti, jak dokdzat A
z ptredpokladua 1.-5.:

a) 7.-D (rez. 6.,4.) b) 7 —B (rez. 6.,5.)
8. O (rez. 7.,1.) 8 —E (rez. 7°,3.)
9 O (rez. 8°,2)
Pozn.: V programovacim jazyce Prolog bude uvedeny program zapsan takto:
D. fakt
E. fakt
B :—E. pravidlo (B pokud E)
A :—D. pravidlo (A pokud D)
A —B. pravidlo (A pokud B)
?7A. cil (dotaz)

Strategie prohledavani do hloubky spocivd v tom, ze provedeme nejprve vétev a), tj.
zjistime, ze A plati za podminky D (novy podcil), ktera je splnéna, a teprve poté (v procesu
navraceni) vétev b), tj. zjistime, Ze A plati za podminky B (dal$i podcil) a ta plati za
podminky E (podcil), ktera je splnéna. V ptipad¢ strategie do Sitky se pokousime “’splnit
ob¢ vétve paralelng”, tedy vygenerujeme klausule 7 a 7°, poté 8 a 8, atd. VSe mizeme
znazornit tzv. vypoctovym stromem programu:

A
yﬁ
T

B
O E
O

Strategie do hloubky ”prohleda nejprve do hloubky” prvni vétev a pak druhou. Je
efektivnéjsi, avSak program muize “uviznout v tautologii” — nekonecné vétvi. Kdybychom
napft. upravili nd$ program tak, ze bychom piehodili 4. a 5. klausuli a druhou bychom
zménili na E v —B, druhd vétev b) by se stala nekonecnou a provadéla by se jako prvni. I
kdyz nas cil A z programu vyplyva, nikdy bychom se to nedovédéli.
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2.3. Systém prirozené dedukce vyrokové logiky

Ptirozena dedukce je jednou z metod vystavby formalniho systému logiky (podrobné
o formdlnich systémech viz 2.4). Formalni systémy logiky mizeme v z4sad¢ rozdé€lit na
systémy axiomatické a predpokladové. Axiomatickymi systémy se budeme zabyvat v kap.
2.4. a z ptedpokladovych probereme praveé jen piirozenou dedukci v alternativé polské,
nikoliv gentzenovské. Formdlni systém je postaven vyhradné na syntaktické bazi. To
znamena, ze jazyk logiky uvazujeme neinterpretovany a vSechny manipulace s nim jsou
vyhradné syntaktické, na zakladé odvozovacich pravidel. Takovy souhrn nazyvame téz
logicky kalkul.

Tedy formalni systém v tomto piipadé sestava ze dvou slozek, a to
" jazyk — zjeho symboli vytvafime konecné posloupnosti — formule (jimz zde
nepfisuzujeme zadny smysl)
* odvozovaci pravidla — operace na formulich, které umoziuji ovéfovani “’platnosti
vyroki” prostfednictvim konstrukce ditkazu.

Cilem tohoto postupu je ziskat v ramci formalniho systému jistou jeho cast —
formalni teorii jako souhrn dokazatelnych formuli — teorémii. Interpretace formalni teorie
(kterd neni soucasti formdlniho systému) dodava teorii vyznam a ¢ini ji vhodnou pro
aplikace v usuzovani.

Systém piirozené¢ dedukce vychdzi z nékolika jednoduchych dedukénich
(odvozovacich) pravidel, kterd se povazuji za vychozi a kterd se proto nedokazuji. Na
Deduk¢éni pravidla s nulovym poctem piedpokladl jsou tzv. axiomy formalniho systému
(obdoby tautologii ze sémantického pojeti vyrokové logiky). Jako axiomy zde pouzivame
formule tvaru A v —A, popi. A o A. Pro dobfe definovany korektni formalni systém
(vyrokové) logiky plati, ze mnozina teorému je totoznd s mnozinou tautologii, tedy ze
axiomy jsou logicky pravdivé a odvozovaci pravidla zachovavaji pravdivost.

Zavedeme nyni piesné pojmy. Zakladnim pojmem je pojem formule vyrokové
logiky, ktery ziistava beze zmény tak, jak byl zaveden v definici 2.1.1. Dedukcni pravidlo
ma obecné nésledujici tvar:

F1, F,....Fq |- G1, G2,....Gp-
Pravidlo “interpretujeme” takto: ze soucasné platnosti vSech formuli Fy, F»,...Fy
(ptedpokladit) plyne platnost libovolné z formuli Gy, G2,...,Gp. Byly-li dokdzany vSechny
formule z levé strany dedukéniho pravidla, pak mizeme povazovat za dokdzanu i
libovolnou formuli z pravé strany pravidla.

Definice 2.3.1:
Vychozimi (nedokazovanymi) dedukénimi pravidly jsou:

Axiomy: FAV-AFADA

Zavedeni konjunkce: A,BI-AAB ZK
Eliminace konjunkce: AAB|-A,B EK
Zavedeni disjunkce: Al-AvB nebo B-AVB 7D
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Eliminace disjunkce: A v B,—A|-B nebo AvB,—~B|-A ED
(disjunktivni sylogismus)

Zavedeni implikace: B-A>B Z1
Eliminace implikace: A>DB,A[-B EI modus ponens MP
Zavedeni ekvivalence: A->B,BoDA|-A=B ZE

Eliminace ekvivalence: A=B|-A>B,BoA EE

Uvedena pravidla ve svém souhrnu charakterizuji vyznam funktorti —, A, v, D, =.
Pravidlo zavedeni implikace se pouziva zvlastnim zptisobem, ktery nazyvame podminény
dutkaz (nebo také ditkaz z hypotézy), o némz bude fec dale.

Definice 2.3.2:

Piimy ditkaz formule B 7 piedpokladit A, A, ..., An je posloupnost formuli
Bi1, Ba,....Bm, kde
» kazdé B; (i=1, 2,...,m-1) je:
—  rovno Aj pro n¢které j € {1, 2,....n} (predpoklad) nebo
— axiom tvaru (AD A)Ci(—A Vv A)
— formule vznikla uzitim odvozovacich pravidel na predchazejici ¢leny posloupnosti,
= Bp=B.

Pozn.:

1. Jako cCleny dikazové posloupnosti mizeme pouzit rovnéz takové formule, o kterych
vime, ze jsou to teorémy (byly jiz dokazany). Dlkaz tim zkratime a zpiehlednime,
nebot’ jiz neopakujeme znovu celou dikazovou sekvenci diive dokdzaného teorému.

2. Je-li n =0, pak hovotime o (obycejném) primém ditkazu bez predpokladii, kdy nelze
stanovit predpoklady. Takovy ditkaz musi zfejmé zacinat né¢jakym vhodnym axiomem
(napft. pop).

3. Ma-li dokazovana formule A tvar implikace, tj.
Aio{A2D[A3D...o(AnDB)...]}, (*)
pak dle véty o dedukci (viz dale véta 2.3.1) miZzeme provést ptimy dikaz formule A
tak, ze dokdzeme formuli B z predpokladil A1, Az, As, ..., An.

4.  Ma-li dokazovana formule A tvar implikace (*), pak mizeme provést nepiimy ditkaz
(sporem) formule A: Nepiimy dikaz je posloupnost formuli By, B>,...,Byy, kde
= B;=Ajproi=l,2,...,n /pfedpoklady/,

* Bph+1 =-Baje-li B=-C, pak Bh+1 = C (ptedpoklad neptimého ditkazu),
= Bjproi=nt+2,nt3,...m-1 jsou:
— diive dokazané formule,
— formule vzniklé wuzitim odvozovacich pravidel na pfedchazejici cleny
posloupnosti,
* By =—Bg pro néjaké k <m /spor/.

Teorém (dokazatelnda formule) vyrokové logiky je formule vyrokové logiky k niz
existuje dikaz bez ptedpokladl (tedy pouze z axiomu A v —A, popt. A D A). Skutecnost,
ze formule A je teorémem oznacCujeme zdapisem |- A. SkuteCnost, ze formule A je
dokazatelna z predpokladii A1, A, ..., An 0znacujeme zapisem Aj, Az, ..., An |- A.
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Priklad 2.3.1:
a) Teorém: [(po>q)A(@qD1)]>D(p>D1)
Dtikaz /ptimy/:

I. (po>2q9)A(@>Dr) predpoklad
2. p predpoklad
3. p>oq EK:1
4, q>Or EK:1
5. ¢q MP:3,2
6.1 MP:4,5 Q.E.D.

Tedy: (P2 A(@20]2(p21)
b) Teorém: (p>q)D[(qD1r)>(p>D1)]

Dtikaz /ptimy/:
1. pogq predpoklad
2. q>or predpoklad
3. p predpoklad
4. q MP:1,3
5. 1 MP:2.,4 Q.E.D.

Tedy: - (p>q)>[(@>1)> (p>0)]

¢) Teorém: (p o q) > (—q > —p)

Dtikaz /neptimy/:
1. pogq predpoklad
2. —q predpoklad
3. p predpoklad nepitimého dikazu
4. q MP:1,3 spor:2

Tedy: |-(p>q) > (—q > —p)

d) Slovni ptiklad:
Jsou zndma nasledujici fakta:

(1) A/dam/, B/edtich/ a C/yril/ jsou p/rogramator/, t/echnik/ a v/yzkumnik/, ale nikoliv
nutn¢ v uvedeném potradi. Kazdy ma praveé jednu profesi.

(2) Adam je star$i nez vyzkumnik.

(3) Technik je Adamuv nejlepsi pritel.

(4) Vyzkumnik dluzi Bedfichovi 100K¢.

Kdo je kym?
Reseni:

1. —(Ajev) predpoklad: (2)
2. —(Ajet) predpoklad: (3)
3. —(Bjewv) piedpoklad: (4)
4. —(Ajev)A—(Ajet) 7ZK:1,2

5. —(Ajev)A—=(Bjev) 7ZK:1,3

6. —(Ajev)A—(Ajet)D (Ajep) predpoklad: (1)
7. —(Ajev)A—=(Bjev)> (Cjev) predpoklad: (1)
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8. (Ajep) MP:6,4
9. (Cjev) MP:7,5
10. (Ajep) A (Cjev) 7ZK:8.,9
I11.(Ajep)A(Cjev)D(Bjet) piedpoklad: (1)
12.(Bjet) MP:11,10
Véta 2.3.1 /o dedukci/:
A1, A,..., A -B [x*/
pravé tehdy, je-li
Al, AZ, ey An-] |_AnDB /*/

Aplikujeme-li vétu o dedukci n-krat, dostaneme, ze /*/ plati prave tehdy, kdyz
A2 {A) D [A3D..D (A D B)..]} /**%/
Diikaz:
Kwvtli nazornosti zapiseme ditkaz pro n = 2. Zobecnéni ditkazu pro libovolné n je

nasnad¢. Dokazujeme tedy:
|- A1 © (Ap o B) prave tehdy, je-li A;, A2 |-B

1. Necht plati |- A| © (Ap o B) /*/, dokdZzeme A1, Az |- B /**/:

(1) Aq 1. predpoklad /#*/

(2) Ay 2. ptedpoklad /#3/

(3) A; o (A oB) véta /#/, jejiz platnost se prepoklada

4) ApoB pouziti MP na (3) a (1)

5)B pouziti MP na (4) a (2), /**/ dokazano
2. Necht plati /**/, dokazeme /*/:

(1) Aq 1. ptedpoklad //

(2) Ap 2. ptedpoklad /*/

3)B pouziti /#*/na (1) a (2), /*/ dokdzéano
Poznamka 2.3.1:

Z teorému tvaru /***/ véty 2.3.1 Ize formulovat n odvozovacich pravidel:
Al Ay o [A3D... D (A2 B)]
AL A |- A3 .o (A B)
A1, A2, Az, . Ani FARDB
A1, A2, Az, ..., An1, An |- B

Priklad 2.3.2:

Z teorému |- (p o q) D [(q o 1) D (p o r)] dokazané¢ho v piikladu 2.3.1 plyne
platnost nasledujicich odvozovacich pravidel:
pPoql- (@20>(p>1)
po>q,q>Orl por pravidlo tranzitivity implikace

Z teorému |- (p © q) © (—q D —p) dokdzaného v ptikladu 2.3.1 plyne platnost
nasledujicich odvozovacich pravidel:
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pP>2ql—q>-p pravidlo transpozice
pP>q,—q|-—p pravidlo modus tollens
Véta 2.3.2:
Nasledujici odvozovaci pravidla jsou platna:
Zavedeni negace: Al-—A ZN
Eliminace negace: —A |- A EN
Negace disjunkce: —-(AvB)|--AA—-B ND
Negace konjunkce: —(AAB)|-—-Av—-B NK
Negace implikace: —-(A>B)-FAA—B NI
Tranzitivita implikace: A>DB,BoC|-FA>C TI
Transpozice: A>DBlF—-B>—-A TR
Modus tollens: A>B,-B|--A MT
Diikaz:

Pravidla TI, TR, MT byla jiz dokazana v ptikladech 2.3.1 a 2.3.2.
Na ukazku dokazeme jesté pravidlo ND /negace disjunkce/. Dokazat pravidlo ND je
podle véty 2.3.1 totéz jako dokazat teorém
—(A v B) o —-A A —B.
Tento teorém dokédzeme pomoci teorémti: —(A v B) > —A, =(Av B) o —B.

= Teorém: —=(Av B) o —-A

Diikaz: 1. —(Av B) predpoklad
2. A predpoklad nepitimého dikazu
3.AvB ZD:2 spor:1 Q.E.D.

= Teorém —(Av B) o —B se dokdze obdobng.

= Teorém: —-(Av B) D —-A A —B

Dtikaz: 1. =(Av B) predpoklad
2.-(AvB)o>—-A diive dokdzany teorém
3.-(AvB)>—-B diive dokdzany teorém
4. -A MP:2,1
5.—-B MP:3,1
6. -A A —B ZK:4,5 Q.E.D.

Véta 2.3.3 (véta o korektnosti a uplnosti systému ptirozené¢ dedukce):
Kazda formule dokazatelna v systému ptirozené dedukce je tautologii a obracené
kazda tautologie je dokazatelnou formuli (teorémem) systému piirozené dedukce. Neboli:
|= A prave tehdy, je-li |- A

Diikaz:

Tteba dokazat:
1. Je-li |- A, pak také |= A. (korektnost)
2. Je-li = A, pak také |- A. (aplnost)

Platnost prvého tvrzeni vyplyva ze snadno provéfitelné skuteCnosti, ze vSechna
zékladni odvozovaci pravidla (viz definice 2.3.1) maji tuto vlastnost: jsou-li vSechny
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formule na levé strané tautologiemi, pak také kazda formule na pravé strané je tautologii —
tedy pravidla zachovavaji pravdivost.

vvvvvv

Piiklad 2.3.5:
= Teorém: (p>r)D(—pVr)

1. por predpoklad

2. —(—p Vv 1) piedpoklad neptimého Dk.

3. —(—p Vv 1) D (—p A -I) Teorém ND (de Morgan)
4. ——p A T MP: 2.3.

5. p AT EN: 4.

6. p

7. —r EK

8. r MP: 1.6. — spor, tedy

9. —pVvr Q.E.D.

Piiklad 2.3.6:
= Teorém: [(pDr)A(qD1)]D[(pvq)Dr]

1. [(por)A(gqD1)] predpoklad

2. (por) EK: 1

3. (qor) EK: 1

4. pVvq predpoklad

5. (por)D>(—pvr) Teorém  (Priklad 2.3.4)
6. —pVvr MP: 2.5.

7. —r predpoklad nepiimého Dk.
8. —p ED: 6.7.

9. q ED: 4.8.

10. r MP: 3.9. —spor s 7., tedy
11. QED

Technika hypotetickych predpokladi (podminény dikaz):

V posloupnosti formuli tvoficich dikaz muze byt za pocateéni skupinou fadnych
predpokladii Ai, Ao, ..., An uveden dalsi hypoteticky predpoklad H. Jestlize na zaklade
hypotetického a ptipadné nékterych fadnych ptredpokladi l1ze odvodit formuli D, pak
formule H > D muze byt pfipojena k faddnému dikazu jako teorém. Jestlize odvozena
formule D je ve sporu s nékterym fadnym piredpokladem (je jeho negaci), pak formuli —H
muzeme v dikaze pouzit jako vétu.

Piiklad 2.3.7:
= Teorém: [(pvq) Dr]D[(p>Dr)A(qD1)]
Ptimy dikaz technikou hypotetickych predpokladi:

I. (pvqgor predpoklad
2.1. p hypotéza
22. pvq ZD:2.1
23. r MP:1,2.2

3. po>or Z1:2.1 523
4.1. q hypotéza
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42. pvq ZD:4.1
43. r MP:1,4.2
5. gor Z1: 4.1 543
6. (podr)A(gDr) 7K:3,5 Q.E.D

= Teorém: =(pvq) D —pA—q

Neprimy diikaz technikou hypotetickych predpokladii:

I. —=(pvq predpoklad

2.1. p hypotéza

22. pvq ZD: 2.1 spor:1
3. —p nebot’ p vede ke sporu

4.1. q hypotéza

42. pvq ZD: 4.1 spor:1
4. —q nebot’ q vede ke sporu
5. —pA—q ZK:34 Q.E.D.

Technika vétveného dikazu z hypotéz:

Necht' v posloupnosti formuli tvotficich dikaz dané formule se nachdzi formule ve
tvaru disjunkce C; v C; v...v Ck. Jestlize 1ze danou formuli dokazat na zakladé kazdého
dodate¢ného predpokladu C;, C»,...,Ck, pak je dand formule dokazana. Vyskytuje-li se
disjunkce dodate¢nych piedpokladli v nepiimém dikaze a vede-li kazdy dodate¢ny
predpoklad ke sporu, pak je dana formule dokézéana (neptimy ditkaz dokoncen). @

Priklad 2.3.8:

= Teorém: (p>q) D[(pvr)D(qvr)]
Ptimy dikaz technikou vétveného ditkazu:

1. p>ogq predpoklad
2. pvr predpoklad, disjunkce ptipada
3.1. p hypotéza 1.ptipadu
32. q MP: 1, 3.1
33. qvr ZD: 3.2
3. p>oqvr Z1
4.1. r hypotéza 2.ptipadu
42. qvr ZD: 4.1
4. roqvr 71
5. (poqvr)Aa(roqvr) ZK: 3.4,
6. (pvr)o(qvr) Teorém: Ptiklad 2.3.6 Q.E.D.

= Teorém: [(pD> ) A(TDs)A—=(qVvs)]D—(pvVr)
Nepiimy dukaz technikou vétveného ditkazu:

I. p>ogq predpoklad

2. r>Ss predpoklad

3. —=(qvs) predpoklad

4. pvr predpoklad nepiimého dikazu ve tvaru disjunkce
5.1. p 1. hypotéza
52. q MP: 1, 5.1
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5.3.
6.1.
6.2.
6.3.

qvVvs ZD: 5.2, spor:3 Q.E.D.
r 2. hypotéza

S MP: 2, 6.1

qvVvs ZD: 6.2, spor:3 Q.E.D.

= Provedeme dikaz pravidla rezoluce (viz 2.2). Bez jmy na obecnosti staci
dokazat pravidlo v zédkladnim tvaru [(L v A) A (=L v B)] © (A v B):

1. LVA predpoklad
2. —LvB  pfedpoklad
3. Lv—=L  teorém, disjunkce ptipada

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
5.1.
5.2.
5.3.

L hypotéza, 1. ptipad
—L ZN: 4.1

B ED: 2,4.2

AvB ZD:43 Q.E.D.

—L hypotéza, 2. ptipad

A ED: 1, 5.1

AvB ZD:52 Q.E.D.

(Srovnej se sémantickym ditkazem v tivodu kap. 2.2.)

Poznamka 2.3.2:

40

Gentzenity systéem piirozené dedukce (Gentzenovsky vyrokovy kalkul) vychazi
z jediného axiomu, a to A D A (resp. —A v A). Pravidla jsou pak obdobna jako v polském
systému piirozené dedukce. Gentzentiv diikaz tautologie ziskdme pomérné snadno tak, ze
formuli pfevedeme do KNF, zobrazime tento pfevod ve formé stromu a diikaz pak zacina

od listi” stromu.

Priklad 2.3.5:

Dokazme tautologii [(p © q) A =q] © —p

[(PD2PA—q]D—p < PA—=QVaV—Dp < (PVQV—DP)A(=qVqV—D)

Dukaz:

l.pv—=p
2.pv—=pvVvq
3.qv—q
4.qv—qVv-—p

axiom
1.ZD
axiom
3.ZD

S5.pAr—=qQvqv—p 2.,4.7ZK

atd. s vyuzitim jiz dokazanych teorémda.
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2.4. Axiomaticky systém vyrokové logiky

2.4.a. Obecna charakteristika formalnich systémui.

Formalni axiomaticky systém libovolné teorie (a specialné také vyrokové logiky) je
zadan trojici udaju:
* jazykem,
=  mnozinou axiomd,
* mnozinou odvozovacich pravidel.

Jazyk teorie je mnozina vsech (dobfe utvotenych) formuli jazyka. MnoZina axiomii
teorie je vybrand podmnozina mnoziny vSech formuli. Axidomy piedstavuji zékladni
teorémy teorie, které jsou povazovany za vychozi. Odvozovaci pravidla umoziuji
odvozovat (dokazovat) nové teorémy na zdkladé¢ axioml a teorémul jiz dokézanych.
Formalni teorie (v SirSim slova smyslu) je tvofena axidomy a vSemi formulemi, které 1ze z
nich pomoci odvozovacich pravidel odvodit. Formalni teorie je deduktivnim uzdvérem
mnoziny axiomd, kterou proto nékdy nazyvame teorii v uzs§im slova smyslu. Oznacime-li
jednotlivé zmiflované mnoziny jako A — mnozina axiému (teorie v uzsim slova smyslu, v
kostce™), T — mnozina teorémil (teorie v S$ir§im slova smyslu), DUF — mnozina vSech dobfie
utvorenych formuli (tj. jazyk) a S — mnoZina vSech slov v abeced¢ jazyka, pak plati
nasledujici vztahy:

AcTcDUFcS.

Postup budovani axiomatické teorie (formélniho systému ¢i logického kalkulu) tedy
sestava z téchto kroku:
1) Vymezeni jazyka teorie, ktery je dan
a. abecedou
b. gramatikou — pravidla, jak tvotit DUF
2) Vybér jisté (vlastni) podmnoziny formuli jako axiomi
3) Stanoveni pravidel odvozovani
4) Demonstrace bezespornosti (korektnosti) teorie, tj. axiomu a pravidel
5) Interpretace formuli

ad 2) MnoZina axiomii je vzdy neprdzdna a musi byt rozhodnutelnd v mnozin¢ DUF
(jinak bychom nemohli v takovém systému nic dokazovat). To znamenda, Ze existuje
algoritmus, ktery pro kazdou DUF ur¢i, zda je to axiom nebo ne. Muze byt kone¢na nebo
nekonec¢na. Konecnd mnozina axiomu je trividln€é rozhodnutelnd. Nekone¢né mnoziny
axiomil musi byt charakterizovany algoritmem vytvaieni axidémi, nebo cCastéji konecnou
mnozinou tzv. axiomovych schémat. Axidémy jsou voleny tak, aby byly pravdivé v kazdé
interpretaci — tautologie. Navic stanovujeme tzv. specidlni axiomy, které charakterizuji
pfimo danou teorii (napf. aritmetiku pfirozenych ¢isel — viz kap. 4), a ty volime tak, aby
byly pravdivé v zamyslené interpretaci teorie. (Vyrokova logika ¢i predikatova logika 1.
fadu — viz kap.3.4. — mohou byt tedy povazovany za teorie bez specidlnich axidému —
logické kalkuly.)
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ad 3) Mnozina odvozovacich pravidel je tvofena nékolika nebo dokonce jen jednim
pravidlem (jsou-li axidémy reprezentovany schématy). Tim se li§i axiomaticky systém od
(polského) systému ptirozené dedukce, ktery pracuje sice s prazdnou mnoZzinou axiomdu,
ale zato s podstatn¢ vétsSim poctem dedukcnich pravidel. Odvozovaci pravidla pievadéji
DUF na DUF a jsou volena tak, aby byla sémanticky korektni, tj. aby “zachovavala
pravdivost” (jinak bychom obdrzeli nekorektni systém, ve kterém je mozno dokdzat vse, a
takovy systém jisté neni z praktického hlediska uzite¢ny). Odvozovaci pravidla tedy
umoznuji vytvaret teorémy, tj. dokazatelné formule. Dikaz je kone¢na posloupnost kroki
— DUF, znichz kazda je bud’ axiom nebo vznikne z piedchozich DUF pomoci
odvozovaciho pravidla. Poslednim krokem je dokazované formule — teorém.

Nekdy byva stanoven jesté jeden ptfirozeny “kosmeticky” pozadavek na mnozinu
axiomi: Mnozina axiomi ma byt nezavisla, tj. Zadny axiom neni dokazatelny z ostatnich
axiomdl.

ad 4) Ptirozenym pozadavkem je (syntaktickd) bezespornost (konzistence): Alespon
jedna formule neni dokazatelnd (ve sporném systému dokdzeme vse). (Ekvivalentnim
pozadavkem v systémech obsahujicich —, A je to, ze neni dokazatelnd formule typu
A A —A, ptipadné v systémech s —, D formule typu —(A > A).) S timto souvisi rovnéz
sémanticka bezespornost, neboli korektnost systému: Kazdy teorém je logicky pravdiva
formule (v piipad¢ teorie bez specidlnich axiomil), nebo logicky vyplyva ze specialnich
axiomi (pfedpokladl). Tedy to, co dokazeme, je pravdivé”. OznaCime-li mnozinu
specialnich axiomu jako SA, mizeme pozadavek korektnosti zapsat schematicky:

Jestlize |- T pak |= T, resp. jestlize SA |- T pak SA |=T.

Problém. Je dokazatelnost totéz co (logickd) pravdivost? Jinymi slovy, jsou dokazatelné
presné ty vyroky, které jsou (logicky) pravdivé? Timto problémem se budeme podrobné
zabyvat v kapitole 4, nyni jen stru¢né¢ naznacime. D. Hilbert (vyzna¢ny matematik pocatku
20. stoleti) ocekaval kladnou odpovéd’ na vySe uvedené otazky a vytyCil tzv. program
axiomatizace matematiky. Kurt Godel (nejvétsi logik 20. stoleti) dokazal véty o aplnosti,
které¢ davaji pozitivni odpovéd’ na tyto otazky (pro vyrokovou logiku a) pro predikatovou
logiku 1. fadu (viz kap. 3), tedy “obracené” tvrzeni ke korektnosti:

Jestlize |= T pak |- T, resp. jestlize SA |= T pak SA |- T (tzv.silna véta o Gplnosti).

Hilbert vSak ocekaval jest¢ vice, a to Ze vSechny “matematické pravdy” lze
”mechanicky” finitné dokézat (z vhodnych axiomu), tedy ze takové bezesporné teorie,
které¢ charakterizuji aritmetiku pfirozenych ¢isel (naptf. Peanova aritmetika), jsou uplné
v tom smyslu, Ze kazdd formule je v dané teorii rozhodnutelna, tj. na zéklad¢ axiomu
teorie mizeme dokazat bud’'to danou formuli nebo jeji negaci. Tedy ze vSechny formule,
které jsou pravdivé v zamyslené interpretaci nad mnozinou ptirozenych ¢isel jsou v této
teorii dokazatelné.

Godelovy véty o neuplnosti davaji velice prekvapivou odpovéd — existuji
pravdivé le¢ nedokazatelné vyroky aritmetiky piirozenych cisel. Tedy Hilbertiv
program neni (v plné §ifi) uskutecnitelny.
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S (ne)uplnosti tizce souvisi problém rozhodnutelnosti: Existuje algoritmus, ktery o
libovolné dobfe utvoiené formuli ur¢i, zda je to teorém (dokazatelna DUF) cili (v
korektnim systému) logicky pravdiva formule?

D4 se dokézat a v dalich kapitolach ukaZeme pro VL a PL!, Ze

= pro vyrokovou logiku Ize vyvinout kalkuly, které jsou
- bezesporné
- uplné
- rozhodnutelné

= pro predikatovou logiku 1. fadu lze vyvinout kalkuly, které jsou

- bezesporné

- uplné

- jen parcidln¢ rozhodnutelné (tj. pokud dana DUF je tautologie, pak
algoritmus po konecném poctu krokli odpovi ANO, jinak nemusi vydat
zadnou odpoved’ — miize “cyklovat” ¢i odpovi NE)

- nelze vyvinout rozhodnutelny kalkul pro PL! (problém logické pravdivosti
je v PL! nerozhodnutelny)

= pro predikatovou logiku 2. fadu (a vysSich) 1ze vyvinout
- bezesporné kalkuly, ale kazdy takovy je:
- neuplny
- nerozhodnutelny (ani parcialng)

Axiomatickych systémi vyrokové a predikatové logiky bylo vytvofeno velké
mnozstvi. Lisi se navzajem jazykem, mnozinou axiémil i odvozovacimi pravidly. VSechny
vSak predstavuji jenom rtizné formalizace intuitivni logiky”. VSechny formalizace maji
spolecnou vlastnost: Jsou korektni (kazdd dokazatelnd formule /logicky teorém
axiomatického systému/ musi byt tautologii). V tomto smyslu jsou vSechny formalizace
ekvivalentni.

K charakteristice dokazatelnosti byly vytvofeny dva typy formalnich systémii:
a) Gentzenova typu
b) Hilbertova typu

Gentzenlv systém pfirozené dedukce je obdobny systému polskému, ktery jsme
probrali v ptedchozi kapitole 2.3, vychazi vSak z jediné¢ho (schématu) axidomu, a to A v —A
(resp. A o A) a pravidel obdobnych polskému systému. Nebudeme jej zde podrobné
probirat. Budeme se nyni (a v kap. 3.4) zabyvat systémem Hilbertova typu.
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2.4.b. Formalni systém Hilbertova typu

Definice 2.4.1 /definice konkrétniho axiomatického systému/:

= Jazyk:
0 Abeceda:
Vyrokové symboly: p, q, 1,... /pfipadné s indexy/
Logické funktory: —, ©

Zavorky: (,)  /ptipadné [,],{,}/

0 Gramatika (DUF):
(1) p, g, 1,... jsou formule.
(2) Je-li A formule, pak (—A) je formule.
(3) Jsou-li A,B formule, pak (A o B) je formule.
(4) Jinych formuli nez podle (1), (2), (3) neni.

0 Jazyk: mnozina vSech (dobfe utvotenych) formuli.

*  Axiomova schémata: Al: A>D(B>A)
A2: AoB20C)>(A>B)o(A>())
A3: (—Bo>—-A)>(A>B)

= Qdvozovaci pravidlo. MP: A, A>B-B
Poznamky 2.4.1:

1. A, B nejsou formulemi, ale metasymboly slouzicimi k oznacCeni formuli. Kazdé
axiomové schéma oznaCuje nekonecnou tfidu axiomi daného tvaru. Kdybychom
axiomova schémata nahradili axiomy

l.p>(q>p)
2.(po(@>1))>((p>9>(p>1)
3.(~.q>-p)>(p>9
museli bychom rozsifit mnozinu odvozovacich pravidel o dalsi pravidlo, tzv. pravidlo
substituce, abychom ziskali ekvivalentni axiomaticky systém. Pravidlo substituce zni:
Dosadime-li v dokézané¢ formuli za jednotlivé vyrokové symboly jakékoliv jiné
formule (za kazdy vyskyt téhoz vyrokového symbolu vzdy tutéz formuli), pak
ziskame opét dokézanou formuli (teorém).

2. Definovany axiomaticky systém pracuje pouze s funktory —, . Vzhledem k tomu, ze
pravdivostni funkce pfislusné k t€émto funktoriim tvoii funkcionalné tplny systém (viz
véta 2.1.8), postaci tyto funktory k vytvoieni sémanticky uplné logiky. Ostatni
vyrokotvorné funktory miizeme pouzivat jako zkratky (zkracujici a zptehlednujici zapis
formuli) definované takto:

A AB =3f (A >—-B)
AvB =4gf -AD>B
A=B=4gr AoDB)A(BDA)

Symboly A, v, = nepatii do jazyka definovaného axiomatického systému, jsou to
metasymboly slouzici k oznacovani slozenych formuli jistého typu.
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3. Pii psani formuli Ize vyzivat konvenci Setficich zdvorky — viz pozndmka k definici
2.1.1.

Definice 2.4.2:

Ditkaz formule A za piedpokladit A1, Ay, ..., Ak /k = 0/ je konec¢na posloupnost formuli
B1, Bp,....B takova, Ze:
= Proi=1,2,...,n-1 je Bj

1. bud ptedpoklad A; (j € {1,....k})

2. nebo axiém

3. nebo formule, ktera vznikla aplikaci pravidla MP na nékteré dvé formule z

mnoziny {B1, B»....,.Bj-1}.

. B;, je dokazovana formule A.
Skute¢nost, Ze formule A je dokazatelna za predpokladi A, Ay, ..., Ak oznacujeme
zapisem A1, A2, ..., Ak |- A.
Diikaz formule A je dikaz s prazdnou mnoZzinou piedpokladt (k = 0). Neboli, ditkaz
formule A je diikaz pouze z (logickych) axidéml daného systému.

Teorém je formule, pro kterou existuje dilkkaz (s prazdnou mnozinou piedpokladd).
Skutecnost, Ze formule A je teorémem oznacujeme zapisem |- A.

Poznamky 2.4.2:
1.  Hilbertiv systém je korektni, tedy sémanticky bezesporny.

a)  Predevsim, snadno ovéfime, Ze vSechny axidmy systému jsou tautologie.

b)  Jediné pravidlo systému (MP) “zachovdva pravdivost’ v tom smyslu, ze
formule B, ktera vznikne aplikaci pravidla na formule A1, Az z téchto formuli
logicky vyplyva. Tedy plati: Pokud A1, Az |- B, pak A1, A2 |=B.

Viz véta 2.4.4. — Postova.

2. Vsimnéme si, ze z definice dikazu vyplyva, Ze i axiém je teorémem. Jeho diikaz je
trivialni: dikazem axiému je axiom sam.

3.  Duikaz By, By,...,B, formule A za pfedpokladii A, Ay, ..., Ak je nejenom diikazem
formule A = By, ale obsahuje 1 dikazy B, B»,...,B; vSech formuli B; proi=1,2, ...,

n-1.

4.  Pro zkraceni dikazu mtizeme pouzit jako kroky diikazu rovnéZz (krom¢ axiomu) diive
dokézané teorémy.

Piiklady 2.4.1:
1. Dukaz formule /schématu formuli/ A > A:

LAAS(ADA)DA)S(AD(ADA)D(ADA)) ax. A2 B/A S A, C/A
2.AS(ADA)DA) ax. Al B/ASA

3. (AD(ADA)D(ADA) MP:2,1

4. A>(ADA) ax. Al B/A

5.ADA MP:4,3  Q.ED.
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2.

V 1. formuli diikazu je pouzito ax.schéma A2, kde Bje Ao AaCjeA,
v 2. formuli je pouzito ax.schéma Al, kde B je A o A a ve 4.formuli je
pouzito ax.schéma Al, kde B je A.

Tedy: -FADA.

Diikaz formule A o C za piedpokladi A > B, B> C:

1.A>B 1.predpoklad

2.BoC 2.predpoklad
3.3.AoBo2(C)o(A>B) o (A>(C))A2

4. B>o>C)o(A>(B>20)) Al A/(B> C), B/A
5Ao(B>0) MP:2.4

6.(ADB)D(A>C() MP:5,3

7.A>C MP:1,6  Q.E.D.

Tedy: ADB,BoC|-FA>C.

Z uvedenych piikladil je zfejmé, Ze nalezeni dikazl, a to i velmi jednoduchych

teorému a deduk¢nich pravidel, nemusi byt ptimocaré. To souvisi s tim, ze v axiomatickém
systému jsou zpravidla minimalizovany pocet axiomil a pocet odvozovacich pravidel na
pocty nezbytné nutné. S piibyvajicim mnozstvim dokdzanych teorémii a odvozenych
odvozovacich pravidel se vSak neustale zlepSuji moznosti pro hledani ditkaz.

Véta 2.4.1 /o dedukei/:

A1, Ay,...,Ax - ADB pravé tehdy, kdyz Aj, Ap,...,Ax, A |- B.
(Specialné pro k=0: |- A o B pravé tehdy, kdyz A |- B.)

Dukaz:

1.

Necht’ A1, Ap,...,Ax |- A D B. Tedy existuje posloupnost formuli By, B>,...,By, , ktera
je dikazem formule A > B z pfedpokladi Aj,A»,...,Ax. Dikazem formule B z
predpokladi Ay, Aj,...,Ak, A bude pak posloupnost formuli By, B»,...,Bp, A, B, kde
B, = A © B a B je vysledkem aplikace pravidla MP na formule B a A.

Necht’ Ay, Aj,..., Ak, A |- B. Tedy existuje posloupnost formuli C1,C»,....Cy = B,
kterd je dikazem formule B z pfedpokladi A{,A»,...,Ak, A. DokdZeme, Ze formule
A o C; je platna pro vSechna 1 = 1, 2,...,r. Tim bude specialn¢ dok4zano také A o C,
coz chceme dokazat. Dtikaz provedeme matematickou indukci podle délky dukazu.
a) Je-li délka dikazu 1, pak pro jedinou formuli C; dikazu mohou nastat tfi
ptipady: C je predpokladem Aj, Cq je axiomem, C| je formuli A. V prvych dvou

pifipadech dikazem formule A > Cq je posloupnost formuli:

1. C ptedpoklad nebo axiom
2. Co(A>(y Al
3. AoCy MP:1,2

V tietim piipad¢ je tfeba dokazat A o A. Diikaz této formule je uveden v ptikladé
24.1.
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b) Dokédzeme, ze z predpokladané platnosti formule A o C, pro n =1, 2,...,i-1

plyne jeji platnost také pro n=i. Pro C; mohou nastat ctyfi piipady: Cj je

piedpokladem A;, C; je axiomem, C; je formuli A, C; je bezprostiednim disledkem

formuli Cj a Ci = (Cj o Cj), kde j, k <i. V prvych tfech ptipadech probiha dikaz

formule A o C;j stejnym zplsobem jako v bodé¢ 1. V poslednim ¢tvrtém piipadé je

dikazem posloupnost formuli:

Poznamka 2.4.3:

1. A>(G indukéni predpoklad
2. A6 indukéni predpoklad
3. (AD(CoC)o(ADC)o(ADC)) A2

4. (Ao(C)o(ADC) MP:2.3

5. A>(C) MP:14  QE.D

Podle véty o dedukci kazdému teorému (a specialné také axiomu) ve tvaru implikace
odpovidad odvozovaci pravidlo (ptip. nékolik odvozovacich pravidel) a naopak. Tak napt.:

F(A>DB) o (Bo>C)o(A>(0))
/ptikl. 2.4.1/

Teorém: Pravidlo
FA>((A>B)>B) A, A>BI|I-B /pravidlo MP/
FAD>(B>A) /ax.schéma Al/ AFFB>oAaA,BI-FA
FADA /ptikl. 2.4.1/ Al-A

A>DBI-FB2C) (A0
A>B,Bo>C|-A>C /pravidlo Tl/

Priklad 2.4.2:

Néekolik jednoduchych teorémil a jim odpovidajicich odvozovacich pravidel:

l. |FA>(-A>B) F-A>(A>B) A,—-A|-B
2. |FA>AvB, FBo>AVB Al-AvB, B-AvB ZD
5. |F(A>B)o(—B>—A) ADB|--Bo-A TR
6. |FAABDA, FAABDB AAB|-A,B EK
7. |FA>B>AAB), FBo>(A>AAB) A,B|-A AB, ZK
8. |FA>B>C)>(AABDC) ADB>C)-FAABDC
Nékolik diikazi:
Ad1l.-A>(—=A>B), resp. A, -A |-B.

Diikaz:

1 A predpoklad
2. —-A predpoklad
3. (Bo>—=A)>(A>B)A3

4 —A D (=B > —-A) Al

5
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6.
7.

ADB MP: 5,3
B MP: 1,6 Q.E.D.

Ad2. FA>A VB, resp. A-AvVB.

Po eliminaci zkratky v podle definice A v B =4f —A D B, dostavame teorém

|- A D (—A o B) (resp. pravidlo A, —A |- B), ktery jiz byl dokéazan.

Ad 3. |— ——AD A, resp. ——A |— A.

Diikaz:
1. ——A ptedpoklad
2. (AD>—=—=-A)D(—ADA) axiéom.schéma A3
3. —AD(—A>D—-—=-A) teorém 1. tohoto piikladu
4. —-A>—A MP: 1,3
5. ——ADA MP: 4,2
6. A MP: 1,5 Q.E.D.

Ad4. |- A>——A, resp. A|-—A.
Diikaz:
. A predpoklad
2. (——A>D>-A)D(A>D—--A) axiéom.schéma A3
3. —AD>—-A teorém 3. tohoto piikladu
4. A>—A MP:3,2 Q.E.D.

AdS5. -F(A>B)o>(-B>—A), resp. A>B|-—-B>—A.
Diikaz:
. A>B predpoklad
2. —ADA teorém 3. tohoto ptikladu
3. —A>DB TIL 2,1
4. Bo>—-B teorém 4. tohoto piikladu
5. Ao—B TL 1,4
6. —A>——B TL: 2,5
7. (———A>—B)>D-B>-A axiom.schéma A3
8. —B>o-A MP: 6,7 Q.E.D.

Ad6.-AABDA, resp. AAB|-A.

Po eliminaci zkratky A podle definice A A B =3f —(A o —B) dokazujeme teorém

|- =(A > —B) 2 A, resp. pravidlo -(A > —B) |- A.

Dukaz:

1 —(A o> —B) predpoklad

2 (—A>(A>—-B))o(—~(A>—-B)>—-—-A) teorém 5. tohoto ptikladu
3. -A>(A>-B) teorém 1. tohoto ptikladu

4. —~(Ao>—-B)o—A MP: 3,2

5 —A MP: 1,4

6 —A DA teorém 3. tohoto ptikladu

7 A MP:5,6 Q.E.D.
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Véta 2.4.2 /o metapravidlech/:

Necht' T znaci libovolnou kone¢nou mnoZinu formuli T = {A{, Aj,.., Ap}. Potom plati:

(a) Je-li T, A|-B a A jelogicky teorém, pak T |- B.
Neboli: v mnozin¢ pfedpokladii neni tieba uvadét logické teorémy.

(b) Je-li A|-B,pak T,A|-B.
Neboli: pfidani predpokladii nemtlize zménit platnost platného pravidla. (Obdoba
monotonnosti vyplyvani, viz Kap. 1)

(c)Je-li T-A a T,A|-B,pak T|-B.
Neboli: disledek predpokladi neni tieba uvadét mezi predpoklady.

(d)Je-li T-A a A-B,pak T|-B.
Neboli: diisledek disledku mnoziny ptedpokladi je také diisledkem mnoziny
predpokladi.

(e)Je-i T-FA, T-B, A,B|-C,pak T |-C.
Neboli: diisledek disledkiti mnoziny predpokladi je také diisledkem mnoziny
predpokladi.

(f) Je-li T-A a T|-B,pak T|-A AB.
Neboli: konjunkce diisledki mnoziny predpokladu je také disledkem mnoziny
predpokladi.

(g T-A>(B>C) praveé tehdy, kdyz T|-B > (A > C).
Neboli: na potadi pfedpokladii nezalezi.

(h) T, A v B |- C pravé tehdy, kdyz soucasn¢ T,A|-C a T,B|-C.
Veta o ditkazu rozborem pripadii.

(1) Je-li T, A|-B asoucasné¢ T,—A |-B,pak T |-B.
Veéta o neutralni formuli /formule A je neutralni vzhledem k B/.

Poznamky 2.4.4:

1) (Odvozovaci) pravidla ptedstavuji vztah mezi formulemi, meta-pravidla piedstavuji
vztah mezi pravidly.

2) Ditkaz pravidla je (podle véty o dedukci) totéz co dikaz odpovidajici formule (viz
definice 2.4.2), tj. jistd posloupnost formuli. Dilkaz metapravidla je naproti tomu
posloupnosti pravidel (viz dale ukazky dikaz).

3) Mnozinu pfedpokladi T={A[,A),..,Ap} z véty 2.4.2 interpretujeme nejcastéji jako

mnozinu mimologickych (specialnich) axiémt definujicich obsahovou népli
konkrétni teorie.

Dukaz:

Ad (h):
Necht T, Av B |- C, dokdzeme T,A|-C a T,B |-C.
Diikaz:
1. A-AvB pravidlo ZD
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2. T,A-AvVvB metapravidlo (b): 1

3. T,AvB]C piedpoklad

4. T,A|-C metapravidlo (d): 2,3 Q.E.D.
5. T,BI-C dokaze se obdobné jako 4. Q.E.D.

Necht T,A|-C a T, B |- C, dokdzeme T, A v B |-C.

Dukaz:
I. T,ARC predpoklad
2. TRFA>C véta o dedukei: 1
3. TF—-C>-A metapravidlo (d): 2, pravidlo TR
4, T,-C}l-A véta o dedukei: 3
5. T,-C|-—-B odvodi se obdobn¢ jako 4.
6. T,-C|-—-A,—B metapravidlo (): 4,5
7. —=A,—-B|-—=(A v B) pravidlo ekviv. teorému de Morgana
8. T,—-C|l-—(AvB) metapravidlo (d): 6,7
9. T|—-C>-(AvB) vétaodedukci: 8
10. THAvB>C metapravidlo (d): 9. pravidlo TR
11. T, AvB|-C véta o dedukcei: 10 Q.E.D.
Ad (i):
Necht T,A|-B a T, —-A |- B, dokazeme T |- B.
Dukaz:
1. T,AF-B predpoklad

2. T,-A-B predpoklad
3. T,Av—-A|-B metapravidlo (h): 1,2
4. T|I-B metapravidlo (a): 3

Véta 2.4.3 /pomocna véta pro diikaz Postovy véty/:

Necht' formule A je sestavena z vyrokovych symbold pq, p2,....pp- V souladu s
definici 2.1.2 ozna¢me pismenem v pravdivostni ohodnoceni (valuaci) téchto proménnych
a zapisem Ww(A) pravdivostni ohodnoceni formule A, jez je timto ohodnocenim
indukovéno. Potom plati:

p1Y, 2% -, Pn¥ - AY, [/

kde zapis AY znaci bud’ formuli —A (je-li w(A) = 0 pii ohodnoceni v), nebo formuli A (je-li
w(A) = 1 pii ohodnoceni v).

Diikaz:

Ditikaz provedeme matematickou indukci podle konstrukce formule A. Ve formalnim
systému zadaném v definici 2.4.1 miize mit formule A pravé jeden z nasledujicich tfech
tvari:

I. A=p elementarni formule
2. A=-B slozena formule ve tvaru negace
3. A=B>oC slozena formule ve tvaru implikace
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Béaze indukce. Vztah /#/ ma v ptipadé elementdrni formule tvar pV |- pY a je tedy
evidentné platny.

Indukéni krok. Dokazeme, Ze z predpokladu platnosti vztahu /*/ pro komponenty B,
C slozené formule vyplyva platnost vztahu /*/ pro celé slozené formule —B a B o C.

a) Slozena formule ma tvar —B. Podle induk¢niho predpokladu plati
1Y, p2Y,....pn" - BY. Mame dokazat p1Y, p2V,....pn" - (—=B)".

K tomu, abychom to dokézali, staci dokazat BY |- (—B)V. Jsou dvé moznosti: bud’ w(B)
=0 a pak —B |- =B a nebo w(B) = 1 a pak B |- ——B. Vztah BV |- (—=B)Y je dokéazany.

b) Slozena formule ma tvar B o C. Podle induk¢niho piedpokladu plati
p1Y, P2 - Pn¥ =BV ap1¥, poYs...pn¥ |- CV.
Mame dokazat p1Y, p2V,....pn" - (B 2 C)V.

K tomu, abychom to dokazali, staéi dokazat BY, CV |- (B o C)V. Ctyfem riiznym
ohodnocenim formuli B, C odpovidaji nasledujici ¢tyfi pravidla, jejichz platnost tieba

ovefit:
a) —|B, —C |— BoC
b) —|B, C |— BoC
C) B, —C |— —|(B > C)
d B,C-BoC
Diikaz a),b): 1. —B predpoklad
2. —-B>B20) teorém /viz piiklad 2.4.2/
3. BoC MP: 1,2 Q.E.D.
Dtikaz c): 1. B piedpoklad
2. —C predpoklad
3. (BoC)oC)>o(—C>o>—(B>C))ax.schéma A3
4. B>(Bo2(C)o0) teorém /ekvivalent MP/
5. Bo(C)oC MP: 1,4
6. —Co>—(B>0O) MP: 5,3
7. —=(B>C) MP: 2,6 Q.E.D.
Diikaz d): 1. C predpoklad
2. Co>B20O ax.schéma A1l
3. BoC MP: 1,2 Q.E.D.
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Véta 2.4.4 /Postova /: Uplnost a korektnost logického kalkulu vyrokové logiky

Kazda dokazatelna formule je tautologii a kazda tautologie je dokazatelna, t;.

|- A prave tehdy, kdyz |- A.

Obecnéji plati:

A1, A),.., Ay |- B prave tehdy, kdyz A1, Ap,..,An = B.
Dukaz:
1. Necht’ |- A, dokazeme |= A. (Korektnost)

Formule A je bud’ axidém a nebo je dokazatelnd z axiomii pomoci opakovaného
pouzivani odvozovaciho pravidla MP. Je-li axiomem, pak je tautologii — o tom se
pfesvédéime pro vSechna tfi axiomova schémata metodou pravdivostnich funkci
/metodou 0-1/. Pouziti pravidla MP zachovéava "tautologi¢nost": jsou-li formule B,
B o C tautologiemi, pak také formule C musi byt tautologii /kdyby pro néjaké
pravdivostni ohodnoceni vyrokovych symbolt bylo w(B) = 1 a pfi tom w(C)=0, pak by
pro toto ohodnoceni bylo w(B o C) = 0 a formule B o C by nebyla tautologii/. Protoze
vSechny teorémy lze odvodit z axioml pomoci opakovaného uziti pravidla MP, jsou
vSechny teorémy tautologiemi.

Necht’ |= A, dokazeme |- A. (Uplnost)

Protoze formule A je tautologii, je AY = A pro vSechna pravdivostni ohodnoceni
vyrokovych symboli v. Je tedy

p1Y, p2Ysbn” - A
pro vSechna ohodnoceni v. Plati tedy specialné také

P1> P2YsbPn” A,
—P1, pZV""’pnv |_ A.

Odtud podle véty o neutralni formuli dostdvame

p2Y, . pn¥ A
pro vSechna ohodnoceni v. Specialné opét plati

P2, - Pn” A,

—p2,.... Pn¥ FA

a pocet predpokladi lze opét snizit o jeden. Timto zpisobem lze pokracovat az
nakonec po n krocich nalezneme |- A. Tautologie A je tedy dokazatelnou formuli.
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3. Predikatova logika 1. radu

3.1. Sémanticky vyklad predikatové logiky

Uvodni poznamky:

1.

Pouze jen mala ¢ast Gisudkli mize byt formalizovana a dokdzana v rdmci vyrokové
logiky. Pokusme se napf. ovéfit typ (zjevné spravného) usudku charakterizovany
nasledujicim piikladem:

Kazdy ¢lovek je omylny.
Jan je ¢lovek.

Jan je omylny.

Oznacime-li uvedené tii véty symboly p, q, r, pak pokus o formalizaci v rdmci
vyrokové logiky je dan nésledujicim usudkem: p, q / r, coZ odpovidé formuli:
(PAQ) oL
Tato formalizace je vSak ziejm¢ nedostacujici, a to z téchto divodi:
Uvedené tii vyroky jsou z hlediska VL elementdrni a navzajem nezavislé, avSak ve
skutecnosti maji vnitini komponenty, jsou strukturované, a existuje mezi nimi
prostiednictvim téchto komponent vazba. Termin "¢lovék" se vyskytuje ve vyrocich
piq, termin "omylny" ve vyrocich p ir, a termin "Jan" ve vyrocich q ir.
Formule (p A q) D r neni tautologii, usudek p, q / r neni platny, i kdyZz tsudek
demonstrovany ptikladem evidentné platny je.

V predikatové logice, kterd je zobecnénim vyrokové logiky, je uvedeny usudek
formalizovan jako Vx [p(x) D q(x)], p(J) |= q(J), resp. nasledujici formuli
{Vx [p(x) 2 q(x)] A p)} = q(J),
kde,
x je predmétova (individuovd) proménna probihajici uréitou pfedmétnou oblast —
universum diskursu,
J je individuova konstanta z dané predmétné oblasti (v uvedeném ptikladé
konkrétni ¢lovek Jan),
p, q jsou urcité vlastnosti pfedmétil z universa diskursu (v uvedeném ptikladé je
interpretujeme jako vlastnosti myslicich bytosti "byt ¢lovékem" a "byt omylny"),
p(x), q(x) resp. p(J), q(J) znaci, ze x resp. J ma vlastnost p resp. q,
zépis Vx[ ] znaci, ze pro vSechna individua z predmétné oblasti plati to, co je
uvedeno v hranatych zavorkach.

2. Predikatova logika 1.tadu.

V dal§im se budeme zabyvat pouze tzv. predikdtovou logikou 1. Fadu, kterad
formalizuje usudky o vlastnostech pfedmétl a vztazich mezi pfedméty pevné dané
predmétné oblasti (univerza). Nebudeme se zabyvat formalizaci usudku, které navic
vypovidaji i o vlastnostech vlastnosti a vztahtii a o vztazich mezi vlastnostmi a vztahy.
Tim se zabyvaji predikdatové logiky druhého a vy$Sich iadi. Predikatova logika 1. fadu
je zobecnénim vyrokové logiky, kterou mizeme povazovat za logiku nultého fadu.
Predikatova logika 1. fadu je postacujici pro formalizaci mnohych matematickych i
jinych teorii.
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Definice 3.1.1 /jazyk predikatové logiky/:

1)) Abeceda predikatové logiky je tvotena nasledujicimi skupinami symboli:
a. Logické symboly
1. predmétové (individuové) promeénné: x, y, z,... (ptip. s indexy)
ii. symboly pro spojky: —, A, v, D, =
1ii.  symboly pro kvantifikatory Vv, 3
iv. pifipadné¢ binarni predikatovy symbol = (predikatova logika
s rovnosti)
b. Specialni symboly (urcuji specifiku jazyka)
1. predikatové symboly: p, q, 1,... /pfip. s indexy/
ii. funk¢ni symboly: f, g, h,... /ptip. s indexy/
Ke kazdému funkénimu a predikdtovému symbolu je pfifazeno
nezdporné cCislo n (n > 0), tzv. arita, udavajici pocet individuovych
proménnych, které jsou argumenty funkce nebo predikatu.

c. Pomocné symboly /zavorky/: (,) /ptipadnéil[,],{,}/
1) Gramatika, kterd udava, jak tvofit:
a. termy:

1. kazdy symbol proménné je term
il. jsou-liz;,...,t, (n > 0) termy a je-li f n-arni funkéni symbol, pak vyraz
f(t1,...,tx) je term; pro n = 0 se jednd o nularni funkéni symbol, neboli
individuovou konstantu (zna¢ime a, b, c, ...)
iii. jen vyrazy dle 1. a ii. jsou termy
b. atomické formule:
1. je-li p n-arni predikatovy symbol a jsou-li #,, ...,t, termy, pak vyraz
p(t1,...,ts) je atomicka formule
ii. jsou-li #; a ¢> termy, pak vyraz (¢; = t2) je atomické formule
c. formule:
1. kazda atomické formule je formule
ii. je-li vyraz A formule, pak —A je formule
1ii.  jsou-li vyrazy A a B formule, pak vyrazy (A v B), (A A B), (A o B),
(A = B) jsou formule
iv. je-li x proménné a A formule, pak vyrazy VxA a 3xA jsou formule
v. jen vyrazy dle i. — iv. jsou formule

Poznamky 3.1.1

1. Jazyk predikatové logiky, jak byl vymezen vyse, je jazyk logiky 1. fadu, pro niz je
charakteristické to, ze jediny pripustny typ proménnych jsou individuové promeénné.
Pouze individuové proménné lze vazat kvantifikatory. (V logice 2. fadu jsou
povoleny 1 predikatové proménné.)

2.  Definice jazyka umoziiuje formulaci specidlniho jazyka (urcité teorie) konkrétni
volbou prvku (predikatovych a funkénich konstant) dle bodu I)b. definice. Pro takovy
konkrétni jazyk budou platit obecné principy logické a mimo to — v zavislosti na
specifickych vlastnostech (interpretacich) téchto prvka — 1 principy mimologické,
které zada tvlirce tohoto specidlniho jazyka pomoci specidlnich axiomu (dané teorie).
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Je-li arita funkéniho symbolu #n = 0, pak se jedna o individuovou konstantu (znacime
a, b, ...), kterd vSak neni pravou (logickou) konstantou, nebot’ podlé¢ha (jako kazdy
funk¢ni symbol) interpretaci (viz Definice 3.1.3)

3. Zapis formuli mizeme zjednodusit na zdklad¢ nasledujicich konvenci o vynechavani

zavorek:
. Elementarni formule a formuli nejvyssiho fadu netfeba zavorkovat (vnéjsi zavorky
vynechavame).

. Zavorky je mozné vynechavat v souladu s nésledujici prioritni stupnici funktort:
(¥, 3), =, A, v, D, =. Kazdy funktor vlevo od vybraného funktoru véaze silnéji nez
vybrany funktor.

. V ptipad¢, Ze o priorit€¢ vyhodnoceni nerozhodnou ani zavorky ani prioritni stupnice,
vyhodnocujeme formuli zleva doprava.

. Specialn¢ vzhledem k asociativit¢ konjunkce a disjunkce, netfeba pii zapisu
viceClennych konjunkci a disjunkci uzivat zadné zavorky.

. Vedle zavorek (,) 1ze uzivat i zavorky [,],{,}.

Priklad: Jazyk elementarni aritmetiky je pfipadem jazyka predikatové logiky 1. tadu
s rovnosti. Ma tyto (specialni) funkéni symboly:
nularni symbol: 0 (konstanta nula)
unarni symbol: s (funkce néslednik)
binarni symboly: + a x (sCitani a ndsobeni)

Ptikladem termt jsou (pouzivame infixni notaci pro + a x):

0, s(x), s(s(x)), (x +y) x s(s(0)), atd.
Formulemi jsou napft. vyrazy:

s(0)=(0xx)+s(0),Ix(y=xx2z), Vx[(x=y) DTy (x=5s((y))]

Definice 3.1.2

Vyskyt proménné x ve formuli A je vazany, jestlize je soucasti n¢jaké podformule
VxB(x) nebo 3xB(x) formule A.

Proménna x je vazana ve formuli A, ma-li v A vazany vyskyt. Vyskyt proménné x ve
formuli A, ktery neni vadzany, nazyvame volny.

Proménna x je volna ve formuli A, ma-li v A volny vyskyt.

Formule, v niz kazda proménna mé bud’ vSechny vyskyty volné nebo vSechny vyskyty
vazangé, se nazyva formuli s Cistymi proménnymi.

Formule se nazyva uzavienou, neobsahuje-li zadnou volnou proménnou. Formule, ktera
obsahuje aspon jednu volnou proménnou se nazyva otevi‘enou.

Necht x1, x2, ..., xn jsou vSechny volné proménné formule A. Potom uzavienou formuli
VA =3f VX1 Vx2...VxpA resp. JA =3 Ix13Ixp..3xpA ,
nazyvame generdlnim resp. existenénim uzdvérem formule A.

Symbolem A(x/t) oznacujeme formuli, ktera vznikne z formule A korektni substituci
termu t za proménnou x. Ma-li byt substituce korektni musi spliiovat nésledujici dvé
pravidla:
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Substituovat lze pouze za volné vyskyty proménné x ve formuli A a pfi substituci
nahrazujeme vSechny volné vyskyty proménné x ve formuli A.

Z4dn4 individuova proménna vystupujici v termu t se po provedeni substituce x/t
nesmi stat ve formuli A vazanou (v takovém piipad¢ je term t za proménnou x ve formuli
A nesubstituovatelny).

Symbolem A(x1,x2,....Xp / t1,2,....ty) 0znacujeme formuli, kterd vznikne z formule A
korektnimi substitucemi xj/tj proi=1, 2,...,n.

Vsechny formule tvaru A(xy, x2,....x / t1, £2,....ty) Nazyvame instancemi formule A.

Piiklad: Necht formuli A(x) je: p(x) © Vy q(x, y) a term t necht’ je f(y). Provedeme-li
substituci A(x/f(y)), dostaneme: p(f(y)) > Vy q(f(y), y). Vidime, Ze druhy (zvyraznény)
vyskyt proménné y neni volny (pfitom ptivodné zde byla volna proménna x, takZe jsme
zmeénili ”smysl vyrazu”). Tedy term f(y) neni substituovatelny za x v dané formuli A, tj.

p(x) D Vy q(x, »).

Pfevod z pFirozeného jazyka do symbolického jazyka PL'.

Jde o analyzu vyrazl pfirozeného jazyka v ramci PL!. Volba predikatovych (a funkénich)
konstant je libovolna potud, Ze nesmi dojit ke "’kolizi vlastnosti, funkci ¢i vztahi”. Vyrazy
jako vSichni”, “’kazdy”, “nikdo”, apod. ’prekladame” vSeobecnym kvantifikatorem V,
vyrazy jako “n€kdo”, "nekteti”, apod. “prekladame” existencnim kvantifikatorem 3. Dale
budeme piedpokladat, ze jde o jazyk nad homogennim universem, proto v nasledujicich
piikladech povazujeme za universum diskursu (obor proménnosti proménnych) mnozinu
vSech individui. Pro ptehlednost budeme pouzivat velka pismena pro predikatové symboly.

Priklad 3.1.1: Analyzujte v jazyce PL! nasledujici vyroky:

1) Nikdo, kdo neni zapracovan (P), nepracuje samostatné (S).

2) Ne kazdy talentovany (T) spisovatel (Sp) je slavny (SI).

3) Pouze zaméstnanci (Z) pouzivaji vytahu (V).

4) Ne kazdy clovek (C), ktery hodn€ mluvi (M), nema co fici (R).

5) Nékdo je spokojen (Sn) a nékdo neni spokojen.

6) Nekteti chytii lidé (Ch) jsou lini (L).

7) Vsichni zaméstnanci (Z) pouzivaji vytahu (V).
ReSeni:
Pozn.: Jako pomitcka k feSeni muze slouzit tato zadsada: Po vSeobecném kvantifikatoru V
nasleduje formule ve tvaru implikace (o), kdezto po existencnim kvantifikatoru formule ve
tvaru konjunkce (A).

1) Vx[—=P(x) > —=S(x)]

2) =Vx {[T(x) A Sp(x)] > Sl(x)}
3) Vx[V(x) > Z(x)]

4) =Vx {[C(x) A M(x)] © =R(x)}
5) 3x Sn(x) A Ix —Sn(x)

6) Fx [Ch(x) A L(x)]

7) Vx|[Z(x) 2 V(x)]
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Sémantika PL' — interpretace formuli.

Sémantika, neboli vyznam formuli predikatové logiky 1. fadu, je déana jejich
interpretaci. NeZ tento pojem piesné definujeme, uvedeme nékolik neformélnich motivaci a
vysvétleni. Polozime-li si otazku, zda dana formule PL!' je pravdiva ¢&i ne, pak takova
otazka je v podstat¢ nesmyslnd, pokud nevime, co formule znamend, tedy jak je
interpretovana. Tak napt. formule

Vx p(fix), x)
muze “fikat”, Ze pro vSechna pfirozena Cisla plati, Ze jejich druha mocnina je vétsi nez to
¢islo, nebo Ze pro vSechny lidi plati, ze jejich otec je starSi nez doty¢ny Clovek, pak je
samoziejmé¢ v takovych interpretacich pravdiva. Muze ale také znamenat, Ze pro vSechna
ptirozena Cisla plati, Ze jejich druhd mocnina je mensi nez to ¢islo, nebo Ze pro vSechny lidi
plati, Ze jejich otec je mladsi nez doty¢ny ¢lovek, pak je samoziejme (v takové interpretaci)
nepravdiva.

Podobné napt. formule, kterymi jsme analyzovali véty 1. - 7. pfirozeného jazyka v
uvodnim piikladu 3.1.1, mohou byt interpretovany tak, aby zachycovaly vyznam téchto vét
("zamyslend” interpretace), ale mohou byt interpretovany Uplné jinak. Napt. formule, ktera
je analyzou vety Nekteri chytii lidé jsou lini, tedy

dx [Ch(x) A L(x)],
muze byt interpretovana jako zachycujici vyznam véty Néekterd licha cisla jsou délitelna
dvema, a pak je evidentné (v této interpretaci) nepravdiva.

V ¢em tedy spociva interpretace formule? Nejprve musime stanovit, o ¢em
mluvime”, tedy jaka je pfedmétné oblast — obor proménnosti (individuovych) proménnych,
tj. zvolime jistou neprazdnou mnozinu — universum diskursu, jejiz prvky jsou individua.
Jelikoz predikatové symboly maji vyjadfovat vztahy mezi témito predméty — prvky
universa, pfifadime kazdému n-arnimu predikatovému symbolu jistou n-arni relaci (tj.
podmnozinu Kartézského soucinu) nad universem. Specielné, jednéd-li se o unarni
predikatovy symbol (n = 1), pak pfifadime podmnozinu universa. Podobné¢ funkéni
symboly budou vyjadifovat n-arni funkce nad universem. Teprve poté, co je dand formule
interpretovana, mizeme vyhodnotit jeji pravdivost ¢i nepravdivost v dané interpretaci.
Je zde v3ak jesté jeden problém, a to jsou proménné. Proménnym jazyka PL! pfitazujeme
valuaci individua, tj. prvky universa. (Proménnym jazyka PL2 mohou byt pfifazeny také
vlastnosti ¢i funkce.) Jak uvidime dale z definice sémantiky kvantifikatort, pravdivostni
hodnota formule nezévisi na hodnoté vazanych proménnych (pouze volné proménné jsou
“skutecné” proménné). Obsahuje-li vSak formule néjaké volné proménné, muzeme
vyhodnotit jeji pravdivost v interpretaci pouze v zavislosti na ohodnoceni (valuaci)
volnych proménnych. Pii nékteré valuaci mize byt formule v dané interpretaci pravdiva,
pfi jiné nepravdiva. Tak napt. formule

Vx p(fix), y)
muze byt interpretovana nad mnozinou celych ¢isel tak, ze symbolu p je pfifazena relace
vétsi nebo rovno (=), symbolu f funkce druhd mocnina (tedy f(x) “znamena” x?). Pak
formule “¥ik4”, Ze pro kazdé celé &islo x plati, Ze x* je v&tsi neZ nebo rovno jistému &islu y.
Tedy pravdivost formule v této interpretaci zavisi na ohodnoceni (valuaci) proménné y.
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Ptitadime-li napt. y Cislo 5, je formule nepravdiva, piifadime-li tfeba Cislo -3 nebo 0, je
formule pravdiva. Obecné bude formule pravdiva (v této interpretaci) pro kazdou valuaci
proménné y, ktera piifadi y zaporné ¢islo nebo nulu, nepravdiva pro vSechny valuace, které
pritadi proménné y Cislo kladné.

Definice 3.1.3

Interpretace jazyka predikdatové logiky 1. iadu je tato trojice objekti (ktera je nékdy
nazyvana interpretacni struktura):

A) Neprazdna mnozina M, ktera se nazyvd universum diskursu a jeji prvky jsou
individua.

B) Interpretace funk¢nich symbola jazyka, kterd ptifazuje kazdému n-arnimu funkénimu
symbolu furcité zobrazeni fm: M" — M.

C) Interpretace predikdtovych symbolid jazyka, ktera piifazuje kazdému n-arnimu
predikatovému symbolu p jistou n-arni relaci pm nad M, tj. podmnoZinu Kartézského
soucinu M".

Poznamky 3.1.2

1.  Kazdy n-arni funk¢ni symbol je tedy interpretovan jako funkce, ktera ptirazuje n-tici
individui pravé jedno individuum, tj. zobrazeni z M x...x M do M. Specielné¢:

. je-li n = 0, pak se jedna o nularni funkéni symbol, tedy o individuovou
konstantu, které je ptifazen prvek universa — individuum

. je-li n =1, pak se jedna o unarni funkcni symbol, kterému je pfifazena funkce
o jednom argumentu (napf. nad mnoZinou ¢&isel x?, x + 1, nad mnoZinou
individui otec(x), matka(x), atd.)

. je-li n = 2, pak se jedna o binarni funk¢ni symbol, kterému je piifazena
binarni funkce se dvéma argumenty (napt. nad mnozinou ¢isel x + y, x.y, atd.)

2. Kazdy n-arni predikatovy symbol p je interpretovan jako n-arni relace pwm, tj.
podmnozina Kartézského souc¢inu M x...x M, neboli zobrazeni M x...x M — {1,0}.
Tato relace pm se nazyva obor pravdivosti predikatu. Specieln¢:

. je-li n = 0, pak se jedna o nularni predikatovy symbol, kterému je ptirazena
hodnota 1 nebo 0 (pravda, nepravda) tak, jak to jiz zname z vyrokové logiky.

. je-li n = 1, pak se jedna o unarni predikdtovy symbol, kterému je piifazena
podmnozina universa M. (Vlastnosti tedy v PL! vyjadiujeme — ponékud
neptesné — jako podmnoziny universa.)

. je-li n = 2, pak se jedna o binarni predikatovy symbol, kterému je pfifazena
binarni relace nad universem (napi. relace vétsi, mensi, apod.)

3. Vyrokova logika je tedy specielnim (nejjednodussim) ptipadem predikatové logiky, a
to 0. fadu, ve které pracujeme pouze s nularnimi predikaty a nepotifebujeme proto
termy, funk¢ni symboly, individuové proménné ani universum diskursu (obor
proménnosti proménnych). Nuldrnim predikatim piifazujeme pouze hodnoty pravda,
nepravda.
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Piiklad 3.1.2:
Uvazujme jazyk predikatové logiky s nasledujicimi konstantami:

fp, f1 - nularni funkcéni symboly, g - unarni funkéni symbol, h, k - bindrni funk¢ni
symboly,
p, q bindrni predikatové symboly.
Pro tento jazyk definujme interpretaci nasledujicim zptisobem:
Universum diskursu M je mnozina vSech nezépornych celych ¢isel {0, 1, 2,...}.
Realizace funkénich symboli jsou definovany takto:
fp ... pfedmétova konstanta: ¢islo 0 /nikoliv pravdiv. hodnota !/
f] ... predmétova konstanta: ¢islo 1 /nikoliv pravdiv. hodnota !/
g ... zobrazeni M — M definované takto: g(x) =x + 1
h ... zobrazeni M2 — M definované takto: h(x, y)=x +y
k ... zobrazeni M2 — M definované takto: k(x, y) =x. y

Realizace predikatovych symboli jsou definovany takto:

p ... podmnozina mnoziny M2 definovana jako mnozina vSech dvojic <x,y>, pro které
platix =y,

q ... podmnozina mnoziny M2 definovana jako mnozina viech dvojic <x,y>, pro které
plati x < y.

Skutec¢nost, ze napt. (x + y).z = x.z + y.z pro vSechna x, y, z zapiSeme standardni formuli
predikatové logiky takto:
VxVyVz [p(k(h(x,y),2), h(k(x,z).k(y.2)))].
Muzeme pfirozené pouzit i obvyklého nestandardniho zapisu
VxVyVz [(xt+y).z = x.zty.z],
ktery vyuziva specidlni infixovovou notaci bindrnich funkci a dal$i specialni konvence
(napf. priorita nasobeni pred s¢itanim).
Poznatek, ze ke kazdym dvéma ¢islim x, y existuje ¢islo z takové, ze bud’ x+z =y
nebo y+z = x zapiSeme formuli
VxVydz[(x+z=y)v(y+tz=Xx)],
neboli standardné
v ¥y 3z [p(h(x, 2), ) v p(h(y, ), )]

Definice 3.1.4:
Ohodnoceni (valuace) individuovych proménnych je zobrazeni e, které kazdé

proménné x ptifazuje hodnotu e(x) € M (prvek univerza).

Ohodnoceni termit ¢* indukované ohodnocenim proménnych e je induktivné
definovano takto:

e*(x) = e(x)
e*(f (t1, t,....tn)) = fm (e*(t1), €*(t2),....e™*(t)), kde fm je funkce piifazena v dané
interpretaci funkénimu symbolu f.
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Pozn.: Hodnotou (realizaci) termu t v interpretaci I je tedy vzdy jisty prvek universa.
Tedy funkéni symboly jsou “yména funkci — zobrazeni”, termy jsou “jména prvki
universa”, zatimco predikatové symboly jsou “jména relaci” a formule jsou “jména
pravdivostnich hodnot”.

Definice 3.1.5:

Pravdivost formule A v interpretaci I pro ohodnoceni e individuovych proménnych
(coz znatime =1 Ale] — formule A je pravdiva v 1 pro e, nebo také A je splnéna v I
ohodnocenim e), je definovana v zavislosti na tvaru formule:

1.

Pozn.:

Je-1i A atomickéa formule tvaru

a.

p(ti, ..., tn), kde p je predikatovy symbol (rizny od =) a ti, ..., t, jsou termy,
pak [=1 Ale], jestlize plati < e*(t1), e*(t2),....e*(ty)> € pm, kde pwm je relace
piifazend interpretaci I symbolu p — obor pravdivosti p. Tedy individua,
ktera jsou hodnotou term ti, ..., ta, jsou v relaci pm.

(ti = o), pak |=1 Ale], jestlize plati e*(t]) = e*(tp), tj. oba termy jsou
realizovany tymz individuem.

Je-1i A slozena formule dle bodu II. ¢) definice 3.1.1, tj. je-li tvaru

o

o0 o

—B, pak |=1 A[e] jestlize neplati |=1 B[e]

B A C, pak |=1 A[e], jestlize plati |=1 B[e] a |=1 Cl[e]

B v C, pak |=1 A[e], jestlize plati |=1 B[e] nebo |=1 C[e]

B o C, pak |=1 A[e], jestlize neplati |=1 B[e] nebo plati |=1 C[e]

B = C, pak [=1 A[e], jestlize plati |=1 B[e] a |=1 C[e], nebo neplati |=1 B[e] a
neplati |=1 C[e]

. je-li A formule tvaru
a.

Vx B, pak |=1 A[e], jestlize pro libovolné individuum i € M plati

|=1 B[e(x/1)], kde e(x/1) je valuace stejna jako e az na to, ze ptifazuje
proménné x individuum i.

dx B, pak |=1 A[e], jestlize pro alesporn jedno individuum i € M plati
|=1 B[e(x/1)], kde e(x/1) je valuace stejna jako e az na to, ze piifazuje
proménné x individuum i.

1) Je-li universum diskursu konec¢na mnozina M = {ai,...,an}, pak plati nasledujici
ekvivalence formuli:

Vx A(x) < A(a)) A ... A A(an)
dx A(x) & A(ar) v... v A(an) .

2) Z definice kvantifikatora je navic zfejmé, ze plati:

Vx A(x) < —3dx —A(x), Tx A(x) < —Vx -A(x)
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Definice 3.1.5a:

Formule A je splnitelna v interpretaci I, jestlize existuje ohodnoceni e proménnych
takové, ze plati =1 A [e].

Formule A je pravdiva v interpretaci I, znaCime |=1 A , jestlize pro v§echna mozna
ohodnoceni e individuovych proménnych plati, ze |=1 A[e].

Model formule A je interpretace I, ve které je A pravdiva.

Formule A je splnitelnd, jestlize existuje interpretace I, ve které je splnéna, tj.
jestlize existuje interpretace I a valuace e takove, ze |=1 Ale].

Formule A je tautologii (logicky pravdivd), zna¢ime |= A, jestlize je pravdiva
v kazdé¢ interpretaci.

Formule A je kontradikci, jestlize nemé model, tedy neexistuje interpretace I, ktera
by formuli A splnovala.

Pozn.: Zjevné plati, ze A je kontradikce, pravé kdyz negace A je tautologie, |= —A.

Model mnoZiny formuli {A,,...,An} je takova interpretace I, ve které jsou pravdivé
v§echny formule Aj,...,A.

Formule B logicky vyplyva 7 formuli Ay, ..., An, znaime Au,...,An |= B, jestlize B je
pravdiva v kazdém modelu mnoziny formuli Aj,...,Ax.
Tedy pro kazdou interpretaci I, ve které jsou pravdivé formule A, ..., Ax (F 1 A4,...,
|=1 An) plati, Ze je v ni pravdiva také formule B (=1 B).

Pozn.:

1) Nékdy byva model formule definovéan jako interpretace I a valuace e, ve které je tato
formule pravdiva (tedy plati |=1 A[e]). Pak také definice logického vyplyvani v rdmci
PL! je pfislusné upravena.

Definice 3.1.5b: Ai,...,As |= B, jestlize pro kazdou interpretaci I a vauaci e, ve které
jsou predpoklady Ai,...,An pravdivé (tj. plati =1 Ai[e],..., =1 An[e]), plati soucasné, ze
je v ni pravdivy 1 zavér B (). |=1 B[e]).

Jestlize B vyplyva z {A1,...An} podle “siln€j$i” definice 3.1.5b, pak vyplyva i podle
”slabsi” definice 3.1.5a, ale ne naopak! Uvedené definice nejsou ekvivalentni. Napf.
podle definice vyplyvani 3.1.5a plati, ze

p(x) [= Vx p(x),
avSak podle definice 3.1.5b to neplati. Tedy definice 3.1.5b je pfesnéjsi, nebot’ formule
p(x) © Vx p(x) neni tautologii. Historicky se vSak vzila definice v podob¢ 3.1.5a, a také
my ji budeme pouzivat. Musime si vSak byt védomi rozdilu mezi obéma definicemi.

Pro uzaviené formule vSak ob¢ definice splyvaji, nebot’ pravdivost uzaviené formule A
v interpretaci I nezavisi dle bodu 3 definice 3.1.5 na valuaci proménnych. (Proto také
byvaji specialni axidomy teorie voleny pouze jako uzaviené formule, tzv. sentence, viz
kapitola 4.)
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Priklad 3.1.3:

Uvazujme jazyk predikatové logiky a jeho interpretaci, tak jak byly popsany v

prikladu 3.1.2.

Formule
p(h(x,»), x)), nebolix +y =x
je pravdiva v uvedené interpretaci napi. pro ohodnoceni proménnych e(x)=3, e(y)=0 a
nepravdiva napf. pro ohodnoceni e(x)=3, e(y)=2. Formule je splnitelnd v dané
interpretaci, neni vSak v této interpretaci pravdiva.

Formule
p(h(x,y), h(y,x)), nebolix +y =y +x
je v uvedené interpretaci pravdiva pro kazdé ohodnoceni a je tedy, stejné tak jako
formule
VxVy [p(h(x,»), h(y,x))], neboli VxVy [x +y =y + x]

pravdiva v této interpretaci. Neni vSak univerzalni logickou tautologii (interpretujeme-
li napf. bindrni predikat p jako ostrou nerovnost, pak uvedené¢ formule jsou
nepravdiveé).

Formule
Vx 3y q(x,y), neboli Vx Jy [x < y]
je pravdiva v dané interpretaci a formule
Vy 3x q(x,»), neboli Vy Ix [x < y]
je nesplnitelna v dané interpretaci jazyka predikatové logiky.

Formule
p(x.y) v a(x.y) v q(n.x), VxVy [p(x.y) v q(x.y) v q(x)]
jsou pravdivé v dané interpretaci, nejsou vSak univerzalnimi logickymi tautologiemi (o
tom se presvéd¢ime napf. tak, ze prohodime interpretaci predikatt p a q).

Formule
p(x, g0) v —p(x, g(0), VxVy [p(x, g(») v —p(x, g())]
jsou univerzalnimi tautologiemi daného jazyka. Jejich pravdivost nezavisi na tom,
jakou mnozinu probihaji predmétové proménné, jak je interpretovan funkéni symbol g
a jak je interpretovan predikatovy symbol p. Naproti tomu formule

p(x, g0) A =p(x, g(0), VxVy [p(x, g0) A —p(x, g0))]

nejsou splnitelné v zadné interpretaci a jsou tedy univerzalnimi kontradikcemi.

Uloha 3.1.1: Ukazte, ze formule 3x p(x) O p(a), kde a je individuova konstanta, neni
tautologii, ale je splnitelna.

ReSeni: Jelikoz formule neméd volné proménné, staci nalézt interpretaci, ve které je
pravdiva, a interpretaci, ve které neni pravdiva.

L.

I

Universum M = mnoZina pfirozenych ¢isel

. pm = mnozina lichych ¢isel
. am =3
Universum M = mnoZina piirozenych Cisel
. pm = mnozina lichych ¢isel
. am=4
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.  Universum M = mnozina vSech individui
. pM = mnozina studentd VSB v r. 2001/2002
. am = Tomas Konecny

V. Universum M = mnozina vSech individui
. pM = mnozina studentd VSB v r. 2001/2002
° am = Marie Duzi

Nyni plati, ze nase formule je pravdiva v interpretacich 1. a III., nepravdiva v II. a IV. Tedy
je splnitelna, ale neni to tautologie.

Definice 3.1.6:

Formule A, B jsou (sémanticky) ekvivalentni, jestlize pro vSechny interpretace I a
vSechny valuace e maji stejna pravdivostni ohodnoceni. Skute¢nost, ze formule A, B jsou
ekvivalentni zapisujeme: A < B.

Poznamka 3.1.3:
Dv¢ formule jsou ekvivalentni prave tehdy, je-li formule A = B tautologii, tj.:
A < B prave tehdy, kdyz |- A =B.
Nasledujici dvé véty umoziiuji nalézat nové tautologie predikatové logiky na zakladé
jiz zndmych tautologii vyrokové logiky.
Véta 3.1.1:

Necht plati:
A je formule vyrokové logiky sestavend z vyrokovych symboli py, p2,....Pn

B1,B),....By jsou libovolné formule predikatové logiky,
formule A' vznikne z formule A nahradami proménnych pq, p2,....pn formulemi By,
B),....Bp (po fade, tj. Bj za pj)
Potom plati: je-1i A tautologii vyrokové logiky, je A' tautologii predikatové logiky.
Diikaz:
Pravdivostni hodnota formule A nezavisi na pravdivostnich hodnotich formuli pj,

P2....,.pp @ tedy ani pravdivostni hodnota formule A' nezavisi na pravdivostnich hodnotach
formuli By, By,...,.By.
Véta 3.1.2:

Necht plati:
Formule A obsahuje podformule By, By,...,.By ,

formule By, B,...,Bp jsou po fadé ekvivalentni s formulemi B{', By ,....B,
/tj. B; & Bj/,
formule A' vznikne z formule A nahradami formuli By, B»j,....B, formulemi Blv,
By,...By (po fadé, tj. B za B).
Potom plati: je-li A tautologii predikatové logiky, je 1 A' tautologii predikatové logiky.

Diikaz:
Ve formuli A nahrazujeme podformule formulemi se stejnym pravdivostnim
ohodnocenim (pro vSechny (I, e)). Tedy pravdivostni ohodnoceni formule A' musi byt pro
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vSechny (I, e) stejné jako pravdivostni ohodnoceni formule A. Je-li tedy A tautologii, je
tautologiii A'.

Priklad 3.1.4 /n¢které dilezité tautologie predikatové logiky/:
Vsechny formule predikatové logiky majici tvar tautologii vyrokové logiky (viz véta
3.1.1), napt. formule Vx p(x) > (q(y) D Vx p(x)) je tautologii, protoze ma tvar formule
vyrokové logiky r o (s D 1), ktera je tautologii vyrokové logiky.
1. = VxA(x) o A(y) dictum de omni  specielné
|= VxA(x) D A(x/t)
2. = A(y) o IxA(x)

De Morganovy zdkony:
3. F =VxA(x) = Ix—A(x)
4. |F —=3xA(x) = Vx—-A(x)

Zakony distribuce kvantifikatoru:

. &= Vx[A(x) © B(x)] o [VxA(x) D VxB(x)]
. | Vx[A(x) © B(x)] © [FxA(x) © IxB(x)]
. [ Vx[A(x) A B(x)] = [VxA(x) A VXB(x)]

. [ Ix[AX) A B(x)] 2 [FxA(x) A IxB(x)]

. F[VxA(x) v VxB(x)] © VX[A(x) v B(x)]
0. = Ix[A(x) v B(x)] = [3xA(x) v IxB(x)]

— O 00 3 O\ W

Zakony prenexnich operaci (predpokladame, Ze formule A neobsahuje volnou
proménnou x):

11. = Vx[A 2 B(x)] =[A o VxB(x)]

12. = 3x[A 2 B(x)] = [A 2 3xB(x)]

13. = Vx[B(x) o Al =[3xB(x) o A]

14. = 3Ix[B(x) 2 A] =[VxB(x) o A]

15. = Vx[A A B(x)] =[A A VxB(x)]

16. = 3x[A A B(x)] = [A A IxB(x)]

17. = Vx[A v B(Xx)]=[A v VxB(x)]

18. = 3x[A v B(x)] =[A v IxB(x)]

Zakony komutace kvantifikatori:
19. |= VxVyA(x,y) = VyVxA(x,y)
20. = 3IxIyA(x,y) = FyIxA(x,y)
21. = IxVyA(x,y) o VyaxA(x,y)

Poznamenejme, ze obracenda implikace k implikaci 21. neplati. O tom se muzeme
presveédcit na nasledujicim ptikladé. Necht' x, y jsou proménné probihajici mnozinu
redlnych cCisel a predikat A je interpretovan jako relace <. V této interpretaci je formule
Vy3dxA(x,y) pravdivd (ke kazdému y existuje x mensi nez y) a formule IxVyA(x,y)
nepravdiva (existuje x, které je mensi nez vSechna y). Formule

VyaxA(x,y) D IxVyA(x,y)
je v dan¢ interpretaci nepravdiva a tedy to neni tautologie.
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Necht term t je substituovatelny za proménnou x:

22. = VxA(x) o A(x/t) zakon konkretizace
23. = A(x/t) D IxA(x) zakon abstrakce
24. = VxA(x) D IxA(x) zakon partikularizace

Poznamky 3.1.4:

1))

2)

3)

4)

Tautologie 3. a 4. vysvétluji, jak chapeme v PL! "totalitu” a existenci. Tvrdime-li, Ze
n¢jakou vlastnost maji vSechna individua, znamend to, Zze neexistuje Zzadné
individuum, které by tu vlastnost nemé¢lo. A tvrdime-li, ze existuje alespoii jedno
individuum s urc¢itou vlastnosti, znamena to, ze ne vSechna individua této vlastnosti
nevyhovuji. Stim souvisi pozadavek stanoveny pro interpretaci — totiz Ze obor
interpretace — universum diskursu musi byt neprazdny.

Predstavme si interpretaci formuli Vx p(x) a Ix (p(x) nad prazdnym universem
(M = ®). Formule Vx p(x) bude pravdiva (neexistuje zadné individuum, které nema
vlastnost p), ovSem stejné¢ tak formule Vx —p(x) bude pravdiva (neexistuje zadné
individuum, které ma vlastnost p). Kdyz nyni budeme interpretovat formuli 3x p(x),
dospéjeme k zaveéru, ze je nepravdiva (nenajdeme individuum s vlastnosti p) a podobné
je nepravdiva formule 3x —p(x) (nebot’ vSechna — tj. zddné — individua maji vlastnost
p). Tedy zékon partikularizace (tautologie 24) by byl nepravdivy. Tim se vSak
dostavame do rozporu s intuici, protoze tvrzeni “co plati pro vSechny, plati i pro
neékteré” Ize povazovat za pravdivy “axiom”. Jak vidime, neplatilo by pro “’pusty svét”.

Kazdé¢ tautologii predikatové logiky ve tvaru ekvivalence odpovida ekvivalence
formuli a obracené. Tak napt.ekvivalenci
—Vx A(x) < Ix —A(x)
odpovida tautologie
= —Vx A(x) = Ix —A(x).
Na zéklad¢ téchto ekvivalenci muzeme provadét ekvivalentni upravy formuli
predikatové logiky.

Kazdy jazyk predikatové logiky ma nekonecné mnoho moznych interpretaci (uz jenom
universum diskursu lze stanovit nekone¢né¢ mnoha zpiisoby). Tim se lisi od jazyka
vyrokové logiky, ktery ma vzdy jen konecny pocet interpretaci — valuaci 0-1
vyrokovych symbolt (jazyk vyrokové logiky pracujici s n vyrokovymi symboly ma 21
interpretaci). Tautologicnost formuli predikatové logiky nelze proto sémanticky
dokazovat tak, ze ukdzeme, ze kazdda mozna interpretace jazyka je i modelem dané
formule. Timto zptisobem jsme postupovali ve vyrokové logice, kdyz jsme zjist'ovali
pravdivostni hodnotu formule pro kazdou kombinaci pravdivostnich hodnot
vyrokovych symbolt.

Chceme-li nalézt sémantické zdlivodnéni, zda je dand formule tautologie, ¢i zda je dany
usudek platny, vyuzivame Casto tyto dvé metody:

"Diikaz" prevodem na vyrokovou logiku za predpokladu kone¢ného univerza.
= =Vx A(x) = 3x -A(x)

"Dtkaz" (za pfedpokladu M={a,b}):
—Vx A(x) & —[A(a) A A(b)] & —A(a) v —A(b) < Tx —A(x)
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MnoZinovy "ditkaz" pirevodem na mnozinové Uvahy o oborech pravdivosti
predikati. Plati totiz:

Je-li =1 Vx p(x), pak py =M

Je-li =1 3x p(x), pak pm = ©

Je-li [=1 Vx [p(x) © q(x)], pak pm < qm

Je-li [=1 3x [p(x) A q(x)], pak (pm N qm) # P

Na ukazku dokazme 5. schéma tautologii z predchoziho piikladu.
= Vx[A(x) 2 B(x)] o [Vx A(x) D VxB(x)]

"Diikaz" /mnozinovy/:
1. Vx[A(x) o B(x)] predpoklad
obor pravdivosti A < obor pravdivosti B
2. VxA(x) predpoklad
obor pravdivosti A = celé univerzum M
3. VxB(x) zl.a?2.
obor pravdivosti B = celé¢ univerzum M Q.E.D.

Priklad 3.1.5 /Sémantické ovéreni spravnosti asudku/

ve VL. Podle definice je tsudek spravny, pokud je zavér pravdivy ve vSech modelech
piedpokladfl. Problémem v PL! je oviem to, Ze takovychto modelii je obecné nekonecné
mnoho. Pfesto je mozno sémanticky ovétit platnost tisudku, a to pifimo, nebo nejcastéji
sporem (piredpokladame, Ze miize nastat pfipad, kdy v néjaké interpretaci budou
predpoklady pravdivé a zavér nepravdivy a ukdzeme, Ze to mozné neni).

a)  Marie ma rada pouze vitéze.
Karel je vitéz.

Marie ma rada Karla.

Vx [R(M,x) o V(x)]
V(K)

R(M,K)

Aby byly piedpoklady pravdivé, pak mozné interpretace nad mnozinou individui D
musi mit tvar:

Mp : Marie, Kp : Karel (Pozor! realizaci téchto konstant mohou byt kterékoli jiné
prvky D, tieba a, B, avSak celkova tivaha se tim nijak neméni.)

Rpc D x D: {... <Marie, 11>, <Marie, 12>, ..., <Marie, i,> ...}

Vpc D: {...11, 12, ..., Karel,..., in...}

Vidime, Ze zavér nevyplyva, nebot’ neni zaruceno, ze relace Rp bude obsahovat
dvojici <Marie, Karel>.

b)  Marie ma rada pouze vitéze.
Karel neni vitéz.

Marie nema rada Karla.
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Vx [R(M,x) o V(x)]
-V(K)

—R(M,K)

Aby byly predpoklady pravdivé, pak mozné interpretace nad mnozinou individui D
musi mit tvar:

Rpc D x D: {... <Marie, 11>, <Marie, 12>, ..., <Marie, i,> ...}
Vpc D: {...11, 12, ..., Karel,..., in...} — individuum Karel nelezi v mnozin¢ Vp,
tedy Karel se nerovnd zadnému z individui 11, i,...,In, které jsou vrelaci Rp
s individuem Marie.

Vidime, ze zavér vyplyva, nebot’ je zaruCeno, ze relace Rp nemtlize obsahovat
dvojici <Marie, Karel>.

¢) Kdo zna Marii i Pavla, ten Marii lituje.

Nekteti nelituji Marii, ackoliv ji znaji.

Nékdo zna Marii, ale ne Pavla.

Vx ([Z(x,M) A Z(x,P)] © L(x,M) )

Ix [ -L(x,M) A Z(x,M) ]

Ix [Z(x,M) A —Z(x,P) ]
Provedeme diikaz sporem, tedy budeme piredpoklddat, ze nastane v né&jaké
interpretaci ptipad, kdy jsou piedpoklady pravdivé a zavér nepravdivy, tedy je
pravdiva formule Vx [Z(x,M) D Z(x,P)].
Aby byly predpoklady pravdivé, pak mozné interpretace nad mnozinou individui D
musi mit tvar:

Zpc D x D: {... <i1,Marie >, <ix,Marie >, ..., <iz,Marie >, ...,<a,Marie >

<ii,Pavel >, <iy,Pavel>, ..., <ip,Pavel>...}

Lo D x D: {... <11,Marie >, <ip,Marie >, ..., <ip,Marie >, ...,<esMarie>...}
Prvni ptedpoklad tvrdi, ze vSechna individua, kterd jsou v relaci Zp s individui
Marie i Pavel, necht’ to jsou i1, i2,...,1n, jsou také v relaci Lp s individuem Marie.
Dle druhého piedpokladu existuje néjaké individuum, necht’ je to a, které je v relaci
Zp spolu s Marii, ale tato dvojice neni v relaci Lp. Tedy o nemiize byt jedno z
individui 1y,...,1n.
Je-li nyni pravdivd formule Vx [Z(x,M) o> Z(x,P)], pak to znamend, Ze vSechna
takova individua i, kterd tvofi dvojici <ij,Marie> v Zp (j. také individuum o), musi
tvofit dvojici <ij,Pavel>, kterd rovnéz lezi v Zp. To vSak neni mozZné, protozZe
<o,Pavel> nelezi v Zp.

Poznamka 3.1.5.

Usudek a) ilustruje pomémé &astou chybu, které se miZeme v argumentaci dopustit.
Z platnosti nutné podminky néjakého tvrzeni usuzujeme na pravdivost tohoto tvrzeni.
V nasem piiklad¢ je podminka byt vitézem” pouze nutna, ne vsak dostatec¢na pro to, aby
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méla dané individuum rada (vitézové tedy mohou byt 1 takova individua, kterd Marie
rada). Uvazme nasledujici dva tsudky:

Prvocisla maji presné dva délitele. (mit pfesn¢ dva délitele je nutna podminka)
Cislo 5 ma presné dva délitele.

neplatny dsudek

Cislo 5 je prvoéislo.

Vx [P(x) o D(x)] (’zamyslend interpretace” predikatu D je
D(5) ‘mit pfesn¢ dva délitele’)

neplatny dsudek

P(5)

Pouze prvocisla maji presné dva délitele. (“mit pfesné dva d¢litele” je dostatecna
podminka pro byt prvocislem”)
Cislo 5 ma presné dva délitele.

platny usudek
Cislo 5 je prvoéislo.
Vx [D(x) o P(x)]
D(5)

platny usudek
P(5)

Pokud bychom chtéli pomoci poctu déliteli mnozinu prvocisel definovat, pak musime
pouzit nutnou a dostate¢nou podminku:

Prvocisla jsou pouze a prave ta Cisla, kterd maji presné dva délitele.

Vx [D(x) = P(x)]

Priklad 3.1.6 /ekvivalence a tautologie/:

a)

Ovérime sémanticky, ze nasledujici véta je tautologie:
Existuje nékdo takovy, ze je-li génius, pak jsou vsichni géniove.

(Veéta pochopitelné netika, Ze jestlize existuji géniové, pak jsou vSichni
géniove.)
Analyza:  3x [G(x) D Vy G(»)]
Uvazujme nyni mozné interpretace. At’ je universum U jakékoli, mame dvé
moznosti:
1. Gu < U (Gu je vlastni podmnozinou U — Gy # U). V této interpretaci
je formule pravdiva, nebot’ existuje valuace x takova, Ze e(x) ¢ Gu.
Pak je antecedent implikace nepravdivy, a tedy celd formule je
pravdiva.
2. Gu = U. V této interpretaci je formule ziejmé rovnéz pravdiva.
Tedy formule je pravdiva v kazdé interpretaci — tautologie.
Pozn.: Ptiklad demonstruje, jak je podminka vyjadiena implikaci za existenénim
kvantifikatorem “slaba”. Aby byla formule pravdiva, staci za x zvolit kterykoli
prvek universa, ktery nesplituje antecedent implikace.
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b) Oveétime, ze nasledujici véty jsou ekvivalentni (tedy maji naprosto stejné
pravdivostni podminky):

Jana obdivuje pouze vitéze.
Jana neobdivuje nikoho, kdo neni vitez.
Neexistuje nikdo, kdo by nebyl vitéz a Jana jej obdivovala.

Analyza:  Vx[O(J,x) 2 V(x)] & Vx [-0(x) v V()]

Vx [-V(x) o -0 x)] < Vx [V(x) v =0(,x)]

—3x [-V(x) A O(J,x)] < Vx[V(x) v =0(,x)]
Tedy analyzou a pomoci ekvivalentnich Gprav jsme ovéfili, Ze nase véty “tikaji
totéz”, jsou ekvivalentni.

Priklad 3.1.7 /specialni kvantifikatory/:

Vedle zékladnich standardnich kvantifikaci
Vx A(x) ... vSechny prvky universa maji vlastnost A (obor pravdivosti A = celé univer. M)
Jx A(x) ...existuje (aspon jeden) prvek universa s vlastnosti A (obor pravdivosti A je
neprazdny)

zavedeme jesté nasledujici nestandardni kvantifikace:
(VB(x))A(x) ... vSechny prvky s vlastnosti B maji vlastnost A
(B(x))A(x) ... existuje prvek s vlastnosti B, ktery ma vlastnost A
F1xAX) ...... existuje prave jeden prvek s vlastnosti A (“existuje to jediné x, ze A”)

Nestandardni ~ kvantifikatory mohou byt definovany pomoci standardnich
kvantifikétora takto:
(VB(x))A(x) =4f Vx [B(x) > A(x)] ohrani¢eny obecny kvantifikator
(3B(x))A(x) =qf Ix [B(x) A A(x)] ohraniCeny existencni kvantifikator

F1xAx) =4f IxAx) A [Vy A(y) D (y =x)]

Ptiklady na uziti nestandardnich kvantifikatorti v matematice:
Realna funkce f(x) je na intervalu (a,b) spojita:
(Ve>0) (Vx € (a,b)) (Vy € (a,b)) (38> 0) [|x - ¥ <d D f(x) - f()| <¢]
Realna funkce f(x) je na intervalu (a,b) stejnomérné spojita:
(Ve>0) (36> 0) (Vx € (a,b)) (Vy € (a,b)) [[x - y| <d D [flx) - f(y)| <¢]
Rovnice a.x + b =0 ma pro a # 0 jediné feSeni:
(Va#0)(Vb)(Fix)[ax +b=0]

Definice 3.1.7:
Necht’ formule F je utvofena z elementarnich formuli A, B,... pouze pomoci funktorii

—, A, Vv, ¥, 3. Formuli F', kterd vznikne z formule F vzajemnymi zdménami funktorii A a v
a vzajemnymi zaménami funktord V a 3, nazyvame dudlni formuli k formuli F.
Vzhledem k tomu, ze F" =F, jsou formule F a F" dudlnimi navzdjem.

Véta 3.1.3 /véty o dualité/:
1. =—=F(A, B,...)=F'(=A, —B,...), neboli: —=F(A, B,...) & F'(—A, —B,...),
2. |FF> G prave tehdy, kdyz =G'o F',
3. =F=G prave tehdy, kdyz |=F'=G".
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Diikaz:

Ad 1:
Diikaz provedeme matematickou indukci podle struktury formule F. Nejdiive
dokazeme platnost tvrzeni v piipade, ze F je elementdrni formuli /baze indukce/.
Potom z piedpokladané platnosti tvrzeni pro formule H, G dokézeme platnost tvrzeni
pro slozenou formuli F tvaru —H, H A G, H v G, VH, 3H /induk¢ni krok/.

. Necht F(A, B,...) = A. Potom
—|F(A, B,) o -As (—|A)' R F'(—|A, —|B,)
a tvrzeni je dokézéno.

Necht F(A, B,...) = —=H(A, B,...). Potom plati:

—F(A, B,...) & —H(A, B,...) & podle predpokladu F = —H

< —H'(—A, —B,...) <& podle indukéniho predpokladu

&< (—H(—A, —B,...))' < podle definice dualni formule

< F'(—A, —B,...) podle piedpokladu F =—H, Q.E.D.

Necht F(A, B,...) =H(A, B,...) A G(A, B,...). Potom plati:

—F(A, B,...)=—=(H(A, B,...) AG(A, B,...)) & podle piedpokladu F=H A G
< —H(A, B,...) v =G(A, B,...) & podle de Morganova zakona

< H'(—A, —B,...) vG'(—A, —B,...) < podle induk¢éniho predpokladu
&< (H(—A, —B,...) A G(—-A, —B,...)) < podle definice dualni formule

< F'(—A, —B,...) podle piedpokladu F=H A G, Q.E.D.

Necht F(A, B,...) = H(A, B,...) v G(A, B,...). Dtikaz probiha obdobn¢ jako v
piedchozim bod¢.

Necht F(A, B,...) = Vx H(A, B,...). Potom plati:

—F(A, B,...)==Vx H(A, B,...) & podle piedpokladu F = VxH

< dx—H(A, B,...) & podle de Morganova zakona

< dx H'(—A, —B,...) < podle induk¢éniho predpokladu

& (Vx H(—A, —B,...)) < podle definice dualni formule

< F'(—A, —B,...) podle piedpokladu F = VxH, Q.E.D.

Necht F(A, B,...) = 3x H(A, B,...). Dlikaz probiha obdobn¢ jako v pfedchozim bod¢.

Ad 2:
1. F(A, B,...) o G(A, B,...) predpoklad
2. -G(A, B,...) o =F(A, B,...) podle pravidla: F 5 G < -G o> —F
3. G'(—A, —B,...) o F"(—=A, —B,...)  podle 1.véty o dualité
4.G'(A, B,...) o F'(A, B,...) substitucemi —A/A, —B/B, ...

Ad 3:

predpoklad

EE: 1

F EE: 1

'SF podle 2.véty o dualité: 2
'@ podle 2.véty o dualité: 3
'=G' ZE: 4,5
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Priklady 3.1.8 /k principtim duality/:
Ad 1:
- [F=(Vx p(x) v p(v)) = 3x =p(x) A =p(»)
- [F—3x Vy p(x,y) = Vx Iy —p(x,y)
Ad 2:
= Vx p(x) > p(y),
= p(y) > 3x p(x)
- [F[Vxp(x) v Vx q(x)] © Vx [p(x) v q(x)],
= 3x [p(x) A q(x)] D [Fx p(x) A Fx q(x)]
Ad 3:
= Vx [p(x) A q(x)] = [Vx p(x) A Vx q(x)],
= 3x [p(x) v q(x)] = [Fx p(x) v 3x q(x)]
= Vx [A A B(x)] =[A A VxB(x)]
=3x [A'v B'(x)]=[A"v 3x B'(x)]
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3.1.1. Tradiéni Aristotelova logika

Tradi¢ni Aristotelova logika je fragment predikatové logiky 1. fadu, ktery je omezen
pouze na jednomistné predikaty. Tato logika byla (v podstaté jako jedind) vyuCovana jesté
v 19. stoleti. Umoznuje kontrolovat spravnost zvlastniho typu jednoduchého usudku, ktery
se nazyva kategoricky sylogismus. Tyto usudky zkoumal pied vice nez 2000 lety fecky
filosof a zakladatel logiky Aristoteles. Aristotelova logika vznikla kupodivu dfive nez
vyrokova logika, kterou zkoumali sfoici. Stoici byli v jisté opozici vici Aristotelovi a
z jejich dila se zachovaly jen fragmenty, ze kterych je vSak zjevné, Ze pouzivali rozvinuty
systém vyrokové logiky a v podstaté (i kdyz pon€kud v jiné form¢) i systém predikatové
logiky 1. fadu.

Aristotelova logika zkouma tzv. subjekt — predikdatové vyroky (S-P vyroky), kde S i
P jsou néjaké vlastnosti (formalizované jako predikaty). Tyto vyroky déli na obecné a
castecné, kladné a zaporné. VSechny moznosti a jejich vzajemny vztah jsou znazornény
logickym ctvercem, kde vyznam zkratek je odvozen z latinského affirmo (tvrdim) a nego
(popiram):

SaP — VSechna S jsou P
SeP — Zadné S neni P

SiP — N¢ktera S jsou P
SoP — N¢ktera S nejsou P

Kladné Zaporné
kontrarni
Obecné SaP SeP
subalterni kontradiktorické subalterni
Caste¢né  SiP SoP
subkontrarni

Logicky ctverec znazoriuje jednoduché¢ tsudky platné mezi témito vyroky.

1) Kontradiktorické (protikladné, jeden je vzdy ekvivalentni negaci druhého):
SaP = —SoP SeP = —SiP

2) Kontrami (z jednoho vyplyva negace druhého):
SaP |= —SeP SeP |= —SaP
Muze vSak byt zarovei nepravda jak SaP tak SeP (tedy ani Sap ani Sep neni
pravda): VSechny houby jsou jedl¢é, vSechny houby jsou nejedlé.
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3) Subkontrarni (podprotivné):
—SiP |= SoP —SoP |= SiP
Muze vsak byt SiP 1 SoP pravdivé:
Nekteré labut€ jsou Cerné, nékteré labuté nejsou Cerné

4) Subalterni (podtizeny):
SaP |= SiP SeP |= Sop —SiP |= —SaP —SoP |= —SeP

Déale plati tzv. obraty:

5) Obraty.
SiP |= PiSSeP |= PeS
Nekteti studenti jsou Zenati |= Nekteti zenati jsou studenti
Z4dny &lovék neni strom |= Zadny strom neni ¢lovék
SaP |=PiS SeP |= PoS
VSsichni ucitelé jsou statni zaméstnanci |= Nékteti statni zaméstnanci jsou ucitelé
Z4dné jedovaté houby nejsou jedlé |= Nékteré jedlé houby nejsou jedovaté

(Kategorické) Sylogismy jsou tsudky, které sestavaji ze tti S-P vyroki tvaru (4 figury):

M P P M M P P M

S M S M M S M S
I — I — L —— v, —

S P S P S P SP

Kombinaci a, e, 1, 0 1ze nyni vytvofit 64 tzv. modu, z nichz jen nékteré jsou platné.

Platné mody se pochopitelné neu¢ime nazpamét’ (jako to kdysi dé€lali naSi otcové), nebot’
jejich platnost miizeme snadno ovéfit i sémanticky, na zédkladé mnozinovych tvah, které
muzeme znazornit geometricky (napt. metodou znamych Vénovych krouzki):
Obory pravdivosti predikata S, P, M zakreslime jako (vzajemné se protinajici) krouzky.
Poté znazornime situaci, kdy jsou premisy pravdivé, tj.

1) Vysrafujeme plochy, které odpovidaji prazdnym ttidam objekt

2) Oznacime kiizkem plochy, které jsou jisté neprazdné (kiizek ptfitom klademe jen

tehdy, kdyz neexistuje jina plocha, “kam by mohl pfijit”)

Nakonec ovéfime, zda vznikla situace znazoriiuje pravdivost zaveéru.

Priklad 3.1.9: (Ovéite graficky)

Vsechny velryby jsou savci.
Nekteti vodni Zivocichové jsou velryby.

Ui Spravny tsudek
Nekteti vodni Zivocichové jsou savci.

Z4dny uéeny z nebe nespadl
Vsechno co spadlo z nebe je voda

Us Nespravny tsudek
Z4dna voda neni u¢ena
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Vsechna auta jsou dopravni prostiedky
Vsechna auta maji volant

Us Nespravny tsudek
Nekteré dopravni prostfedky maji volant

Vsechny mysi jsou hranaté
Vsechno hranaté je modré

Us Spravny tsudek
Vsechny mysi jsou modré

Nikdo s fialovymi vlasy neni stary
Nekteti lidé, kteti maji fialové vlasy, piji mléko

Us Spravny tsudek
Nekteti lidé, kteti piji mléko nejsou stafi

Vsichni jezevci jsou sbératelé uméni
Nekteti sbératelé umeéni ziji v norach
Us Nespravny tsudek

cey

Nekteti jezevci ziji v norach

Pozn.: Usudek Us mozna &tenafe piekvapi. Jak je mozné, Ze je tento usudek neplatny?
Vzdyt piece za predpokladu pravdivosti premis musi platit, ze nékteré dopravni prostredky
maji volant, a to alespon ta auta! Pokud si vSak situaci znazornime Vénovymi krouzky,
zjistime, Ze tomu tak neni. Premisy nas opraviiuji pouze k vySrafovani ploch
odpovidajicich formulim:

—3x [A(x) A =V(X)], —3x [A(x) A =D(x)]

(“neexistuji auta bez volantu” a “neexistuji auta, kterd by nebyla dopravnim prostiedkem™),
ale kiizek na ploSe odpovidajici formuli Ix [A(x) A V(x) A D(x)], tedy priniku “aut,
volanti a dopravnich prostfedkii” se nenachazi! Jisté, vzdyt pravdivost premis nam
nezarucuje existenci aut! V dob¢, kdy Zadnd auta neexistovala, byly premisy trivialné
pravdivé, ale zavér byt pravdivy nemusel.

Obdobny ptiklad (nyni jiz zjevn¢) nespravného usudku je znam od Bertranda Russella:

Vsechny sklenéné hory jsou hory
Vsechny sklenéné hory jsou sklenéné

Nespravny tsudek
Nekteré hory jsou sklenéné

Jde o béznou a pomérn¢ Castou chybu, kdy ze vS§eobecnych premis usuzujeme na existenci.
R. M. Smullyan uvadi ve své velmi zdatil¢ knize “Jak se jmenuje tato knizka?” piiklad
uplatnéni takovéhoto “argumentu”, pomoci kterého “dokaze” existenci jednorozce.

Poznamenejme jesté, ze v tradicni Aristotelové logice je tento mod (tedy usudkové
schéma) povazovan za platny. Je to proto, ze Aristoteles dodava pro sylogismy podminku,
ze vSechny pouZité pojmy jsou neprdzdné. Z tohoto pohledu neni Russeliv piiklad
sylogismem.
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3.2. Automatické dokazovani v predikatoveé logice (obecna rezoluéni metoda)

Jak jsme uvedli v pfedchozi kapitole, sémanticky diukaz logické pravdivosti, a tedy 1
logického vyplyvani apod., zkouménim vSech moznych interpretaci, je v predikatové logice
asto obtizny. Jednou z efektivnich metod je vsak rezolu¢ni metoda, ktera je pro PL!
zobecnénim zakladni rezolucni metody vyrokové logiky, kterou jsme se zabyvali v kap.
2.2. Tato obecna rezolu¢ni metoda se stala zdkladem pro logické programovani, zejména
programovaci jazyk PROLOG (Programming in Logic).

Rezolu¢ni metoda je jedna z procedur (algoritmt), které parcialné rozhoduji, zda
dana formule PL' je nesplnitelna. Pro pfedloZenou formuli A, ktera nesplnitelna je, tedy
procedura v kone¢ném Case tuto skutecnost zjisti a zastavi se. V ptipad¢, ze A je splnitelnd,
algoritmus nemusi nikdy skoncit svou ¢innost. Chceme-li tedy rozhodnout, zda dana
formule A je logicky pravdiva, pouzijeme rezolu¢ni metodu na formuli —A a zjistujeme,
zda je nesplnitelna. Je-li tomu tak, procedura to zjisti a vyda kladnou odpovéd’. V opaéném
piipad€ proces nemusi nikdy skoncit. Specieln€, chceme-li zjistit, zda {Ai,...,An} |= B,
aplikujeme rezolu¢ni metodu na formuli A1 A ...A An A =B, nebot’ pokud je tato formule
nesplnitelna, pak je formule (A1 A ...A An) D B tautologie a vztah vyplyvani plati.

Rezolu¢ni metodu lze aplikovat pouze na formule specidlniho tvaru, v tzv.
klauzularni (Skolemové) formé. Nejprve proto ukdzeme, ze kazdou formuli je mozno
pievést do klauzularni formy tak, ze vysledna formule je splnitelna, praveé kdyz vychozi
formule je splnitelnd. Potom uvedeme Herbrandovu vétu, o niz se opiraji prvni znamé
rozhodovaci procedury pro dokazovéani nesplnitelnosti v predikatové logice 1. tadu.
Uplatnéni rezoluéniho pravidla vyrokové logiky je totiz v PL! komplikovano tim, Ze
v literdlech se vyskytuji termy obecné razného “tvaru”, které je nutno néjak “unifikovat”.
Popiseme tzv. zikladni rezolu¢ni metodu pro PL!, ktera je znacné neefektivni. Priilomem
v téchto metodach se vSak stal Robinsontiv objev unifika¢niho algoritmu, ktery umoznil
zobecnéni zékladni rezolu¢ni metody na mnohem uc¢inngjsi rezolu¢ni metodu, ktera se pak
stala zakladem logického programovani.

Automatické dokazovani v predikatové logice zobeciiuje postupy automatického
dokazovani vyrokové logiky. Oproti situaci ve vyrokové logice je situace v predikatoveé

vvvvvv

v

=  Komplikovangjsi je procedura pievedeni formule na klauzularni tvar. Oproti vyrokové
logice obsahuje navic:
— prevod formule na prenexni tvar,
— eliminaci kvantifikatora z formule.

= Slozitéjsi je tvar rezolu¢niho odvozovaciho pravidla. Jeho pouziti vyzaduje simultdnni
upravu literalti, tzv. unifikaci.

Definice 3.2.1:
Formule A predikatové logiky je v prenexnim tvaru, ma-li podobu
Qx1 Q2x2...Qn¥n B,
kde
* n2>0aprokazdéi=1,2,...,nje Qj bud vieobecny kvantifikator V¥ nebo existencni 3,
" X[, X2,....Xp JSOu navzajem ruzné individuové proménné,
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= B je formule utvofena z elementarnich formuli pouze uzitim vyrokovych funktor —,
A, V.

Vyraz Qix1 Q2x2...Qpxp se nazyva prefix (charakteristika) a B otevienym jadrem

(matici) formule A v prenexnim tvaru.

Véta 3.2.1:
Kazdou formuli lze pfepsat do prenexniho tvaru, tj. ke kazdé formuli predikatové

logiky A existuje formule A* v prenexnim tvaru, kterd je s formuli A ekvivalentni
(tj. A < A%).

Diikaz:
Matematickou indukci podle hierarchického fadu formule A.

1. Baze indukce. Formule fadu 0 (elementarni formule) neobsahuji Zadné funktory (a tedy
ani kvantifikatory) a jsou tedy automaticky v prenexnim tvaru. Tvrzeni véty tedy plati.

2. Indukéni krok. Ukazeme, Ze plati-li tvrzeni véty pro formule B, C, pak plati také pro
formule VxB, 3xB, —B, B A C, B v C, B o C, B = C (tj. platnost véty se piendsi z
formuli niz§iho fadu na formule fadu vyssiho).

Je-li A = VxB nebo A = 3xB, pak vzhledem k tomu, Ze B je v prenexnim tvaru

(indukéni piedpoklad), je i A v prenexnim tvaru, tj. A < A*,

Necht' A = —B. Formule B je podle induk¢niho piedpokladu v prenexnim tvaru, tj.
B =Qjx1 Q2x2...Qpxn D,

kde Qj jsou V nebo 3 a D je formule bez kvantifikatorti. Potom n-ndsobnym

pouzitim de Morganova zdkona —QxF = Q'x —F (Q' je dualni kvantifikator ke Q),
dostavame

A=-Q1x1 Q2x2...Qpxn D < Q1'x1 Q2'%2...Qp'xy —D < A*
a formule A je pfevedena do ekvivalentniho prenexniho tvaru A*.
Necht A = B A C. Formule B, C jsou podle indukéniho pfedpokladu v prenexnim
tvaru, tj.
B=QiBx1 Q2B*2--QmB¥m F, €=Q1cv1 Q2--Qncyn G,

kde F, G jsou formule bez kvantifikatord. Mame dokazat, Ze existuje formule A*
ekvivalentni s formuli A. To zajisté plati, je-li k = n + m = 0. Tvrzeni bude
dokézano, jestlize z pfedpokladané platnosti pro k = n + m - 1 dokdZeme platnost
pro k =n + m. Diikazem je nasledujici fetéz ekvivalenci:
A=BAQiy1 G1 < Qiey1 BAGI < Qiay1 BAG* < A%

Formule B A G| obsahuje totiZ jen n + m -1 kvantifikatorii a lze tedy na ni pouZit
induk¢ni predpoklad.

Pro slozen¢ formule B v C, B o C, B = C Ize induk¢ni krok dokdzat podobnym
zpusobem jako v pfedchozim bod¢. Vzhledem k tomu, ze
BvC& +(—-BA—-(C),BoC«& —-(BA-C),B=C< —(BA-C)Ar—-(CA—-B),
je v8ak ditkaz induk¢niho kroku pro v, o, = nadbytecny.
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Algoritmus /pfevod formule do prenexniho tvaru/:

(1) Eliminace funktori > a =. Toho Ize dosahnout uzitim nasledujicich ekvivalenci
(néhrady jejich levé strany pravou stranou):

A>B< —-A VB,
A=B (A>B)ABoA)< (-AVvB)A(—=BVA).
(2) Pievedeni formule na tvar s ¢istymi proménnymi.
a) Pouzijeme nasledujici ekvivalence (nahrady levé strany pravou):
(VxA A VxB) < Vx (A AB) (3xA v 3xB) < 3x (A v B)
b) Pifejmenovani vazanych proménnych tak, aby zadnd proménna nebyla ve formuli
soucasn¢ volna i vazana a tak, aby vSechny vazané proménné byly navzajem rizné.
To plati nejenom pro celou formuli, ale 1 pro kazdou jeji podformuli.

(3) Vypusténi nadbytecnych kvantifikatorti, tj. kvantifikatorti jejichz oblast plisobnosti
neobsahuje zadny vyskyt kvantifikované proménné.

(4) Pieneseni vSech vyskytl funktoru negace bezprostiedné pied elementarni formule.
Toho Ize dosahnout opakovanym uzitim nasledujicich ekvivalenci (ndhrady jejich levé
strany pravou stranou):

—A S A,

—|(A 7AN B) & —Av —|B,
—|(A \ B) & —A A —|B,
—Vx A(x) < Ix -A(x),
—dx A(x) < Vx —A(x).

(5) Pfeneseni vSech kvantifikatori na zacatek formule. Toho lze dosdhnout opakovanym
uzitim nasledujicich ekvivalenci (ndhrady jejich levé strany pravou stranou):

VxA AB < Vx (A AB) JxA v B < Jx (A v B)B neobsahuje volnou x
A AVXB < Vx (A AB) A v 3xB < 3x (A v B) A neobsahuje volnou x
dxA AB < dx (A AB) VxA v B < Vx (A v B) B neobsahuje volnou x
A AJxB < 3x (A AB) A v VxB < Vx (A v B) A neobsahuje volnou x

Piiklad 3.2.1:
Nalézt prenexni formu formule na fadku 1.:

.  Vx[pkx)A Vydx (—q(x,y) D Vzr(ax,y))] vychozi formule

2. Vx[p(x) A Vy3x (q(x,y) v Vz r(ax,y))] eliminace ©

3. Vx[pkx) A Vy3dr(q(ty) v Vz r(at,y))] piejmenovani proménné

4.  Vx|[px) AVy3t(qty) v r(aty))] vypusténi nadbyte¢ného kvantifikatoru
5. VaVy[px) A3t (q(ty) v r(a,ty))] piesun kvantifikatoru doleva

6. VxVydt[p(x) A (q(ty) v r(a,ty))] presun kvantifikatoru doleva

Poznamka 3.2.1:

Prenexni tvar formule neni uren jednoznacné. Konecna podoba prenexni formule
zavisi na potfadi provadéni Uprav a na zplsobu piejmenovani vazanych promeénnych.
Vsechny prenexni tvary jsou vSak ekvivalentni.
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Definice 3.2.2:

Skolemova forma uzaviené formule je prenexni tvar této formule, ktera neobsahuje
zadné existencni kvantifikatory. Skolemova forma vznikne z prenexni formy opakovanym
pouzitim nasledujicich dvou operaci (skolemizaci):

Vx1 Vx3..Vxp 3y A(X1, X2,....Xp, V) =

— Vx1 Vx3...Vxp A(x1, X2,....Xp, f(x1, X2,..., Xp)),

kde f je novy (v jazyce dosud nepouzity) n-arni funkéni symbol, tzv. Skolemova
funkce,

VY1 VY2 Vyn A, Y15 ¥20e9n) = YY1 V2. Vn AC, Y1 125V n)s

kde c je novd (v jazyce dosud nepouzitd) individuova konstanta, tzv. Skolemova
konstanta;

Kazdému eliminovanému existen¢nimu kvantifikatoru odpovida jind Skolemova
funkce nebo konstanta.

Skolemovu formu formule A ozna¢ime zapisem AS.
Literdl je atomicka formule nebo negace atomické formule (napt. p(f(x)), —-q(») ).
Klausule je disjunkce literala (napft. [p(f(x)) v —=q(»)] ).

Konjunktivni normalni tvar formule predikatové logiky je prenexni tvar formule,
jejiz matice je konjunkce disjunkci literalt (tj. konjunkce klauzuli).
Disjunktivni normadlni tvar formule predikatové logiky je prenexni tvar formule,
jejiz matice je disjunkce konjunkci literali.
Klauzularni forma formule je Skolemova forma, jejiz matice je v klauzularnim
tvaru, tj. je konjunkci klausuli.

Poznamky 3.2.2:

1. Skolemovy konstanty a funkce ptedstavuji pfedméty (reprezentanty predmétd), o
jejichz existenci vypovidaji ptivodni formule. Tak napf.
IxVy A(x,y) > Vy A(c, y)
Je-li univerzem mnozina vSech nezapornych celych cCisel a realizaci (interpretaci)
predikatu A je relace < (tedy A(x,y) “chapeme jako” x < y), pak c interpretujeme
jako 0. V tomto modelu je konstanta ¢ jedina, ale v jinych modelech tomu tak byt
nemusi.
Vx3dy A(x,y) > Vx A(x,f(x))
Je-li univerzem mnozina realnych cisel a oborem pravdivosti predikatu A je relace
<, pak interpretaci funkéniho symbolu f miZze byt napi. funkce f°, ktera je zadana
predpisem: £(x) =x + V3.
2. Po provedené skolemizaci zlstavaji v prefixu formule pouze obecné kvantifikatory.
Nejdilezitéjsi pro naS dalsi vyklad je Kklausularni  forma  formule:
Vx; Vxz ...¥x, [C1 A C2 A ... Cyi], kde C; jsou klausule (disjunkce literalit). Vzhledem

k tomu, Ze uvaZzujeme pouze uzaviené formule, neni nutné tyto kvantifikatory
explicitné uvadet.

3. Skolemova forma AS uzaviené formule A neni ekvivalentni s formuli A, ale plati:
= AS D A, neboli AS |= A.
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Dukaz:
Necht mé formule Vx| Vx)...Vxp A(x], X2,...,.Xp, f(x1, X2,..., Xxp)) model I. To znamen4,
ze pro libovolnou n-tici di, da,...,dn prvkl universa plati, ze (n+1)-tice prvkil universa
<di, d,...,dn, fo(di, da,...,dn)> € Ap (lezi v oboru pravdivosti A), kde fp je funkce
pfifazena interpretaci I symbolu f a Ap je relace — obor pravdivosti A v interpretaci I.
Pak je ovsem interpretace I rovnéz modelem formule Vxi Vxa...Vx, Iy A(x1, x2,...Xn, V)
Kazdy model formule AS je tedy 1 modelem formule A, ale nikoliv naopak. Je-li tedy
formule A nesplnitelna (kontradikce — neméa model), pak je nesplnitelna i formule AS.
Obraceng, je-li formule A splnitelnd (mé asponi jeden model) je splnitelnd i formule
AS. Obg formule AS, A jsou soucasné splnitelné nebo nesplnitelné, nemusi vSak byt
ekvivalentni (tj. nemtizeme psat AS<>A nebo [= AS=A).

Véta 3.2.2 (Skolem).

Kazda formule A mize byt prevedena na formuli AS v klauzularni (Skolemové) formé
takovou, ze A je splnitelna, pravé kdyz AS je splniteln4.

Diikaz: Uvedeme algoritmus prevodu A — AS,
Krok 1. Utvoreni existencniho uzaveru formule A. (Zachovava splnitelnost.)

Krok 2. Eliminace nadbytecnych kvantifikatoru. (Ekvivalentni krok.)
Z formule A vypustime vSechny kvantifikatory Vx;, Jx;, v jejichz rozsahu se
nevyskytuje proménna x;.

Krok 3. Prejmenovani proménnych. (Ekvivalentni krok.)
Piejmenujeme vSechny proménné, které jsou v A kvantifikovany vice nez jednou
tak, aby vSechny kvantifikatory mély navzajem rizné promeénné.

Krok 4. Eliminace spojek o, = podle téchto vztahii (Ekvivalentni krok.):
(AoB)< (-AVvB),(A=B) (-AVvB)A(=BVA)

Krok 5. Presun spojek — dovnitr. (Ekvivalentni krok.)

Krok 6. Presun kvantifikatoru doprava. (Ekvivalentni krok.)
Provadime nahrady podle téchto ekvivalenci (Q je kvantifikator V nebo 3; © je

symbol A nebo v; A, B neobsahuji volnou proménnou x):
Qx (A©B(x)) < A©QxB(x), Qx (A(x) ©B) < Qx A(x) ©B

Pozn.: Pted provedenim kroku 7. je vhodné provést ekvivalentni zjednodusujici upravy
formule.

Krok 7. Eliminace existencnich kvantifikatoru (Zachovava splnitelnost.)
Provadime postupné Skolemizaci podformuli Qx B(x), Qx A(x), které jsme obdrzeli
v ptedchozim kroku 6, tedy nahradu existenné kvantifikovanych formuli
formulemi bez existen¢niho kvantifikatoru dle Definice 3.2.2.

Krok 8. Presun vseobecnych kvantifikatoru doleva. (Ekvivalentni krok, nebot’ jsme jiz
provedli krok 3. a plati ekvivalence dle 6.)

Krok 9. Pouziti distributivnich zdakonu. (Ekvivalentni krok.)
Provedeme postupné nadhrady vlevo formulemi vpravo:
AAB)VCeAVOABVC), Av(BAC) < (AvB)A(AVO)
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Poznamky 3.2.3:

Z praktickych divodt (aby byl nds dikazovy kalkul uplny) se snazime minimalizovat
pocet argumentti zavadénych Skolemovych funkci. Krok 6 slouzi tomuto ucelu.
Vyslednou formuli mizeme jesté zjednoduSit pouzitim Uprav, které zachovavaji
splnitelnost.

Priklad 3.2.2:

6. Uvazujme formuli A = Vx 3y Vz v [p(z,y) A q(x,v)].

Pokud bychom aplikovali Skolemizaci bez kroku 6, dostali bychom formuli:
AS = Vx Vz [p(z f(x) A q(x, h(x,2)], kde £, h jsou zavedené Skolemovy funkce.
Pouzijeme-li vSak nejprve krok 6, dostaneme

A’ =3y Vzp(z,y) A Vx v q(x,v) a z ni eliminaci existen¢nich kvantifikatort
A’ =Vzp(z, a) A Vx q(x, h(x)). Odtud pak piesunem kvantifikatora doleva:
AS =Vz Vx [p(z, a) A q(x, h(x))], v niz zavedené Skolemovy funkce a, h jsou
jednodussi.

. Uvazme jednoduchou tautologii: —=Vx P(x) v Vy P(y).

Na tomto misté chceme jesté jednou upozornit na diileZitost kroku 6 algoritmu
pievodu do klauzulari formy. Castym omylem je domnénka, Ze je mozno provést
pievod tak, ze formuli nejprve pievedeme do prenexni konjunktivni formy, a pak
provedeme Skolemizaci. Na jednoduchém ptiklad¢ ukdzeme, Ze takovyto postup by
nebyl uplnym diikazovym kalkulem (nedokézali bychom vsechny tautologie PL'):
Negaci ziskame formuli
Vx P(x) A Jy —P(p),

ktera je nesplnitelnd, coz snadno dokédzeme:
Skolemizaci obdrzime formuli Vx P(x) A —P(a), a substituci {x / a} pak kontradikci
P(a) A —P(a), tedy prazdnou klausuli.
Provedeme-li (chybné!) nejprve pievod do prenexni formy a pak Skolemizaci,
dostaneme: [Vx P(x) A 3y —=P())] |- Vx [P(x) A Ty —=P(»)] |- Vx3y [P(x) A =P(V)] |-
Vx [P(x) A =P(f(x))]. Nesplnitelnost této formule uvedenymi dikazovymi postupy
nedokadzeme, nebot’ literaly P(x) a —P(f(x)) nejsou unifikovatelné.

. Nalezneme klausularni (Skolemovu) formu nasledujici uzaviené prenexni formy

(formule uvedené na fadku 1.):
1. FJuVvawVxVydz A(u, v, w, x, y, z)vychozi forma

2. VvadwVxVydz A(a, v, w, x, y, z) po eliminaci Ju

3. VwWaVydz A(a, v, f(v), x, y, 2) po eliminaci dw

4.  VvWxVy A(a, v, f(v), x, y, g(v,x,»)) po eliminaci 3z

5. A(a, v, f(v), x, v, g(v,x,))) bez explicitni obecné kvantifikace

. Pievedeme formuli A na formuli v klausularni (Skolemové) formé AS:

A = Vx{p(x) D Iz{=Vy[q(x.y) o p(f(x1)] A Vy[q(x,y) D p(x)]}}.
1.,2. Utvoreni existencniho uzavéru a eliminace 3z:
Az =3x;Vx{p(x) o {=Vy[q(x,y) D p(f(x1))] A V¥[q(x,y) D p(x)]}}.
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3. Pfejmenovani proménné y:

Az = 3x;Vx{p(x) D {=Vy[q(x.y) D p(f(x1))] A Vz[q(x.2) D p(x)]} }.

4. Eliminace O:

Ag=3x;Vx{—p(x) v {=Vy[=qxy) v p(fxn)] A Vz[=q(x,2) v p(0)]} .
5. Pfesun negace dovniti:

As =3x;Vx{—p(x) v {Iy[q(x.y) A =p(fx1))] A Vz[=q(x,2) v p(x)]} }.
6. Pfesun kvantifikatorti 3y a Vz doprava:

Ag=Fx/Vx{=p(x) v {[Fy qx.y) A =p(f(x1)] A [Vz =q(x,2) v p(x)]} }.
7. Eliminace existen¢nich kvantifikatora:

A7=Vx{=p(x) v {[q(x.h(x)) A —p(f(a))] A [Vz =q(x,2) v p(¥)]}}.

8. Pfesun Vz doleva:

A7=VxVz{=p(x) v {[q(x.h(x)) A =p(f(a))] A [=q(x.2) v p(x)]} }.

9. Pouziti distributivniho zakona:

As = VxVz{[-p(x) v q(x.h(x))] A [=p(x) v —p(f(@))] A [-p(x) v =q(x.2) v p(x)]}.

10. Provedeme zjednoduseni:
1) Vypustime tfeti klausuli (je to tautologie)
i1) Odstranime kvantifikator Vz (stal se zbytecnym)
1i1) Ve druh¢ klausuli odstranime —p(x), neovlivnime tim splnitelnost

A®=Vx{ [-p(x) v q(x,h(x))] A —p(f(a)) }.

Herbrandova procedura.

Chceme-li dokazat logickou pravdivost formule A v PL!, pak budeme postupovat
obdobné¢ jako ve VL:
a.  Formuli A znegujeme
b.  Formuli —A pievedeme do klausularni formy (—A)>
c.  Naformuli (—A)® budeme postupné uplatiiovat resoluéni pravidlo. Pokud ziskame
prazdnou klausuli O, je dikaz GspéSné ukoncen.

Tento tieti bod viak v PL! nelze provést tak jednoduse jako ve vyrokové logice.
Problémem je to, ze literaly s opatnym znaménkem, které bychom mohli pii uplatiovani
rezoluce “vyskrtavat”, mohou obsahovat riizné termy.

Priklad 3.2.3:

Uvazujme formuli A v klausularni formé:

Vx Vy Vz Vv [p(x, f(x)) A q(y, h(y)) A (=p(a, 2) v —q(z, v)].
Dokazeme, ze tato formule je nesplnitelna. VypiSme jednotlivé klausule pod sebe a
pokusme se uplatiiovat pravidlo rezoluce:
1. p(x, f(x))
2.q(», h(y))
3. —p(a, z) v —q(z, v)
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Klausule 1. a 3. obsahuji literaly s opacnym znaménkem, avSak uplatnéni rezoluce brani to,
ze p(x, f(x)) # p(a, z). Uvédomime-li si vSak, Ze vSechny proménné jsou univerzalné
kvantifikovany a Ze plati zdkon konkretizace (viz Ptiklad 3.1.4, tautologie 22: Je-li term t
substituovatelny za x ve formuli A(x), pak Vx A(x) |= A(x/t), ’co plati pro vSechny, plati 1
pro t”), miizeme se pokusit najit vhodnou substituci termli za promeénné tak, abychom
dostali shodné unifikované” literaly. V naSem piiklad¢ takova substituce existuje:

x/a, z/f(a).
Po provedeni této substituce dostaneme klausule:
1’. p(a, f(a))
2.q(y, h(y))

3%. —p(a, f(a)) v —q(f(a), v)
kde na 1° a 3¢ jiz Ize uplatnit pravidlo rezoluce:
4. —q(f(a), v)
Abychom nyni mohli rezolvovat klausule 2. a 4., zvolime opé¢t substituci:
v/ f(a), v/h(f(a)).
Dostaneme
2°. q(f(a), h(f(a)) )
4’. = q(f(a), h(f(a)) )
a jejich rezoluci jiz obdrzime prazdnou klausuli. Tedy formule A je nesplnitelna.

V naSem piikladu jsme se opieli o zakon konkretizace, tedy postup byl korektni.
Problémem ovSem je to, ze pfislusné substituce jsme hledali ”zkusmo”, intuitivné. Aby
mohl byt cely proces automatizovan (a mohl tak slouzit jako zéklad pro logické
programovani), musime najit néjaky algoritmus, jak provadét ptislusné unifikace. Takové
algoritmy existuji. Uvedeme zde dva:

4. Herbrandova procedura
5. Robinsonuv unifikacni algoritmus

Podle definice je dana formule A nesplnitelna, pravé kdyz nabyva hodnoty nepravda ve
vSech interpretacich nad vsSemi moznymi obory interpretace. Dilikaz toho, ze A je
nesplnitelnd, by samoziejmé usnadnilo, kdybychom nasli jisty pevny obor interpretace D
takovy, ze A je nesplnitelna, pravé kdyz nabyva hodnoty nepravda ve vSech interpretacich
nad timto pevnym oborem D. Takovy obor ke kazdé formuli A existuje a nazyva se
Herbrandovo universum H,4. Je tvoieno mnozinou vSech termu, které mohou byt
sestrojeny z individuovych konstant a; a funkCénich konstant fi, které se vyskytuji v A.
(Pokud v A neni zadné individuova konstanta, pouZzijeme libovolnou, napi. a.) V dalSim
vykladu budeme vyznacovat prvky Herbrandova universa kursivou, abychom je odlisili od
funk¢nich symbolt formule.

Piiklad 3.2.4:

6.  Pro formuli A = Vx [p(a) v q(b) o p(f(x))]
jeHa={a, b, fla), fib). fif(@)), [(f(B)). ...}

7. Pro formuli B = Vx Vy p( (f(x), y, g(x,») )
je Ha={a, fla), g(a,a), fif(a)). g(a.f(a), g(f(@).q), ...}
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Definice 3.2.3.

Bud’ A formule v klausularni formé: Vx; Vx: ... Vi [C1 A ...A Ck]. Zakladni instanci
klausule C; (1 £ 1 < k) rozumime klausuli, kterd vznikne z C; tim, Ze vsechny individuové
proménné v C; nahradime néjakymi prvky z Ha.

Véta 3.2.2 (Herbrand)

Formule A v klausularni formé je nesplnitelna, pravé kdyz existuje konecna konjunkce
zékladnich instanci jejich klausuli, ktera je nesplnitelna.

Piiklad 3.2.4:
Uvazujme opét formuli A z prikladu 3.2.3:

Vx Vy Vz Vv [p(x, f(x)) A q(y, h(y)) A (=p(a, 2) v —q(z, v)].
Dokazeme pomoci Herbrandovy véty, ze tato formule je nesplnitelna. VypiSeme jednotlivé
klausule pod sebe a budeme postupné generovat jejich zakladni instance:
1. p(x, f(x))
2.q(, h(y))
3. —p(a, z) v —q(z, v)

V naSem pfipad¢ je Ha= {a, f(a), h(a), {(f(a)), f(h(a)), h(f(a)), h(h(a)), ...}.
Substituce 1: {x/a, y/a, z/a, v/a}
p(a, f(a)) A q(a, h(a)) A [=p(a, a) v —q(a, a)]
Substituce 2: {x/a, y/a, z/a, v/f(a)}
p(a, f(a)) A q(a, h(a)) A [-p(a, ) v =q(a, f(a))]
atd., az

Substituce n: {x/a, y/f(a), z/f(a), v/h(f(a))}
p(a, f(a)) A q( f(a), h(f(a)) ) A [=p(a, f(a)) v —q( f(a), h((a)) )]

Rezoluéni metodou vyrokové logiky nyni snadno ovéfime, ze tato konjunkce je
nesplnitelnd. Tedy jsme nalezli protipiiklad splnitelnosti formule A (matice formule
nemuze “’platit pro vSechna x, y, z, v’ — nebot” neplati pro valuaci, kterd t¢émto proménnym
prifadi individua z Ha dle substituce #), a proto je tato formule nesplnitelna.

Herbrandova procedura parcidlné rozhoduje, zda je dand formule A nesplnitelna.
K dané formuli postupné generujeme zakladni instance jejich klausuli a resolu¢ni metodou
vzdy testujeme, zda je jejich konjunkce nesplnitelna. Jestlize tomu tak je, pak A je
nesplnitelna a tato procedura to po kone¢ném poctu krokl zjisti. V piipad¢ splnitelnosti A
muze procedura generovat donekonecna nové a nové zakladni instance a testovat jejich
konjunkce.

Podstatnym problémem této metody je skuteCnost, Ze generovani zékladnich
klausuli je neefektivni. Pocet zékladnich instanci, které musi byt generovéany, dokud
nenarazime na “’protiptiklad” — nesplnitelnou konjunkci, mtize byt casto tak velky, Ze nam
preplni pamét’ pocitace, nehledé na ¢asovou slozitost takového algoritmu. J.A. Robinson
navrhl v r. 1965 metodu, ktera na rozdil od Herbrandovy procedury nevyzaduje generovani
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zékladnich instanci, ale rozhodne pifimo, zda k [libovolné konjunkci klausuli existuje
substituce takova, ktera unifikuje nekteré literaly a umozni dokézat nesplnitelnost (pokud
tato konjunkce nesplnitelna je).

Definice 3.2.4:

Necht' A je formule obsahujici individuové proménné x;, i=1,2,...,n, a to bud’ ptimo
(jako bezprostiedni argumenty) nebo zprostiedkované (jako argumenty funkci). Ozna¢me

G ={x1/t}, Xo/ty,.... x5/t }
simultanni substituci termi t; za (vSechny vyskyty) predmétové proménné xj pro
i=1,2,...,n. Potom zdpisem
Ac

oznac¢ime formuli, kterd vznikne z formule A provedenim substituce o. Poznamenejme, Ze
substituce se muze tykat vSech, nebo jen nékterych, nebo dokonce zddné individuové
proménné obsazené v A (v tomto pfipad¢ pro n€ktera nebo vSechna i substituujeme xj/x;j).

Formule B je instanci formule A, jestlize existuje substituce o takova, ze B = Ac.

Poznamka 3.2.4:
Substituce 1ze skladat. Pro sklddani (superpozici) substituci plati:
(op)t = o(pt) = opT, t]. skladani substituci je asociativni.
Pro identickou substituci (tj. xj/xj pro vSechna 1) € plati e = oe = o, tj. identicka
substituce hraje v algebie substituci lohu jednotkového prvku.
Gp # po, tj. skladani substituci neni obecné komutativni.

Definice 3.2.5:
Unifikace (unifikacni substituce, unifikator) formuli A, B je substituce o takova, ze
Ao =Bo.
Nejobecnéjsi unifikace formuli A, B je unifikace ¢ takova, Ze pro kazdou jinou
unifikaci p formuli A, B plati p = o7, kde 1 # ¢, tj. kazda unifikace vznikne z nejobecnéjsi
unifikace provedenim dalsi dodate¢né substituce.

Poznamky 3.2.5:
1. Unifikace atomickych formuli (literali) A, B nemusi existovat, napft.:
literaly p(x,»), q(z,a) nelze unifikovat, protoze se jednd o dva rizné predikaty (byt
se stejnou aritou),
literdly p(x), p(f(x)) nelze unifikovat, pfestoze se jednd o stejné predikaty
(neexistuje zadna unifikujici substituce).
2. K danym dvéma formulim muize existovat mnoho riznych unifikaci. Necht’ napf.
A =p(x, y), B=p(u, 2).
Potom:
G = {x/u, y/2} je unifikacni substituce, nebot’ Ac = Bc = p(u,2),
p = {x/3,y/2,u/3} je unifikacni substituce, nebot’ Ap = Bp = p(3,2),
={x/f(y),y/2,u/f(y)} je unifikacni substituce, nebot’ At = Bt = p(f(y), 2).
Ac, Ap, At jsou riznymi instancemi formule A, pfitom formule Ap je zakladni
instanci (podobné Bt, Bp, Bo jsou riznymi instancemi formule B a Bp je zakladni
instanci).
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o, p, T jsou raznymi unifikacemi formuli A, B. Unifikace o je nejobecnéjsi unifikace
téchto formuli. Kazdou jinou unifikaci ziskame z této dodate¢nou substituci, napt.:
p=o.{u/3},
T =o0.{u/f(y)}.
(Tedy nejobecnéjsi unifikace je ta “nejjednodussi”, ktera ponechavd co nejvice
proménnych volnych.)
Algoritmus /nalezeni nejobecnéjsi unifikace/ - Robinson:

Formulace zcela obecného algoritmu je pomémné slozita (patii do vypocetnich metod
umélé inteligence) a jeho ,,rucni simulace znacné nepiehledna. Omezime se proto pouze
na piipad, kdy unifikované elementarni formule nemaji na obou mistech stejnolehlych
argumentt soucasné néjaké funkcni struktury (v tomto piipadé by bylo tfeba rekurzivnim
algoritmem postupné tyto struktury rozkryvat).

Ptedpokladejme tedy

A =p(ty, ty,....t,), B=p(51,55,...,5,,),

kde ty, ty,...,t,;, S, $9,...,S,, jsou termy takové, Ze t;, s; nejsou soucasné€ funkéni struktury dle
Def. 3.1.1, bod I)a.ii (tedy alesponn jeden znich je proménna). Potom nejobecnéjsi
unifikaci ziskame takto:
1. Proi=1,2,...,n provadéj:

Je-1i t; = sj, pak poloZ cj = «.

Neni-li tj = sj, pak zjisti, zda jeden z termil tj, s; predstavuje n&jakou

individuovou proménnou x a druhy néjaky term r, ktery proménnou x

neobsahuje.

JestliZe ano, pak poloz cj = {x/r}.

Jestlize ne, pak ukon¢i praci s tim, ze formule A, B nejsou unifikovatelné.

2. Po fadném dokonceni cyklu ur¢i o = 6106)...055. Substituce ¢ je nejobecnéjsi
unifikaci formuli A, B.

Piiklady 3.2.5:
1. Necht’ A = p(x, f(x), u), B=p(, z, g(x,y))
o1 = (v}, Ao = p(v, fv), u), Bo] = p(v, z, g0,»))
o) = {z/[f(»)}, Acy02 = p(y, f(y), u), Bo162 = p(y, f(y), g(».y)
o3 = {u/g(y.y)}, Ac16203 =p(y, f(v), g(v.y)), Bo1o203 = p(y, f(y), g0v.)).
SloZena substituce 6=c616703 je unifikaci formuli A, B (Ac = p(y, {(»), g(».»)) = Bo),
a to nejobecnéjsi unifikaci.
2. Necht’ A = p(x, f(x), z), B=p(, z, g(x,y))
o1 = {xy}, Aoy = p(y, fy), 2), Boy = p(y, z, g(v.y))
0x={z/f(y)}, Ac1o2 = p(y, f(y), f(y)), Bo1o2 = p(y, (), g1.y))

Termy f(y) a g(y,y) unifikovat nelze, nebot’ se jednd o dva razné funkcni symboly.
Formule A, B nelze tedy unifikovat.
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Véta 3.2.3 (Robinson: zobecnéné rezolucni odvozovaci pravidlo):
Necht' Aj, Bj, Lj jsou atomické formule predikatové logiky. Potom plati nasledujici
odvozovaci pravidlo:
Aiv.vApVvL,Biv.vByv=ly - Ajov..vApo vBiov..vByo,

kde o je unifikace formuli L1, L, tj. Ljo = Lyo.

Klauzule na levé stran¢ odvozovaciho pravidla nazyvame rodicovskymi klauzulemi a
klauzuli na pravé strané rezolventou.

Formule AS v klausularni formé je nesplnitelna, pravé kdyz zni lze opakovanym
pouzitim obecného pravidla rezoluce odvodit prazdnou klausuli O.

Poznamky 3.2.6:
1. Specialni pfipady rezolu¢niho odvozovaciho pravidla (pfedpokladame Lic = Lyo):

m=0, n=0: Li,—Ly -0 odvozeni sporu
m=0, n=1: Li,=Ly vB|-Bo pravidlo MP
m=1, n=1: LivA,-Lp vB|-Ac vBo zakladni tvar rez. pravidla

2. Unifikace o formuli L1, Ly mtze byt jakdkoliv; chceme-li v8ak vyvodit z pfedpokladi
(rodicovskych klauzuli) nejobecnéjsi zavér (rezolventu) je tieba pouzit nejobecné;si
unifikaci.

Diikaz (zakladniho tvaru):
Piedpoklady L] v A, =L v B se transformuji na tvar Ljc v Ac, —Lyc v Bo, kde o

je unifikaci formuli L], —L>. S témito pfedpoklady se dale pracuje stejnym zptsobem jako
s pivodnimi piedpoklady L] v A, =L v B v dlikazu vét 2.2.2 a 2.2.3.

Piiklady 3.2.6 /rezolucni metoda v predikatové logicel:
Porovnejte tato feSeni se sémantickym ovéfovanim spravnosti usudku, viz Ptiklad 3.1.5.

I. Dokazeme spravnost usudku (analytickou pravdivost véty):
Jisty filosof odporuje vsem filosofiim, tedy odporuje sdm sob¢.
Vétu analyzujeme jako
("zamyslend” interpretace je nad mnoZzinou individui, p — podmnozina filosoft, q —
relace, ve které budou ty dvojice, kde prvni odporuje druhému)
Fx {[p(x) A ¥y (p(») 2 q(x.¥))] 2 q(x.x)}
Formuli znegujeme a pfevedeme na klausularni tvar:
Vx Yy {p(x) A [=p(¥) v q(x,)] A =q(x,x)}. K jednotlivym klausulim
L. p(x)
2.=p() v q(x.y)
3. —=q(x,x)
je nejobecnéjSim unifikatorem substituce {y/x}:
4. q(x,x) zl.a2.
5. 0O z3.a4.

Negovana formule je nesplnitelna (kontradikce), proto je ptivodni formule logicky
pravdiva.
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II.

I

DokaZme spravnost dsudku:

Kdo zné Pavla a Marii, ten Marii lituje.  Vx ( [Z(x, P) A Z(x, M)] © L(x, M) )

Nekteti nelituji Marii, ackoli ji znaji. Ix [-L(x, M) A Z(x, M)]

N¢kdo zna Marii, ale ne Pavla. Ix [Z(x, M) A —Z(x, P)]

Vx [-Z(x, P) v =Z(x, M) v L(x, M)] odstranéni implikace (1. predpoklad)
—L(a, M) A Z(a, M) Skolemizace (2. piedpoklad)

vy [-Z(y, M) v Z(y, P)] negovany zaver (prejmenovani x)
Klausule:

1. —Z(x, P) v —Z(x, M) v L(x, M)

2. —L(a, M)

3. Z(a, M)

4. —Z(y, M) v Z(y, P)

5. —Z(a, P) v —Z(a, M) rezoluce 1., 2., substituce x/a

6. —Z(a, P) rezoluce 3., 5.

7. —Z(a, M) rezoluce 4., 6., substituce y/a

8. O rezoluce 3., 7.

Negovany zavér je ve sporu s piedpoklady, tedy pivodni zavér z predpokladu vyplyva.

DokaZme spravnost dsudku:

Vsichni ¢lenové vedeni jsou majiteli obligaci nebo akcionafi.
Zadny ¢len vedeni neni zaroven majitel obligaci i akcionaf.
Vsichni majitelé obligaci jsou ¢leny vedeni.

Z4dny majitel obligaci neni akcionaf.
Vx [v(x) 5 (o(x) v a(x))]

Vx [v(x) D —=(o(x) A a(x))]

Vx [o(x) D v(x)]

Vx [o(x) D —a(x)]

Klausule: 1. =v(x) v o(x) v a(x) 1. pfedpoklad
2. —v(x) v —o(x) v —a(x) 2. predpoklad
3. —o(x) v v(x) 3. ptedpoklad
4. o(k) negovany zaver
5. a(k) (po Skolemizaci)
6. —o(x) v —a(x) rezoluce 2., 3.
7. —a(k) rezoluce 4., 6., substituce x/k
8. 0O rezoluce 5., 7.

Pozn.: VSimnéme si, ze jsme prvni klausuli pfi dikazu nepouzili. Tedy zavér vyplyva
jiz z druhého a tiretiho piedpokladu (prvni je pro odvozeni disledku nadbytec¢ny).
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IV. DokaZzme spravnost usudku:

Kazdy, kdo ma rad Jitiho, bude spolupracovat s Milanem.
Milan nekamaradi s nikym, kdo kamaradi s Lad’ou.
Petr bude spolupracovat pouze s kamarady Karla.

Jestlize Karel kamaradi s Lad’ou, pak Petr nema rad Jitiho.

Vx [R(x, J) o S(x, M)]
Vx [K(x, L) o =K(M, x)]
Vx [S(P, x) o K(x, Kr)

K(Kr, L) > —R(P, J)

Klausule:

1.—R(x, J) v S(x, M)
2.—-K(y, L) v =K(M, y)
3.-S(P, z) v K(z, Kr)
4.K(Kr, L)

5.R(P,J)

6.-K(M, Kr)

7.-S(P, M)

8.—R(P, J)

9. O

V. DokaZme spravnost usudku:

1. ptedpoklad

2. predpoklad

3. predpoklad
negovany

zaver
rezoluce 4., 2., substituce y/Kr
rezoluce 3., 6., substituce z/M
rezoluce 1., 7., substituce x/P
rezoluce 5., 8.

Kazdy muz ma rad fotbal a pivo.
Xaver ma rad pouze milovniky fotbalu a piva.
Nékteti milovnici fotbalu nemaji radi pivo.

Kdo neni muz, je zena.

(musime explicitné stanovit v§echny predpoklady)

Nekteré Zeny nema Xaver rad.

Vx [M(x) o (R(x,f) A R(x,p))]

1. pfedpoklad

Vx [R(Xa,x) o (R(x,f) A R(x,p))] 2. predpoklad

Fx [R(x,f) A =R(x,p)]

Vx [-M(x) D Z(x)]

Vx [—Z(x) v R(Xa,x)]
Klausule:

1. —M(x) v (R(x,f)

2. —M(x) v (R(x,p)

3. —-R(Xa,y) v (R(y,f)
4. _'R(Xaay) Vv (R()/,p)
5. R(k,f)

6. —R(k,p)

7. M(z) v Z(2)

3. ptedpoklad
4. predpoklad
negovany zaveér: —3x [Z(x) A —R(Xax)],
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8. —Z(u) v R(Xa,u)

0. —R(Xa,k) rezoluce 4., 6. (y/k)
10. —-Z(k) rezoluce 8., 9. (u/k)
11. M(k) rezoluce 7., 10. (z/k)
12. R(k,p) rezoluce 2., 11. (x/k)
13. m| rezoluce 6., 12.

VI. Dokazme: d(x,y) o p(x,»), d(x,y) A p(y,2) D p(x,2), d(a,b), d(b,c) |= p(a,c)

Jedna z moznych interpretaci pouzitého jazyka predikatové logiky je tato:
a, b, ¢ jsou individuové konstanty oznacujici konkrétni lidi
d(x,y) je binarni predikat s vyznamem "x je ditétem ",
p(x,») je binarni predikat s vyznamem "x je potomkem "

Dikaz:

Uzitim principu vyvraceni a pievodem na klauzularni tvar ziskame nasledujici mnozinu
klauzuli:

1.—d(x,y) v p(x,y) predpoklad /pravidlo/

2.—d(x,y) v =p(y,z) v p(x,z)  piedpoklad /pravidlo/

3.d(a,b) predpoklad /fakt/

4.d(b,c) piedpoklad /fakt/

5.—p(a,c) negace zaveru /cil/

Uzitim rezolu¢niho pravidla ziskame po provedeni potiebnych unifikaci nésledujici
rezolventy:

6.—d(a,c) rezoluce: 5,1 {x/a,y/c}

7.—d(a,y) v =p(y,c) rezoluce: 5,2 {x/a,z/c}

8.—p(b,c) rezoluce: 7,3 {y/b}

9. —d(b,c) rezoluce: 8,1 {x/b,y/c}

10. O rezoluce: 9,4

Odvodili jsme spor - tvrzeni je dokazano.

VIL. Dokazme: p(a), Vy[p(y) 2 p(f(")] [= p(f(f(a)))

Jedna z moznych interpretaci pouzitého jazyka predikatové logiky je tato:
proménna y probiha mnoZzinu vSech celych Cisel,
a je konstanta oznacujici konkrétni celé€ ¢islo (napt. 4),
p(») je unarni predikat s vyznamem "y je sudé ¢islo",
f(y) je unarni funkce s vyznamem "druha mocnina ¢isla y".

Dikaz:

Uzitim principu vyvraceni a pievodem na klauzularni tvar ziskame nasledujici mnozinu
klauzuli:

1.p(a) piedpoklad /fakt/

2.—p() v p(f(»)) predpoklad /pravidlo/

3.—p(f(f(a)) negace zaveru /cil/

Uzitim rezolu¢niho pravidla ziskame po provedeni potiebnych unifikaci nésledujici
rezolventy:

4. —p(f(a)) rezoluce: 3, 2 {y/f(a)}
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5.—p(a) rezoluce: 4, 2 {y/a}
6. O rezoluce: 5, 1
Spor byl odvozen, tj. ditkaz byl proveden.

Definice 3.2.6:
Metoda (Cistého) logického programovani je specialnim piipadem obecné rezolucni
metody. Oproti obecné rezolu¢ni metod¢ spliiuje nasledujici omezeni:
pracuje pouze s Hornovymi klauzulemi (které maji nanejvys jeden pozitivni literal),
pouziva linedarni strategii generovdani rezolvent (viz Kkapitola 2.2) spolu s tzv.
navracenim (backtrackingem).

Poznamky 3.2.7:

1. Logické programy pouzivaji nasledujici notaci pro zapis klauzuli:

Hornovy klauzule Ekvivalentni logicky Zapis v logickém programu
tvar (Prolog)

—Q1v—Q2 v..v—QuVvP |  Q1AQoA..AQ, D P P :-Q1, Q2,..,.Qp. 1.

—Qpv—-QyVvP QiAQy o P P:- Q1, Qo. 2.

—QqvP Q1 oP P:- Q. 3.

P P P. 4.

—Q1 v—=Q2 v..v=Qp —(Q1 A Q2 A..AQp) ?-Q1, Q2,...Qp. 5.

—-Q1v-Q —(Q1 A Q2) 7-Q1, Q2. 6.

—Qq —-Q1 ?-Qq. 7.

O O ad 8.

2. 'V logickém programovani pouzivame nasledujici terminologii:

Zapisy 1.,2.,3.: podminéné piikazy (pravidla)

Zapis 4.: nepodminény piikaz (fakt)
Zapisy 5.,6.,7.: cile /cilové klauzule/
Zapis 8.: O spor /prazdna klauzule/

P:- Q1, Q2,...,Qp ... podminény piikaz (deklarace procedury)
P =p(ty, t2,...,ty) ... hlava procedury

j jméno procedury
b e formalni parametr procedury

Q1, Q2,..,Qq ... télo (ptikazy) procedury

?-Q1, Q2,....Qp .... mnozina cild /mnozina volani procedur/
Q=q(s1, $2,.--,p) ... hlava cile

o [ jméno volané procedury
S verveerenne skute¢ny parametr volani

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka universita Ostrava, 2011



Matematicka logika. 91

Definice 3.2.7:

Logicky program je posloupnost ptikazii (procedur) podminénych (tj. pravidel) i
nepodminénych (tj. fakt). Cilova klauzule zadava otdzky, na které ma program nalézt
odpovedi.

Pozn.: Pojem piikazu chdpeme ve smyslu ptfedchozi poznamky. Logicky program je
tedy deklarativni (ne imperativni). Specifikujeme, ’co se ma provést” a neurcujeme, ’jak
se to ma provést”.

Algoritmus (interpretace logického programu):

(1) Za aktualni cilovou klauzuli vezmi vychozi cilovou klauzuli.

(2) Je-li aktudlni cilova klauzule prazdna, ukonc¢i vypocet s odpoveédi "ano" na otazky
polozenou vychozi cilovou klauzuli. (Byly-li ve vychozi cilové klausuli volné
proménné, pak posledni substituce termli za tyto proménné je feSenim — soucast
odpovédi.) Neni-li aktualni cilova klauzule prazdna, ptejdi k bodu (3).

(3) Vezmi nejlevéisi cil v aktualni cilové klauzuli a hledej v programu piikaz se stejnym
jménem, ktery dosud nebyl s timto cilem konfrontovan (netispésn¢€). Pii hledani tohoto
cile postupuj v programu shora doli (podle poradi ptikazil). Nenaleznes-li takovy
piikaz, ukonci vypocet s odpovédi "ne" na otazku polozenou aktudlni cilovou klauzuli.
Naleznes-li, ptejdi k bodu (4).

(4) Pokus se unifikovat hlavu vybraného cile s hlavou nalezeného stejnojmenného piikazu.
Jestlize unifikace neexistuje, vrat’ se k bodu (3). Jestlize existuje, vezmi za novou
aktudlni cilovou klauzuli rezolventu dosavadni cilové klauzule s télem nalezeného

piikazu (pfi uziti nejobecnéjsi unifikace hlavy cile a hlavy ptikazu). Pfejdi k bodu (2).

Priklad 3.2.7:

Program 1.:
1. p(XaY):_d(XaY)
2. p(X’Y):_d(XaZ)a p(27Y)
3. d(a,b)
4. d(b,c)
5.d(fc)
Poznamka:
Porovnej s predchozim ptikladem 3.2.6, VI k rezolu¢ni metodé. Oba piiklady
tesi shodnou ulohu.

Uloha 1.
6. 7-p(a,c) zadani / dotaz
Vypocet 1. ulohy 1.programem:
7. 7-d(a,c) rezoluce: 6.,1.
6. 7-p(a,c) backtracking — navraceni, nebot’ cil 7. nelze splnit
7. 7-d(a,z), p(z,c) rezoluce: 6.,2. (x/a, y/c)
8. 7-p(b,c) rezoluce: 7.,3. (z/b)
9. ?-d(b,c) rezoluce: 8.,1. (x/b, y/c)
10. ano rezoluce: 9.,4.
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Uloha 2.:
6. ?-p(f.a)

zadani

Vypocet 2. ulohy 1.programem:

7. ?-d(f,a)

. 7-p(fa)

- 2-d(f,2), p(z,2)
. 7-p(c,a)

. 7-d(c,a)

. 7-p(c,a)

9. ?7-d(c,z), p(z,a)
10. ne

0 O 0 3

cile p(c,a) byly vyzkouseny vSechny /ob&é/ moznosti programu

Program 2.:
1. p(XaY):_d(XaY)

2. p(X’Y):_p(XaZ)a d(27Y)

3. d(a,b)

4. d(b,c)

5.d(f,c)
Poznamka:

rezoluce: 6.,1.
backtracking

rezoluce: 6.,2.
rezoluce: 7.,5.
rezoluce: 8.,1.

backtracking

rezoluce: 8.,2.

92

d(c,z) nelze rezolvovat s zadnym piikazem, pro splnéni

Program 2. te$i tutéz ulohu jako program 1., programy se li§i pouze formalné
potadim ptikazii v téle druhé procedury.

Vypocet 1. ulohy 2. programem:

7. 7-d(a,c)

. 7-p(a,c)

. 7-p(a,z), d(z,c)
. 7-d(a,z), d(z,c)
. 7-d(b,c)

10. ano

O 00 3 O

rezoluce: 6.,1.

backtracking

rezoluce: 6.,2.
rezoluce: 7.,1.
rezoluce: 8.,3.

rezoluce: 9.,4.

Vypocet 2.ulohy 2.programem:

7. 7-d(f,a)
. 7-p(f,a)
. 7-p(f,2), d(z,a)
. 7-d(f,z), d(z,a)
. 7-d(c,a)
. 7-p(f,2), d(z,a)

~N O 0 39 O

10. ?-p(fu), d(u,z), d(z,a) rezoluce: 7.,2., nekonecny vypocet

rezoluce: 6.,1.
backtracking

rezoluce: 6.,2.
rezoluce: 7.,1.
rezoluce: 8.,5.

backtracking,

Poznamky k vypoctu 2. ulohy 2. programem:
. Kdybychom generovali rezolventy do S§itky misto do hloubky, skoncil by
vypocet po konecném poctu kroki. Druhy cil cilové klauzule 8. je ziejmé
nesplnitelny a tedy cela klauzule 8. je nesplnitelna a odpovéd’ na otazku 2.ulohy

je tedy zaporna.

Potiebnd ptejmenovavani vazanych proménnych tak, aby nedochéazelo ke
kolizim (viz napf. vznik posledni 10. klauzule rezoluci z klauzuli 7.a 2.)

provadi automaticky interpret Prologu.
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Dalsi typy moznych uloh:
?-p(a,c), p(b,a) plati soucasné p(a,c), p(b,a) ?
?2-p(x,¢) existuje x takové, ze p(x,c) ?
?-p(a,x) existuje x takové, ze p(a,x) ?
?7-p(x,y) existuji x,y takova, ze p(x,y) ?

Vypocet 2. cile 2. programem.:
6. 7-p(x,c)
7. 7-d(x,c) rezoluce 6, 1 (y/c)
8.anox=b rezoluce 7, 4 (x/b)
Zadame-li stiednik ; pak se ptame na dals$i mozné predky, vyvolame backtracking:
6. 7-p(x,c)
9. 7-p(x,z), d(z,c)rezoluce 6, 2 (y/c)
10. 7-p(x,z)
11. ?7-d(x,z) rezoluce 10, 1
12. ano rezoluce 11, 3 (x/a, z/b)
13. ?-d(b,c)
14. ano, x=a

Priklad 3.2.8:
Program:
1. s(f(x,y)):-s(x)
2. s(f(x,y)):-s(y)
3. 5(g(x,y)):-s(x),8(y)
4. s(a)
5.s(b)
Poznamka:
Jedna z moznych interpretaci pouzitého jazyka predikatové logiky je tato:
X, y jsou proménné probihajici mnozinu celych ¢isel,
a, b jsou konstanty, tj. konkrétni cela Cisla,
funkce f, g maji vyznam: f(x, y) = x.y, g(x, y) = x+y,
predikat s(x) ma vyznam: ¢islo x je sudé.

Uloha:

6. 7-s(g(f(a,c),f(d,b))) zadani (ptame se, zda ¢islo a.c + d.b je sud¢)
Vypocet:
7. ?7-s((f(a,c)),s(f(d,b))) rezoluce: 6.,3.

8. 7-s(a),s(f(d,b))) rezoluce: 7.,1.
9. 7-s(f(d,b)) rezoluce: 6.,2.
10.7-s(d) rezoluce: 9.,1.
9. 7-s(f(d,b)) backtracking
10.7-s(b) rezoluce: 9.,2.
11. ano rezoluce: 10.,5.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka universita Ostrava, 2011



Matematicka logika. 94

Priklad 3.2.9 /Euklidiv algoritmus/:
Program:
1. nsd(x,x,X)
2. nsd(x,y,2):-p(X,y), nsd(f(x,y),y,Z)
3. nsd(x,y,2):-p(y,X), nsd(x,{(y,x),z)
Poznamka:
Jedna z moznych interpretaci pouzitého jazyka predikatové logiky je tato:
x,y,z jsou proménné probihajici mnozinu celych ¢isel,
funkce f ma vyznam: f(x,y) =x -y,
. binarni predikat p(x,y) ma vyznam x >y,
. ternarni predikat nsd(x,y,z) ma vyznam: nejvétsSim spolecnym délitelem cisel x, y je

¢islo z.
S uzitim obvyklého matematického znaceni mizeme program piepsat v CitelnéjSim tvaru:
1. nsd(x,x,X)

2. nsd(x,y,z):-x>y, nsd(x-y,y,z)

3. nsd(X,y,z):-y>X, nsd(X,y-x,z)
Pozn.: Ptedpokladame, ze kromé téchto tii klausuli ma nas program k dispozici vestavéné
rpatematické procedury, které pocitaji bézné matematické fakty, jako 6-4, 4>2, apod.
Uloha:

4. ?-nsd(4,6,z) zadani (hledame nejvétsiho spolecného délitele Cisel 4 a 6)
Vypocet:
5. 7-4>6, nsd(4-6,6,7) rezoluce: 4.,2.
4. ?-nsd(4,6,z) backtracking
5. 7-6>4, nsd(4,6-4,7) rezoluce: 4,3.
6. 7-nsd(4,2,z) »Vypocet* klausule 5., fakt "6>4"
7. 7-4>2, nsd(4-2,2,7) rezoluce: 6.,2.
8. 7-nsd(2,2,z) »Vypocet* klausule 7., fakt "4>2"
9. ano rezoluce: 8.,1. vysledek: z =2
Priklad 3.2.10 /generovani piirozenych cisel/:
Poznamka:
Interpretujme p(x) jako predikat "x je piirozené Cislo" a f(x) jako funkci "naslednik
Cisla x".
Program:
1. p(0) 0 je prirozené cCislo
2. p(f(x)):-p(x) naslednik ptirozeného Cisla je ptirozené ¢islo
Zadani:
3. 7-p(f(x)) jaka jsou vSechna ptirozena Cisla ?
Vypocet:
4. 7-p(x) rezoluce: 3.,2.
5. p(f(0)) nebot otazka 3. je splnéna pro x=0
3. 7-p(f(x)) backtracking
4. ?7-p(x) rezoluce: 3.,5.
6. p(f(f(0))) nebot otazka 3. je splnéna pro x=f(0)
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Priklad 3.2.11 /symbolické derivovani polynomii/:
Interpretace symbolit /model jazyka/:

X,y predmétové proménné, probihajici mnozinu realnych ¢isel
u, v, 1,8 termy

a,0,1 predmétové konstanty /redlna ¢isla/

f(u, v) binarni funkce predstavujici soucet u + v

g(u, v) binarni funkce pfedstavujici soucin u.v

d(u, x, r) ternarni predikat s vyznamem "derivace u podle x je r"

Program:
1. d(x,x,1)
2. d(a,x,0)
3. d(utv,x,r+s):-d(u,x,r),d(v,x,s)
4. d(u.v,x,r.v+u.s):-d(u,x,r),d(v,x,s)

Poznamky:
Ptikazy programu vyjadiuji znamé pravidla pro derivovani nezavisle proménné,
konstanty, souctu a soucinu.

Zadani:
5. 7-d(x.x,x,x+x) je derivaci vyrazu x.x vyraz x+x ?
Vypocet:
6. 7-d(x,x,1),d(x,x,1) rezoluce: 5.,4.  {u/x,v/x,1/1,s/1}
7. 7-d(x,x,1) rezoluce: 6.,1.
8. ano rezoluce: 7.,1.
Alternativni zadani:
5. 7-d(x.x,X,y) co je derivaci vyrazu x.x podle x ?
Vypocet:
6. 7-d(x,x,r),d(X,X,S) rezoluce: 5.,4. {u/x,v/x,r/1,y/r.x+x.s}, tj. y=r.Xx+x.s
7. 7-d(x,X,8) rezoluce: 6.,1.  {1/1}, 1. r=1
8. ano rezoluce: 7.,1.  {s/1}, tj. s=1, . y=l.x+x.1

Priklad 3.2.12 /7 teorie grup/:
Dokazte, ze grupa, jejiz kazdy prvek je inverzni sam k sobé, je komutativni.

Predpoklady:
. VxVyVz[(xy)z=x.(0.2)] asociativita grupové operace
. Vx[xe=ex=x] existence jednotkového prvku e
. Vx[xx=c¢] autoinverze kazdého prvku
Zaver:
. VxVy[xy=yx] komutativita grupové operace

Po ptevodu do klauzularniho tvaru dostavame nasledujici mnozinu klauzuli (p(x,y,z)
je ternarni predikat znacici x.y = z):

1. =p(x,y,u) v =p(y,z,v) v —p(u,z,w) v p(x,v,w)

2. =px,y,u) v =p(,z,v) v =plxv,w) v p(u,zw)

3. p(x,ex)

4. p(ex,x)

5. p(x,x,e)

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka universita Ostrava, 2011



Matematicka logika. 96

6. p(a,b,c)
7. —p(b,a,c)

Prvé dvé klauzule vyjadiuji asociativitu (klauzule 1. fika, Ze (x.y).z lze ptfepsat na
x.(v.z) a klauzule 2. postuluje moznost opacného piepisu), klauzule 3.a 4. vyjadiuji
vlastnost jednotkového prvku, klauzule 5. stanovi, Ze kazdy prvek je inverzni sdm k sob¢ a
konec¢né klauzule 6.a 7. vyjadiuji neplatnost komutativniho zakona. V souladu s principem
vyvraceni chceme z klauzuli 1.-7. vyvodit spor. Uvedenou mnozinu klauzuli miizeme
zapsat jako logicky program:

1. p(X,V,W):-p(x,y,u),p(y,z,v),p(u,z,w)
2. p(u,z,w):-p(x,y,u),p(y,Z,V),p(X,V,w)
3. p(x,e,x)

4. p(e,x,x)

5. p(x,x,e)

6. p(a,b,c)

7. 7-p(b,a,c)

@ doplnit Zlatuska SOFSEM ‘99
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3.3. Systém prirozené dedukce predikatové logiky

Uvodni poznamky:

Metoda ptirozené dedukce predikatové logiky je zobecnénim metody piirozené
dedukce vyrokové logiky. Od této metody se 1iSi pouze tim, Ze pracuje s obecnéjSim
jazykem predikatové logiky (viz definice 3.1.1) a v souvislosti s tim pouziva rozsifenou
mnozinu vychozich dedukénich pravidel (viz nasledujici definice 3.3.1).

Pojem diikazu (pfimého, nepiimého), pojem teorému a zptisoby dokazovani, vcéetné
specidlnich dokazovacich technik (technika hypotetickych piedpokladd, technika
vétveného diikazu) — viz kapitola 2.3 — zlstavaji beze zmény.

V platnosti zlstavaji rovnéz véta 2.3.1 o dedukci (kazdému teorému ve tvaru
implikace odpovida dedukéni pravidlo a kazdému dedukénimu pravidlu teorém — piesna
formulace viz véta 2.3.1) a véta 2.3.3 o korektnosti a Gplnosti (kazda dokazatelna formule
je tautologii a obracené¢ kazda tautologie je v systému ptirozené dedukce dokazatelna).

Definice 3.3.1:
Vychozimi (nedokazovanymi, primarnimi) dedukénimi pravidly jsou vSechna
deduk¢ni pravidla uvedena v definici 2.3.1 pro préci s vyrokovymi funktory, tj.:

Zavedeni konjunkce: A,BI-AAB ZK

Eliminace konjunkce: AAB|-A,B EK

Zavedeni disjunkce: Al-AvB nebo B-AvB ZD

Eliminace disjunkce: A v B,—A|-B nebo A v B,—B|-A ED

Zavedeni implikace: B-A>B Z1

Eliminace implikace: ADB,A-B EIl modus ponens MP
Zavedeni ekvivalence: A>B,Bo>DA|-A=B ZE

Eliminace ekvivalence: A=BI-FA>B,BoA EE

a nasledujici Ctyfi pravidla pro préci s kvantifikatory:

Zavedeni obecného kvantifikdtoru: A(x) |- VxA(x) YA
Pravidlo lze pouzit pouze tehdy, jestlize formule A(x) neni odvozena z Zadného
predpokladu, ktery obsahuje x jako volnou proménnou.(@ rozvest

Eliminace obecného kvantifikatoru:  VxA(x) |- A(x/t) EV
Formule A(x/t) je vysledkem korektni substituce termu t za proménnou x ve formuli
A(x), tedy term T musi byt substituovatelny za x ve formuli A.

Zavedeni existencniho kvantifikdtoru: A(x/t) |- IxA(x) 73

Eliminace existencniho kvantifikdtoru: IxA(x) |- A(x/c) E3
Pouzijeme-li pravidlo E3 pro rizné formule A, musime za proménnou x substituovat
vzdy jinou konstantu c.
Obsahuje-li formule A, kromé kvantifikované proménné x, jesté dalsi volné proménné,
1ze pravidlo eliminace existen¢niho kvantifikatoru formulovat obecnéji takto:

Ix A, Yi,ee9m) |- A(x / f(V15em), VisewosVn ) E3
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V tomto pfipad¢ nelze za kvantifikovanou proménnou x substituovat konstantu, ale
funkci zbyvajicich (volnych) proménnych. Pouzijeme-li pravidlo vicekrat pro rtizné
formule A, musime za proménnou x substituovat vzdy jinou funkci f(y1,...,)n).

Poznamky 3.3.1:

l.
2.

Pravidlo eliminace disjunkce se v literatufe ¢asto nazyva disjunktivni sylogismus.
Specialnimi piipady pravidla eliminace obecného kvantifikdtoru jsou pravidla:
VxA(x) - Ax), VxA(x) - A(y), VxA(x) |- A(a), VXA |- A.

Specidlnimi piipady pravidla zavedeni existencniho kvantifikdtoru jsou pravidla:
A(x) |- IxA(x), A(y) - IxA(x), A(a) |- IxA(x), A |- Ix A.

Casto jsou jako vychozi pouZivana také nasledujici dedukéni pravidla (v nasem
systému prirozené¢ dedukce, zavedeném definici 3.3.1, jsou vSak odvoditelna z pravidel
7N, 73, EV, EJ):

Zavedeni obecného kvantifikatoru do antecedentu
A(x) o B |- VxA(x) o B, x neni volnd v B
Zavedeni obecného kvantifikatoru do konsekventu
A o B(x) |- A o VxB(x), x neni volnd v A
Zavedeni existencniho kvantifikatoru do antecedentu
A(x) o B |- 3xA(x) o B, x neni volnd v B
Zavedeni existencniho kvantifikatoru do konsekventu
A D B(x) |- A o IxB(x)
Eliminace obecného kvantifikatoru z konsekventu
A D VxB(x) |- A o B(x)
Eliminace existen¢niho kvantifikatoru z antecedentu
dxA(x) o> B |- A(x) > B

Priklady 3.3.1 /ditkazy vybranych tautologii/: @ doplnit priklady ze cviceni
1) |- Vx[A() > B(x)] o [VxA(x) D VxB(x)]

Dukaz:

1 Vx [A(x) o B(x)] predpoklad

2. VxA(x) predpoklad

3.  A(x)>B() EV:1

4 A(x) EV:2

5. B(x) MP:3.,4

6. VxB(x) Zv':5 Q.E.D.

(Porovnej se sémantickym "dikazem" v poznamce 3.1.4., ad 4) )
Podle véty o dedukci odpovidd tomuto teorému nasledujici odvozené (sekundarni)
deduk¢ni pravidlo:

Vx [A(x) © B(x)] |- [VxA(x) D VxB(x)]

2) |-—=Vx A(x) =3dx -A(x) (De Morganovo pravidlo)
Dukaz:
= 1. —=VxA() predpoklad
2. —dx—AX) predpoklad neptimého dikazu
3.1. =A(x) hypotéza
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Jx —A(x)

—-A(x) D Ix -A(x)
A(x)

Vx A(x)

.  3Ix-A®k)
Vx A(x)

—-A(c)

A(c)

99

73:3.1
Z1:3.1,3.2

MT: 4,2

ZN:5 spor:1 Q.E.D.
predpoklad

predpoklad neptimého dikazu
E3:1

EV:2 spor:3 Q.E.D.

(Porovnej se sémantickym "dikazem" v poznamce 3.1.4, ad 4).)
Podle véty o dedukci odpovidaji tomuto teorému nasledujici odvozena (sekundarni)
deduk¢ni pravidla:

—Vx A(x) |- Ix =A(x), Ix =A(x) |- =Vx A(x)

3) | —3x A(x) = Vx =A(x)

Dukaz:

= 1. —3IxA®X)
2.1. A(x)
2.2, Ix A)
3. Ao 3Ix A®)
4. —=AX)
5. Vx-Ax)

& 1. Vx-A(x)
2. IxA®)
3. A(c)
4.  —=A(c)

(De Morganovo pravidlo)

predpoklad
hypotéza
73:2.1
Z1:2.1,2.2
MT:3,1
V4 Q.E.D.
predpoklad
predpoklad neptimého dikazu
E3:2
EV:1 spor:3 Q.E.D.

Teorému odpovidaji nasledujici dedukéni pravidla:
—3x A(x) |- Vx =A(x), Vx =A(x) |- —3x A(x)

Pozn.: Ve druhych castech dikazii 2) a 3) jsme pouzili pravidlo eliminace existencniho
kvantifikatoru (EJ). Toto pravidlo neni korektni vtom smyslu, Ze nemusi
zachovéavat pravdivost formule (formule 3x A(x) > A(c) neni tautologii, srovnej se
Skolemizaci, viz kap. 3.2). Pouzivame je vSak nejcastéji v kombinaci s pravidlem
EV. V tom ptipadé aplikujeme nejdiive pravidlo E3 s néjakou novou konstantou a
teprve pak EV se stejnou konstantou.

4) |- Vx[A(x) 2 B(x)] o [IxA(x) o IxB(x)] (6. tautologie z ptikladu 3.1.4)

Dukaz:

1. Vx[A(x) 2> Bx)]
2. dxA(x)

3.  AQa)

4.  A(a) o B(a)

5. B(a)

6. dxB(x)

predpoklad
predpoklad
E3:2
EV:1
MP:3.4
Z3:5 Q.E.D.
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5) -Vx[AvVvBx)]=A v VxB(x), kde A neobsahuje volnou x
(17. tautologie z piikladu 3.1.4)

Dukaz:
= 1. Vx[AvVvBX)] predpoklad
2. AvVB( EV: 1
3. Av-A teorém disjunkce hypotéz
3.1. A 1. hypotéza
3.2. A v VxB(x) ZD: 3.1 Q.E.D.
4.1. —A 2. hypotéza
4.2. B(x) ED: 2,4.1
4.3. VxB(x) ZV:4.2
44. A v VxB(x) ZD: 4.3. Q.E.D.
& 1. AvVxB(x) predpoklad, disjunkce hypotéz
2.1. A 1. hypotéza
2.2. AvB() ZD: 2.1
23. Vx[A v B(@)] Zv:2.2 Q.E.D.
3.1. VxB(x) 2. hypotéza
3.2. B(x) EV:3.1
33. AvB(x) ZD:3.2
3.4. Vx[A v B(x)] Zv:33 Q.E.D.
6) - (A(x) > B) > (VxA(x) o B)
Dukaz:
1. Ax)oB predpoklad
2. VxA(x) predpoklad
3. —-Ax)vB podle pravidlaCo>D |--Cv Dz .
4.  A®) EV:2
5. B ED: 3,4

Teorému odpovida nasledujici dedukéni pravidlo (zavedeni obecného kvantifikatoru
do antecedentu - viz poznamky 3.3.1):
A(x) DB |- VxA(x) o B

Véta 3.3.1 /o korektnosti/:
Kazdy teorém (dokazatelnd formule) systému ptirozené dedukce predikatové logiky
je tautologii predikatové logiky: Jestlize |- A, pak |- A.

Véta 3.3.2 /o sémantické uplnosti/:
Kazda tautologie predikatové logiky je v systému piirozené dedukce dokazatelna (je
teorémem): Jestlize = A, pak |- A.

Definice 3.3.2 /systém prirozené dedukce s identitou/:
Systém ptirozené dedukce predikatové logiky zavedeny v definici 3.3.1 rozSifime
nasledujicim zptasobem:
Abecedu predikatové logiky zvétSime o specidlni binarni predikatovy symbol
(predikatovou konstantu) "=", tzv. predikat zdakladni rovnosti /identity/. Misto
standardniho zapisu = (x, y), budeme vSak pouzivat obvykly infixovy zépis x = y.
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Mnozinu vychozich (nedokazovanych) dedu¢nich pravidel zvétSime o nasledujici dvé
pravidla umoziujici praci s predikatem rovnosti. Vyrazy t, s jsou libovolné termy,
vyraz A(t) je vysledek korektni substituce A(x/t):

Zavedeni identity Alx=x Zld

Eliminace identity: A(t), t=s |- A(s) EIld

Priklady 3.3.2 /diikazy teorémt a sekundarnich pravidel s identitou/:

1) |-t=s>s=t neboli: t=s|-s=t (pravidlo symetrie)
Dukaz:
l.t=s predpoklad
2.t=t ZId: 1
3.s=t Eld: 2,1 /A(x)jex=1t/ Q.E.D.
2) |Ft=s>(s=r>t=r) neboli: t=s,s=r|-t=r (pravidlo tranzitivity)
Dukaz:
l.t=s predpoklad
2.s=r predpoklad
3.s=t pravidlo komutativity: 1
4.t=r Eld: 2,3 /A(x)jex=1/ Q.E.D.
3) t=s>(A(t)=A(s)) neboli: t=s|-A(t) D A(s)
Dukaz:
=: l.t=s predpoklad
2. A(t) predpoklad
3. A(s) Eld: 2, 1 Q.E.D.
& l.t=s predpoklad
2. A(s) predpoklad
3.s=t pravidlo symetrie: 1
4. A(t) Eld: 2,3 Q.E.D.
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3.4. Axiomaticky systém predikatové logiky

3.4.a. Uvodni poznamky:

Nebudeme zde znovu opakovat obecné charakteristiky formalnich systému, které
jsme neformalné vyjadfili v 2.4.a, nebot’ axiomatickd metoda v predikatové logice je
zobecnénim axiomatické metody ve vyrokové logice. Od této se lisi pouze tim, Ze pracuje s
obecnéjsim jazykem (jazykem predikatové logiky — viz definice 3.1.1) a v souvislosti s tim
pouziva rozsifenou mnozinu vychozich teorémul (axiém, resp. axiomovych schémat) a
rozsifenou mnozinu vychozich odvozovacich pravidel — viz nasledujici definice 3.4.1.

Pojem dikazu (s prazdnou nebo neprdzdnou mnozinou piedpokladii) a pojem
teorému — viz kapitola 2.4 — zlistavaji beze zmény.

Ptimocare se zobeciiuji hlavni véty o axiomatickém systému vyrokové logiky: véta o
dedukci (kazdému teorému ve tvaru implikace odpovidd dedukéni pravidlo a kazdému
dedukénimu pravidlu teorém), véta o korektnosti (kazdd formule dokazatelnd s prazdnou
mnozinou piedpokladii je tautologii, nebo logicky vyplyvd z mnoziny piedpokladii
v ptipadé diikazu z predpokladi) a sémantické tplnosti (kazda tautologie je dokazatelnd).

3.4.b. Formalni systém (logicky kalkul) Hilbertova typu

Definice 3.4.1 /definice axiomatického systému Hilbertova typu/:

. Jazyk:
Viz definice 3.1.1 s jedinou vyjimkou: mnoZzina funktorii je omezena na
funktory —, o, V.

. Axiomovda schémata:
Al: Ao(B>2A)
A2: AoB2C)o>(A>B)o(A>())
A3: (—Bo—-A)>(A>B)

A4: VxA(x) D A(x/t) Term t je substituovatelny za x v A
AS: (Vx[A 2 B(x)]) o (A > VxB(x)), xnenivolnavA
. Odvozovaci pravidla:
MP: A, A>B|-B (pravidlo odlouceni, modus ponens)
G: Al-VxA (pravidlo generalizace)@

Diikaz je konecné posloupnost krokii — dobte utvoienych formuli (DUF) dle
gramatiky jazyka, z nichz kazda je bud’ axiom nebo vznikne z ptedchozich DUF
pomoci odvozovaciho pravidla. Poslednim krokem je dokazované formule —
teorém.

Poznamky 3.4.1:

1. Pravé definovany axiomaticky systém predikatové logiky je zobecnénim axiomatického
systému vyrokové logiky zavedeného v definici 2.4.1.
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2. Definovany axiomaticky systém pracuje pouze s funktory —, D, V. Ostatni funktory
muzeme pouzivat jako zkratky (zkracujici a zpiehlediiujici zépis formuli) definované
takto:

Z1: A AB =3r—(A > -B)

72: AvB =3r—-ADB

73 A=B =if(A>B)A(BDA)
74 : IxA =4r—Vx —-A

Symboly A, v, =, 3 nepatii do jazyka definované¢ho axiomatického systému, jsou to
metasymboly slouzici k oznacovani sloZzenych formuli jistého typu.
Axiomatickych systéma predikatové logiky je mnoho a rtzné systémy pracuji s
riznymi mnozinami funktori (a pfirozené¢ i1 s rlznymi mnoZinami axiomi nebo
axiomovych schémat).

3. Pii psani formuli 1ze vyuzivat konvenci Setficich zavorky — viz poznamka 3. k definici
3.1.1.

4. Volba axiéomu neni pochopitelné¢ zcela libovolna; aby byl systém “rozumny”, tedy
korektni, podléha dvéma kritériim:
. Kazdy axiom je tautologie
. Mnozina axiémii musi umoziovat, aby se z nich daly odvodit vSechny logicky
platné formule a pfitom je rozumné, aby tato mnozina byla minimalni, tedy zadny
axiom neni dokazatelny z jinych axiomul — nezavisla mnoZina axiomii.

5. Rovnéz volba odvozovacich pravidel neni libovolna. Aby byl systém korektni, musi
pravidla ‘zachovévat pravdivost’ vtom smyslu, ze formule, kterou podle pravidla
obdrzime, je pravdiva alesponn ve vSech modelech pfedpoklada pravidla, tedy z téchto
predpokladii vyplyva.

Tedy pro kazdé pravidlo Ai,...,An - B by mélo platit, ze Ai,...,An |= B. Pravidlo
generalizace A(x) |- VxA(x) vSak zjevné tento pozadavek obecné nesplituje, formule
A(x) D VxA(x) neni tautologie. Piesto je Hilbertiv kalkul korektni systém a formuli
A(x) D VxA(x) vném nedokazeme. Jak je to mozné? Intuitivni zdivodnéni tohoto
pravidla je nasnad¢: Mame-li dokdzat néjakou vlastnost pro vsechny objekty, je mozno
ji dokdzat na jednom libovolné vybraném (pii1 diikkazu vSak nesmime pouzivat zadnych
dalsich specifickych vlastnosti tohoto objektu). Vzpomenme si, jak jsme provadéli ve
Skole napt. dikazy v geometrii. Nakreslime /libovolny trojihelnik a pro tento
trojihelnik provedeme néjakou konstrukci, jejiz pomoci dokaZzeme zkoumanou
vlastnost (tohoto) trojuhelnika, a protoze to byl trojuhelnik libovolny, prohlasime, ze
tuto vlastnost maji vSechny trojuhelniky. Musime si vSak dat pozor, aby zvoleny
trojihelnik byl skutecné libovolny, tedy aby nemél néjakou dalsi vlastnost, tfeba
rovnoramenny, protoze takovéto specifické vlastnosti nesmime — ani podvédomé —
v dikazu vyuzit. Jinak bychom naSe tvrzeni dokazali pouze pro vSechny rovnoramenné
trojihelniky.

Podrobné viz Véta 3.4.2 o korektnosti.
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Priklady 3.4.1 /diikazy teorémt a sekundarnich odvozovacich pravidel/:

1) |- A(x/t) D IxA(x)
(pravidlo zavedeni existen¢niho kvantifikatoru ve tvaru teorému — viz def. 3.3.1)

Dukaz:
1 Vx —A(x) D =A(x/t) ax. schéma A4
2. —Vx -Ax) D Vx —A®X) teorém typu =——C o C
3. —Vx -A(x) D —AX/) CoD,DoE|-CoE:2,1 TI
4 —3xA(x) D —A(x/t) 74: 3
5. [3xAx) o —AX/)] D [A(x/t) D IxA(x)] ax. schéma A3
6. A(x/t) D IxA(x) MP: 4,5 Q.E.D.
2) A>B(x)|-A > VxB(x) x neni volnd v A

(pravidlo zavedeni obecného kvantifikatoru do konsekventu — viz poznamka 3. k
definici 3.3.1/

Dukaz:

1. A>B() predpoklad

2. Vx[A>B®X)] G:1

3. Vx[A>B()] o [A D VxB(x)] ax. schéma A5

4. A > VxB(x) MP:23  Q.E.D.

Véta 3.4.1 /o dedukci/:
Pro uzavienou formuli A a libovolnou formuli B plati:
|- A o B pravé tehdy, kdyz A |- B.

Poznamka 3.4.2:
Tvrzeni

"je-li - A o B, pak také A |- B"
plati bez ohledu na to, zda formule A je, ¢i neni uzaviena (platnost tvrzeni vyplyva ihned z
pravidla MP). Naproti tomu opacné tvrzeni

"je-li A |- B, pak také |- A o B"
pro oteviené formule A (tj. formule obsahujici aspon jednu volnou proménnou x) platné
neni. To ukdzeme na nasledujicim piikladé. Necht formule A je A(x) a formule B je
VxA(x). Potom dedukce A |- B piedstavuje obecné platné odvozovaci pravidlo (pravidlo
generalizace viz definice 3.4.1) A(x) |- VxA(x), zatimco formule A(x) o VxA(x) obecné
platnd neni (neni to tautologie a tedy — podle véty 3.4.2 o korektnosti — neni ani
dokazatelnd) — srovnej s poznamkou k definici 3.1.5. a s poznamkou 3.4.1.

Véta 3.4.2 /o korektnosti/:
Kazda dokazatelna formule predikatové logiky (tj. teorém kalkulu Hilbertova typu) je
také tautologii predikatové logiky. Formaln¢: Jestlize |- A, pak |= A.

Diikaz /nastin/:

Vsechny formule, které obdrzime z axidémovych schémat A1-AS5 jsou tautologiemi,
tedy jsou pravdivé v kazdé interpretacni struktute I (pfi libovolné valuaci e volnych
proménnych). Korektnost pravidla MP (modus ponens) byla demonstrovana v dikazu
Postovy véty 2.4.4.
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Korektnost pravidla generalizace A(x) |- VxA(x) je zaruCena definici spliovani
formule VxA ve struktuie 1. Pfedpokladejme, ze jsme v dikazové posloupnosti dosud
pravidlo generalizace nepouzili. Tedy formule A(x) musi byt tautologii (nebot mohla
vzniknout z axidmu — tautologii pouze pouzitim pravidla MP, které zachovava pravdivost).
To znamena, ze v libovolné struktute I plati, Ze |=1 A(x)[e] — formule A(x) je pravdiva v I
pro libovolné ohodnoceni e proménné x. Tedy plati pro libovolné individuum 1 € M, kde
M je universum zvolené v interpretacni struktute I, ze formule A je pravdivd v I pro
valuaci, ktera ptifazuje individuum i proménné x, tedy [=1 A[e(x/i)], kde e(x/i) je valuace
stejnd jako e az na to, ze pfifazuje promeénné x individuum i. Tedy formule VxA(x) je
pravdiva v I, |51 VxA(x). Pravidlo generalizace je korektni v tom smyslu, ze zachovava
pravdivost formule v interpretaci.

Poznamka 3.4.3. Jelikoz pojmy pravdivosti formule v interpretaci (pravdivost pro v§echna
ohodnoceni volnych proménnych) a splnitelnost formule v interpretaci (pravdivost pro
alespon jedno ohodnoceni volnych proménnych) pro uzaviené formule splyvaji, bude se
pravidlo generalizace ‘“chovat korektné¢” vzdy =za ptredpokladu, Ze odvozujeme
z tautologickych axidomii nebo ze specidlnich axiomu, které jsou vSechny uzavicené
formule. Proto jsou specidlni axiomy teorii voleny vzdy jako uzaviené formule, tzv.
sentence Ci vyroky. Viz kapitola 4.

Véta 3.4.3 /o sémantické uplnosti axiomatického systému - K. Godel/:
Kazda tautologie predikatové logiky je dokazatelnd (v logickém kalkulu Hilbertova
typu). Formalng, je-li |= A pak |- A.

Definice 3.4.2 /axiomaticky systém predikatové logiky s identitou/:
Axiomaticky systém zavedeny v definici 3.4.1 rozsSifime nasledujicim zpiisobem:
Abecedu predikatové logiky zvétSime o specidlni binarni predikatovy symbol
(predikatovou konstantu) "=", tzv. predikdt zdkladni rovnosti (identity). Misto
standardniho zapisu =(x, y), budeme vSak pouzivat obvykly infixovy zapis x = y.
Mnozinu axiomovych schémat zvétSime o nésledujici tfi schémata charakterizujici
predikat rovnosti:

- Vx (x =x) R1
VX1 ... Vo VY1 oo YV [x1 =1 A A X =y D f(x1,...,00) = f(1,...,0m)]
pro libovolny n-arni funk¢éni symbol R2
- VX1 ... VX VY1 oo Y [X1 =1 A AXn =0 D p(Xt,....%0) = p(Vi,. ... 0n)]
pro libobolny n-arni predikatovy symbol p R3

Poznamky 3.4.4:

1. Axiéomova schémata R2, R3 tikaji, ze identické pfedméty nelze rozliSit pomoci zadné
funkce nebo predikatu. Naplnuji tak Leibnitzovo pojeti identity: identické je to, co
nelze zddnym zplisobem rozlisit.

2. Rovnost (identitu) Ize charakterizovat 1 jinym zpiisobem — viz napft. zavedeni identity v
systému pfirozené¢ dedukce. Axiomova schémata R2, R3 mulzeme také nahradit
nasledujicimi axiomy komutativity a tranzitivity rovnosti:
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- VxVylx =y >y =x] R2'

- VxVyVzlx =y Ay =zDx =z] R3'
V systému predikatové logiky zavedeném definici 3.4.2 jsou vSak formule R2', R3'
dokazatelnymi formulemi .

3. Podle toho, zda povazujeme pojem rovnosti za univerzalni logicky pojem nebo za
specidlni (specificky) pojem konkrétniho formalniho systému (vztahujici se ke
konkrétni predmétné oblasti, napi. k teorii piirozenych Cisel), davdme ptednost bud’
predikatové logice s rovnosti (podle definice 3.4.2) nebo predikdtové logice bez
rovnosti (definice 3.4.1).

Priklad 3.4.2 /dikazy formuli s rovnosti/:
) FVxVylx=yoy=x]

Dukaz:
1. VxVyVzVt [x=y A z=t D (x=z = y=t)] R3 (predikatem p je rovnost =)
2. X=Y AX=X DX=X=)=X 4-nasobné pouziti "pravidla A4"
na 1., subst. x/x, y/y, z/x, t/x
3.X=y AX=XDy=x pravidlo AAB>(B=C)FAAB>Cna?2
4. Vx[x=x] R1
S.x=x "pravidlo A4" na 4., subst. x/x
6. X=y DX=y A X=X pravidlo A-B>B A Anas.
7. x=y Dy=x pravidlo A>DB,B>C|-A>Cnaé6., 3.
8. VxVy[x=y D y=x] pravidlo G na 7.(dvakrat), Q.E.D.
2) |- VxVyVz [x=y A y=zDx=z]
Dukaz:
1. VxVyVzVt [x=y A z=t D (x=z=y=f)] R3 (predikatem p je rovnost =)
2.Xx=y Ay=zD (x=z=y=y) 4-nasobné pouziti "pravidla A4" na 1.,
subst. x/x, y/y, z/z, t/y
3. Vx [x=x] R1
4. y=y "pravidlo A4" na 4., subst. y/y
5. X=y Ay=zDx=z pravid. A, B> (C=A)-B>Cna4.,2.
6. VxVyVz [x=y A y=z D x=z] pravidlo G na 5./tfikrat/, Q.E.D.
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4. Formalizované teorie predikatové logiky 1. radu.

Uvodni poznamky:
1. Historicky vyvoj teorii.

a) Stadium empirické popisné teorie:
. Ditraz je kladen na shromazd’'ovani faktii pfed hleddnim souvislosti mezi
nimi.
. Otédzka "co plati?" predchézi otdzce "proc€ to plati?".
. Jsou dany pouze vzory feseni (paradigmata) typickych uloh

b)Stadium neformalizované axiomatické teorie:

. Stanoveny primitivni pojmy, které se nedefinuji, ale pomoci nichz se definuji
vSechny ostatni pojmy. Stanoveny primitivni poznatky (axidomy), které se
nezdivodiuji (nedokazuji), ale ze kterych se odvozuji vSechny ostatni
poznatky.

. Pouzivani symboll pro formalni zapis poznatkd.

. Prostfedky odvozovéni a dokazovani formalizovany nejsou, logika je pouzivana
na intuitivni Urovni.

. Ptiklady neformalizovanych axiomatickych teorii:

. Euklidovské geometrie (4. st. pt. Kr.).

. VSechny matematické teorie az do konce 19.stoleti.

. Fyzikalni teorie: mechanika (klasickd, relativistickd, kvantova),
termodynamika, teorie elektromagnetického pole, geometricka optika,...

c¢)Stadium formalizované axiomatické teorie:

. Zformalizovany jsou nejenom poznatky, ale i procesy odvozovani jednéch
poznatktli z druhych. Logika je nedilnou souc¢ésti kazd¢ teorie.

. Formalizace dokazovani neni samoucelnd. Nutnost formalnich diikazi byla
vyvoléna objevenim antindmii (sportl) v zadkladech matematiky (teorii mnozin).
Proto se snazime budovat korektni (bezespornou) teorii.

. Formalizovand teorie miize byt rozvijena automaticky (formaln¢) bez
porozuméni obsahovému smyslu (sémantice) dokazovanych tvrzeni.

2. Antinomie (paradoxy).
a) Antinomie mnoZiny v§ech mnoZin.

. Necht M je mnozina vSech mnozin. To znamend, Ze kazdd podmnoZzina
mnoziny M je prvkem mnoziny M. Z toho plyne, Zze mohutnost (pocetnost,
kardinalita) mnoziny M je alesponl rovna mohutnosti mnoziny vSech
podmnozin mnoziny M, neboli

card (M) > card (2M).

. Na druhé strané¢ je ziejmé, Ze mnozina vSech podmnozZin neprazdné
mnoziny (a mnozina vSech mnozin neprazdnou zajist¢ bude) ma vetsi
mohutnost nez vychozi mnozina (kromé toho, Ze obsahuje vSechny
jednoprvkové podmnoziny, obsahuje navic mnoho dalSich podmnozin),
neboli card (M) < card (2M).

To je ve sporu s predchozi nerovnosti.
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b) Russellova antinomie.

Ziejmé neni obecné vhodné, aby podmnozina dané mnoziny (a specialné
tedy 1 cela mnozina) byla prvkem dané mnoziny. Definuyme proto jako
normalni mnozZinu takovou mnozinu, kterd neni svym vlastnim prvkem.
Polozme otazku: je mnozina N vSech normalnich mnoZin normalni
mnoZzinou?
Je-li odpovéd’ na polozenou otazku ano, pak N neobsahuje sebe samu jako
svlyj prvek a tedy N neni mnozinou vSech normalnich mnozin.
Je-li odpovéd’ na polozenou otazku ne, pak N obsahuje sebe samu jako sviij
prvek a tedy N — v rozporu se svou definici — obsahuje jako prvek mnozinu,
ktera neni normalni.
Ob¢ dvé mozné odpovédi na poloZzenou otazku jsou tedy Spatné. Podstata
sporu lépe vynikne z formdlniho zdpisu. Symbolicky muzeme definici
mnoziny N zapsat takto:

xeN < —(xex) .
PoloZena otazka vede ke sporné formuli (kontradikci)

NeN < —(NeN).

¢) Podobnych antinomii, jako jsou dvé vySe uvedené, bylo formulovano vice. O
zpusobech, jak se jim vyhnout, viz kap.4.3 o formalizovanych teoriich mnozin.

3. Hilbertitv program (pocatek 20. stoleti).

Pocatkem 20. stoleti pozadoval D. Hilbert vytvofeni zformalizované teorie
zahrnujici celou matematiku a dokazani bezespornosti této teorie finitnimi
prostiedky.

V 30. letech K. Godel dokézal nemoznost naplnéni Hilbertova programu:

bezespornost formalni aritmetiky (a vSech teorii, které aritmetiku
piirozenych c¢isel obsahuji jako svou cCast) nelze dokdzat finitnimi
prostiedky

kazda bohatsi formalni teorie (zahrnujici alespon aritmetiku piirozenych
Cisel) je neuplna, tj. existuji dobie formulovand tvrzeni (reprezentovana
formulemi), ktera nejsou v ramci dané teorie ani dokazatelna, ani
vyvratitelna.
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4.1. Teorie relaci a algebraické teorie 1. Fadu.

Definice 4.1.1:

Formalni teorie je zadana trojici:
= formalni jazyk teorie
* mnoZina axiému teorie
=  mnozina deduk¢nich pravidel teorie

Formalni jazyk teorie 1. iadu je jazyk predikatové logiky 1. fadu (viz definice
3.1.1). Formélni jazyk je tedy mnozina vSech dobie (syntakticky spravné) utvofenych
formuli.

MnoZina axiomiu teorie je podmnozina mnoziny vSech dobie utvofenych formuli.
Sestava ze dvou casti:

*  mnoziny logickych axiomi (napf. téch uvedenych v definici 3.4.1 — tedy tautologii)

* mnoziny specidlnich (specifickych) axiémii. Mnozina specialnich axiéoml

charakterizuje pomoci formuli predikatové logiky vlastnosti (a vztahy mezi nimi)

vSech objekti urenych primitivnimi pojmy teorie (tj. specidlni predikdtové a

funk¢ni symboly, spec. konstanty), které v jazyce teorie vystupuji. Tedy specialni

axiomy jsou voleny tak, aby byly pravdivé v ”zamyslené” interpretaci predmétné
oblasti.

MnoZina dedukcénich pravidel teorie splyva s mnozinou dedukénich pravidel
pouzitého kalkulu predikatové logiky (viz napft. definici 3.4.1).

Formalni teorie (v $irSim slova smyslu) je mnozina vSech formuli, které 1ze odvodit
z axiomu teorie pomoci deduk¢nich pravidel teorie. Vzhledem k tomu, ze teorie je plné
charakterizovana mnozinou T specidlnich axiomil, ztotoznujeme nékdy formalni teorii T
s mnozinou specialnich axiému teorie (pojem formalni teorie v uzsim slova smyslu). Proto
byva definovan pojem dikazu z teorie takto:

Diikaz formule A 7 teorie T (znaCime T |- A) je posloupnost dobfe utvorenych

formuli (krokti ditkazu) takova, Ze:
= posledni krok této posloupnosti je dokazovana formule A
» kazdy krok dikazu je bud'to

o logicky axioém, nebo

o specidlni axiém teorie, nebo

o formule, kterda vznikla z ptedchozich krokt aplikaci nékterého dedukcéniho

pravidla teorie

Poznamky 4.1.1:

1. Axiomaticky systém predikatové logiky (napf. ten zavedeny definici 3.4.1) je
specidlnim pifipadem formdlni teorie s prazdnou mnozinou specidlnich axiéma.
Axiomaticky systém vyrokové logiky (napf. ten zavedeny definici 2.4.1) je rovnéz
specialnim pifipadem formalni teorie s prdzdnou mnozinou specialnich axiému a navic
s omezenou mnozinou logickych axiomii. Viz Givod ke kapitole 2.4.
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2. Formalni teorie mohou byt rovnéz budovany napi. na bazi ptirozené¢ dedukce. V
Gentzenove systému je mnozina logickych axiomi dana jedinym schématem (A > A) a
mnoziny deduk¢nich pravidel jsou obsahlejsi (viz napt. definice 3.3.1 a 2.3.1).

vvvvvv

axiomaticky, jsou teorie relaci (pfedevSim ostrého a neostrého uspotradani, ekvivalence),
dale vSechny algebraické teorie (teorie grup, okruht, téles, svazi, atd.) a aritmetické teorie.

Priklad 4.1.1 /Teorie (ostrého) uspoidadani/:

1. varianta:
Specialni konstanty:
= ... binarni predikatova konstanta
<.... binarni predikatova konstanta
Logické axiomy: axiomy predikatové logiky bez rovnosti
Specialni axiomy:

Ul. Vx [x = x] reflexivita
U2. Vx Vy [x=y D y=x] symetrie
U3. Vx Vy Vz [(x=y A y=2) D (x=2)] transitivita

U4. Vx Vy Vz [(x=y A x<z2) D (y<z)]

US. Vx Vy Vz [(x=y A z<x) D (z<))]

U6. Vx Vy [(x<y) D =(y<x)] asymetrie

U7. Vx Vy Vz [(x<y A y<z) D (x<2)] transitivita
U8. Vx Vy [x=y v x<y Vv y<x]

U9. Vx Jy [x<y]

U10.Vx Jy [y<x]

Ull.Vx Vy [x<y > 3z [x<z A z<}]]

2. varianta:

Specialni konstanta:

< ... binarni predikatovy symbol /konstanta/

Logické axiomy: axiomy predikatové logiky s rovnosti (viz definice 3.4.2)

Specialni axiomy:
V1. Vx Vy [x<y D =(y<x)] asymetrie
V2. Vx Vy Vz [x<y A y<z D x<Z] transitivita
V3. Vx Vy [x=y v x<y v y<x]
V4. Vx 3y [x<y]
V5. Vx 3y [y<x]
V6. Vx Vy [x<y D 3z (x<z A z<Y)]

Rizné obsahlé teorie:

= Teorie rovnosti: Ul-U3
Modely: rovnost na mnoziné piirozenych (celych, raciondlnich, redlnych) cisel, rovnost
na mnozin¢ vSech matic daného typu,...

= Teorie ostrého usporadani U1-U7 nebo V1-V2
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Modely: rovnost a ostré usporddani na mnoziné¢ ptirozenych (celych, racionalnich,
redlnych) cisel, rovnost a vlastni inkluze na mnozin¢ vSech podmnozin dané
mnoziny,...

= Teorie linearniho ostrého usporadani: U1-U8 nebo V1-V3
Modely: rovnost a ostré uspotadani na mnoziné ptirozenych (celych, racionélnich,
redlnych) Cisel, rovnost a lexikografické uspotadani na mnozin¢ vSech slov nad danou
abecedou,...

= Teorie hustého usporadani: UI-U11 nebo V1-V6
Modely: rovnost a ostré usporadadni na mnozin¢ racionalnich (realnych) cisel,...

Priklad 4.1.2 /Teorie castecného (neostrého) uspoiadani/

Struktura <M, < > (tj. neprazdna mnozina M, na které je definovana binarni relace <,
<< M x M), které splituje axiomy teorie ¢astecného usporadani, tj. mnozinu formuli 1), 1),
ii), se nazyva (Cdste¢né) uspoiddand mnoZina neboli poset’.

1) Va (a<a) reflexivita
1) Vavb[(asbAarb<a)D(a=0D>)] antisymetrie
1) VaVbVel[(a<bArb<c)Dd(a<o)] transitivita

Pozn.: Relace, kterd spliiuje pouze axiémy 1) a iii), tedy neni antisymetricka, se nazyva
kvazi-usporadani.

Modely:
Mnozina N ptirozenych Cisel pii obvyklém uspotadani mensi nebo roven.
Mnozina individui uspofddana relaci starsi nebo stejné stary”.
Mnozina N ptirozenych c¢isel s relaci |, ktera je definovana jako m | n pravé kdyz m déli
n (beze zbytku).

Posledni ptiklad ilustruje, pro€ je toto usporadani nazyvano ‘castecné’. V mnoziné¢ M
mohou totiZ existovat tzv. nesrovnatelné prvky a,b, pro které neplati ani @ < b ani b < a.

Poznamka: Na Castecné usporadanych mnozinach zavadime dva dilezité pojmy, a to
pojem supréma a infima. Bud’ (M, <) ¢astecné usporadand mnozina a N jeji podmnozina.
Rekneme, e prvek a € M je suprémem mnoiiny N v M, znatime a = supm(N), jestlize
prvek a je nejmensi horni zdvora mnoziny N v M, tj. plati, ze

Vx[xeNDazx)AVy(yeMAy=>x)D(y=a)

Analogicky definujeme infimum mnoZiny N v mnozZiné M, zna¢ime a = infu(N), jestlize
prvek a je nejvétsi dolni zavora mnoziny N v M, tj. plati, ze

Vx[xeNDasx)AVy(ye MAay<x)D(a2y).

Casto se stava, ze relace, ktera se jevi jako asteéné uspofadani, je ve skute¢nosti kvazi-
uspotadani, nebot’ nespliluje axiom antisymetrie:
Model axiomt 1) a iii) — kvaziusporadand mnozina:
Mnozina F formuli jazyka PL' uspoiadana relaci logického vyplyvani |=.
(Plati-li, ze A =B a B |= A, pak formule A, B jsou pouze ekvivalentni, avSak ne
identické: napt. A>Ba—-A v B.)

2 Vyraz “poset” je akronym pochézejici z anglického “partially ordered set”
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Chceme-li ptesto takovou mnozinu (¢astecné) uspoiradat, pouzijeme nasledujici "trik”™: Je-li
relace |= kvazi-uspotadadnim, pak definujeme na dané mnozin¢ F relaci ekvivalence takto:
A < Bpravé kdyz A |- B a B |= A. (Pfipomindme, Ze relace ekvivalence musi spliovat
axiomy reflexivity, symetrie a transitivity.)

Je znamo z teorie relaci, ze kazda relace ekvivalence = na mnoziné M definuje
rozklad mnoziny M na disjunktni podtiidy (podmnoziny M) takové, Ze jejich sjednoceni
pokryva celou mnozinu M. Tedy do jedné tiidy tohoto rozkladu patii vSechny vzéjemné
ekvivalentni prvky a kterykoli z nich muaze slouzit jako representant dané ttidy (vzhledem
k ekvivalenci). Mnozina téchto tfid rozkladu se nazyva faktorova mmoZina a znali se
obvykle M/=, jeji prvky pak znacime [m], kde m je piislusny representant tridy.

Uvazme nyni mnozinu F formuli jazyka PL! a k ni piislusnou faktorovou mnozinu
F/<. Na této mnozin¢ nyni definujeme ¢aste¢né uspoiadani takto:

[A1] £ [Az] prave tehdy kdyz A |= Ao.
Struktura < F/<>, < > nyni tvoii poset. Abychom to ukazali, musime nejdiive ovéftit, ze
relace < je dobie (tj. korektn€) definovdna a pak dokézat, Ze jsou splnény axiomy
uspotadani 1), ii), ii1). Aby byla definice usporadani korektni, nesmi dana relace zaviset na
vybéru representantt tiid. Necht’ tedy A1’ € [Ai1] a A2’ € [Az]. Pak ovSem plati, Ze
A’ = A1 F Ay | A2, tedy 1 A’ |= A2’ a definice je korektni. Reflexivita a transitivita
relace < jsou ziejmé. Ukazeme, Ze nyni je tato relace i antisymetrickd. Je-li [A1] < [Az] a
[A2] £[A1], pak Ai]= A2 a Az = Ai. To znamena, ze A1 < As a tedy [A1] = [Az].

Priklad 4.1.3 /Teorie grup/:
Struktura <G, f> (tj. neprdzdnd mnozina G, na které je definovana bindrni operace —
zobrazeni f: G x G — G), ktera spliiuje axiomy teorie grup, tj. mnoZzinu formuli 1), i), iii)
(resp. 1), 11), 1ii), 1v) ) se nazyva grupa (resp. komutativni, Abelova grupa):

(f je binarni funk¢ni symbol)

1) JeVa f(e,a) = f(a,e) = a existence jednotkového prvku
i) VaVbVc f(f(a,b),c) =f(af(b,c) asociativita

1) Vaddf(a,a)=1(d,a)=e existence inverzniho prvku
iv)  VaVb f(a,b) =f(b,a) komutativita

Studium teorie grup ilustruje metodu axiomatického zkoumani. Zobecnéni shodnych
”situaci” vede nejprve k vyjasnéni podstaty této shody a potom k formulaci axiomu. Tim se
ziskava soustava predstavujici souhrn zdkladnich principti platnych v kterémkoli ze
soubort shodnych situaci (tedy feceno “jazykem logiky” — v kterékoli interpretacni
struktufe, ktera splituje mnozinu axiomu). Ze soustavy axiomi se pak logickou dedukci (na
zéklad¢ inferencnich pravidel axiomatického systému) buduje teorie zahrnujici jako
specialni ty situace”, které¢ daly podnét k tvorbé axiomil. Tedy mnozina teorémii dané
teorie je pravdiva v kazdé takové ’situaci”, tj. v kazdé interpretacni struktute, ktera je
modelem axiomu. Mohou tak byt objeveny i neocekavané ’shody”, tj. modely jiné nez
ptivodni zamyslené interpretace a jejich studium je pak usnadnéno. Nemusime znovu
dokazovat vSechna tvrzeni platna v tomto modelu, vime, ze plati vSechny teorémy nasi
teorie.

Pozn.: Jako funk¢ni symbol f volime obvykle znak “nésobeni” ¢.’, nebo znak “’s¢itani” ‘+’
v komutativni grupé, a to s infixni notaci. Inversni prvek pak zna¢ime a’!, resp. -a,

jednotkovy prvek znaCime 1, resp. 0.
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Objasnéme si tuto ulohu teorie grup na jednoduchém piikladu: Ctenafi jsou dobie
Znamy vzorce

a) u-v+tv-w=u-w

b) uhv.viw=uw

c) logwu.logwv =logwu
pro pocitani s realnymi Cisly.

Zkoumejme analogii téchto vzorcti z jednoticiho grupového hlediska. Piedevs§im je
ziejmé, ze mnozina redlnych cisel tvofi jak vzhledem k nasobeni tak vzhledem ke scitani
komutativni grupu. V kterékoli grupé plati teorém (grupovou operaci znaime nyni e,
zavorky vzhledem k asociativité¢ vynechavame):

d) uevievew!'=yey!

Snadno nahlédneme, ze vzorce a) 1 b) jsou specialnimi ptipady tohoto teorému d) (vzorec
a) pro aditivni grupu, b) pro multiplikativni grupu).

Oznac¢me nyni R mnozinu R — {0}. Abychom poznali, Ze 1 vzorec c¢) predstavuje
piepis teorému d), uvazujme mnozinu R s binarni operaci e defunovanou takto:

uev=1logU.logV,kde U,V jsou takové, ze plati u=logU, v=1ogV.

Protoze u ® v=u.v, je ziejmé¢, ze <R, o> je komutativni grupa.

Uvédomime-li si, ze prov = 0 je u  v! = logU . (log V) ! = logioU . logy10 = logyU,
vidime, ze z d) dostavame

logvU . logwV=uev'!'eyvew!=yew!=logwUprov, w=0.

Ptiklad 4.1.3.1: Mnozina Z celych ¢isel tvoii vici s¢itani komutativni grupu <Z, +>.

Ptiklad 4.1.3.2: Uvazujme mnozinu Z celych Cisel a definujme na této mnoziné relaci
ekvivalence takto: a =, b modulo » pravé tehdy kdyz n | (a - b), tj. ¢isla a, b maji v
kladné ¢asti” stejny zbytek po dé€leni Cislem n. Tato ekvivalence definuje (jako
kazda ekvivalence) na Z rozklad na tfidy celych ¢isel kongruentnich modulo #.
Ozna¢me tuto faktorovou mnozinu tiid jako Z / =, a jeji prvky oznacime jako [i],
kde 1 je representant ptislusné tfidy (kterykoli prvek, nejcastéji ten, jehoz absolutni
hodnota je nejmensi, tedy reprezentanty budou ¢isla 0, 1, 2, ..., n-1). Pro nazornost
si zapiSeme napt. mnozinu Z / =s modulo 5 vyctem jejich prvkii:

[0] = { -

[1]=1{.. -9,-4,1,6,11,16,..}
2]=1{.. -8,-3,2,7,12,17,..}
[3]=1{.. -7,-2,3,8,13,18,..}
[4]=1{.. -6,-1,4,9,14,19, ..}

Definujme na faktorové mnoziné€ Z / =, binarni operaci + jako scitani tfid takto:

[i] + [j] = [i]].

Toto scitani je dobie definovano, nebot definovany soulet nezavisi na vybéru
representanti s¢itanych tiid: Je-li [i] = [1°], [J] = [J’], pak n | (i-1’) a n | (j-)°), tedy
n | (i-1’+j-)’), n | (it) - 1’+7°). To znamend, ze [i+j] = [1’+j’]. Snadno nahlédneme, Ze
struktura <Z/=n, +> tvoii vici takto definovanému scitdni komutativni grupu (je
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modelem axiomu grupy). Jednotkovym (¢i spiSe nulovym) prvkem je tiida [0] a
inversnim (opa¢nym) prvkem k [«] je tfida [-a].

Priklad 4.1.4 /Teorie svazit /:

Mnozina M, na kter¢ jsou definovany dvé binarni operace (zobrazeni M x M — M)
N (prasek) a U (spojeni) takové, zZe tato struktura <M, M, W> splituje nasledujicich Sest
axiomi, se nazyva svaz:

1) Y(abc) (avwb)yuc=au(buc) asociativita
i) V(abc)(anb)ync=an(bnc) asociativita
1) V(@b)aub=bua komutativita
v) V(@b)anmnb=bna komutativita
v) V(ab)(anb)yua=a Booleovy vlastnosti

vi) V(ab)an(bua)=a

V teorii svazl plati nasledujici dva teorémy, které urcuji souvislost teorie svazil s
teorii ¢astecného (neostrého) uspotradani:

Véta: Jestlize S = <M, N, U> je svaz, pak binarni relace < definovand na M piedpisem
a<b <igraub=b=anb=a
je Castecné usporadani a navic plati
V(ab) [sup{a,b} =a U b], V(ab) [inf{a,b} =a N b].

Véta: Je-li S = <M, < > ¢asteCné usporadana mnoZzina takova, ze pro kazdou dvou
prvkovou podmnozinu mnoziny M existuje v M jeji suprémum a infimum, pak
struktura S = <M, N, U> s operacemi priseku a spojeni definovanymi tak, ze
a U b=q4rsupmia,b}, a N b =4 infm{a,b}, je modelem axiomii svazu, tedy tvoii svaz.

V kazdém svazu dale plati nasledujici dva teorémy:

F@nb)uanc) <an(®uc)

F@ubn(auc) 2au(bno)

K uvedenym svazovym axidémim muzeme dle potieby pfidavat axiomy a zkoumat
tak rtizné tiidy svazu. Plati-li ve vySe uvedenych teorémech rovnost, pak se jednéd o axiom
distributivity a svazy, kter¢ jej spliuji se nazyvaji distributivni svazy. Dalsi dilezitou tfidou
jsou modularni svazy, které spliuji axiom

Y(a,bc)((@asc)dlav(bnec)y=(@aub)nc))

Ptiklady svazl:

Mnozina 2M viech podmnozin dané mnoziny M, kde priisek je definovan jako priinik
mnozin a spojeni jako sjednoceni mnozin, tvoii (distributivni) svaz.

Faktorova mnozina F/< tvofti (distributivni) svaz tfid ekvivalentnich formuli, kde
prusek a spojeni jsou definovany takto:

[A1] U [A2] = [A1 v Az], [A1] N [A2] = [A1 A Az,

tedy jako tfida definovana disjunkci, resp. konjunkci.

Kazdy distributivni svaz je modulérni, ale ne naopak:
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Mnozina {o, a, b, c, 1} s uspofadanim definovanym takto:
a<i,b<i,c<i,a>o0,b>0,c> o tvofi modularni svaz, ktery neni distributivni, coz
snadno nahlédneme, znazornime-li si tuto mnozinu Hasseovym diagramem:

/1N

a b C

ANV

Mnozina {i, a, b, ¢, o} s usporadanim dle nasledujiciho obrazku je svaz, ktery neni
modularni:

/i
N
N/

Teorie svazi je v posledni dob¢ hojné vyuzivana i v oblastech ”mimo matematiku”, napt. v
informatice pfi sémantickém vyhledavani na webu jsou vyuzivany tzv. konceptualni svazy.

i

(0]

Priklad 4.1.5 /Teorie rodokmenu a piibuzenskych vztahii/:
. Univerzum: mnoZina vSech individui (Zijicich i zemftelych)
. Specidlni primitivni symboly (funk¢ni a predikatoveé) /se ”zamyslenym
vyznamem’/:
« O ... unarni funk¢ni konstanta /O(x) ... otec x/
« M ... unarni funk¢ni konstanta /M(x) ... matka x/
. m...unarni predikatova konstanta /m(x) ... x je muzského pohlavi/
. z...unarni predikatova konstanta /z(x) ... x je Zenského pohlavi/
. Logické axiomy: axiomy predikatové logiky s rovnosti
« Odvozené funkce:
«  DO(x) =4 O(O(x)) ... déd po otci /otec otce/

. DM(x) =g OM(x)) ... déd po matce /otec matky/
. BO(x) =3r M(O(x)) ... baba po otci /matka otce/
. BM(x) =g M(M(x)) ... badba po matce /matka matky/

« Odvozené predikaty:
. rod(xy) ©4f x=0() vx=M(y) ...xjerodiCemy
«  pred(x,y) <df rod(x,y) v 3z [pred(x,z) A rod(z,y)]
... X je predkem y
. dit(x,y) ©gf rod(y,x) ... X je ditétem y
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. pot(x,y) <df pred(y,x) ... X Je potomkem y
.« sour(x,y) <df 3z [rod(z,x) A rod(z,y)]
... X,y jsou sourozenci

« Specidlni axiéomy:

Al. Vx3dy [y =0(x)] kazdy ma otce
Vx3y [y =M(x)] kazdy ma matku
A2. V(x,y,2)[y =0(x) A z=0O(x) D y=z] otec je jediny
V(x,1,2)[y = M(x) A z=M(x) D y=z] matka je jedina
A3. VY(x,y) [x =0(y) > m(x)] kazdy otec je muz
V(x,p) [x =M(y) D z(x)] kazda matka je Zena
A4. Vx [m(x) v z(x)] kazdy je muzem nebo Zenou
Vx —[m(x) A z(x)] nikdo neni muzem i zenou
AS. Vx —pred(x,x) nikdo neni svym vlastnim pifedkem
« Neékteré jednoduché véty dokazatelné z axidomu (vSechny proménné jsou obecné
kvantifikovany):
« | —rod(x,x)
« |- sour(x,y) = sour(y,x)

« |- pot(x,y) A pot(y,z) D pot(x,z)

Definice 4.1.2:

Teorie T’ je silnéjSi neZ teorie T, jestlize kazdd formule dokazatelnda v T je
dokazatelnd 1 v T°, ale ne naopak, tedy existuje alespon jedna formule, kterd je v T’
dokazatelna, ale v T nikoliv.

Teorie T a T’ jsou ekvivalentni (stejn¢ silné), jestlize kazda formule, ktera je
dokazatelna v jedné teorii, je dokazatelnd 1 v druhé.

Teorie T’ je rozsifenim teorie T, jestlize pouziva vEétsi mnozinu specialnich symboli
nebo vychazi z vétsi mnoziny specialnich axiomii nez teorie T. Je-li rozSifena teorie T’
ekvivalentni s pltvodni teorii T, pak hovofime o mnepodstatném (konzervativnim)
rozSifeni. Je-1i teorie T’ siln€jsi nez teorie T, pak hovotime o podstatném rozsireni.

Piiklady 4.1.5:

Teorie (ostrého) uspotradani definovand axiomy Ul-Ull je siln€j$i, nez teorie
definovana axiomy U1-US.

Teorie (ostrého) usporadani definovana axiomy Ul-Ul1l (v predikatové logice bez
rovnosti) je ekvivalentni s teorii uspotadani definovanou axiomy V1-V6 (v predikatové
logice s rovnosti).

Pfidani axiomu V6 k teorii V1-V5 ma za nésledek jeji podstatné rozsifeni. Zavedeni
nového specialniho symbolu < novym specialnim axiomem x<y = x<y v x=y, je vSak pouze
konzervativnim roz§ifenim.

Poznamky 4.1.2: /Syntaktickd — lingvistickd definice/
1. Nové symboly miizeme ve formalni teorii definovat (zavést) dvojim zpiisobem:
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n_

«  Metasystémové pomoci metasymbolu "=4f" nebo <4f. V tomto piipad€ neni novy

symbol soucasti formalniho systému, ale pouze zkratkou pro ur¢itou formuli. Napf.
zapis x#y mizeme povazovat pouze za zkrdcené oznaceni formule —x=y. Neboli
X£Y =df —x=y.
. Systémové pomoci nového specialniho axiomu ve tvaru ekvivalence (rozsifenim
teorie). Napt. symbol nerovnosti mize byt ”implicitné definovan” formuli
X£Y = —X=),
ktera rozsifuje mnozinu specialnich axiomau.
2. Korektnost systémové definice nové predmétové konstanty.
Plati-1i soucasné (tj. 1ze-li v teorii odvodit)
= 3x A(x),
= AX) A AQY) D x=,
pak lze konstantu ¢ zavést novym axiomem ve tvaru
|- A(x/c)
(ptitom predpokladame, Ze symbol ¢ nebyl dosud v teorii pouzit).
Ptiklad: Protoze v teorii piirozenych cisel plati
|- 3x [x =S(0)], (kde S je interpretovan jako funkce néslednik)
[=x=S(0) Ay =58(0) o x=y,
1ze definovat konstantu 1 novym axiémem
|- 1 =S(0).
3. Korektnost systéemové definice nového funkcéniho symbolu.
Plati-1i soucasné (tj. 1ze-1i v teorii odvodit)
=3y ACc1x2,0-%n, 1)
- A(X1,XD,....X0, Z) A A(X],X2,....Xp, £) D Z=t,
pak lze v této teorii definovat funkéni symbol f (pfedpokladame, Ze symbol f nebyl
dosud v teorii pouzit) novym axidmem ve tvaru
-y =1f(x1,%2,....xn) = A(X1,X2,....Xp, V).
Priklad: Protoze v teorii pfirozenych ¢isel plati
=3y [y =xx],
Fz=xxAt=xxDz=t,
lze v této teorii zavést funkéni symbol sqr novym axiomem
-y=sqr(x) = y=x.x.
4. Korektnost systémové definice nového predikdatového symbolu.
Novy predikatovy symbol p (v teorii dosud nepouzivany) lze zavést novym axiomem
ve tvaru
- p(x1.X2,....Xn) = A(X],X2,....Xp)
Ptiklad: V teorii usporddani mtizeme definovat novy predikatovy symbol < axidmem
tvaru
- x<y=x<y v x=y
5. Obecné podminky korektnosti definice.

. Definovany symbol obsazeny v definiendu (levé Casti definice) je symbol, ktery se
dosud v systému nevyskytoval.
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. Definiens (prava cast definice) obsahuje jen diive definované symboly. Vyjimkou
jsou rekurentni definice.

.V definiendu se kazda proménna vyskytuje jen jednou.

. Kazda volna proménna vyskytujici se v jedné ¢asti definice se musi vyskytovat i v
druhé ¢asti (podminka homogenity).
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4.2. Vlastnosti a vyznam formalnich teorii — Gédelovy vysledky

Uvod.

David Hilbert (1862-1943) byl vynikajici némecky matematik, predstavitel formalistické
Skoly, ktera povazovala matematiku za jakousi ’hru se symboly”, kterd ma sva pravidla,
jako napf. hra v Sachy. Abychom to ilustrovali, zavedeme jednoduchy systém S:
Konstanty: &, %
Predikaty: ¢ &
Axiomy systtmu S: (1) Vx (ex D Ax)
dx AxD &%
AV
Inferenc¢ni pravidla: MP (modus ponens), EV (eliminace vSeobecného kv.), Z3
(zavedeni existencniho kv.)
Teorém: & &

Ditikaz: AY (axiom 3)
dx ax (Z3)
*sn (axiom 2 a MP)
& DO A% (axiom 1 a EV)
A% (MP)

Symboly a cely systém S jsou zcela bez jakéhokoli vyznamu. Axiomy nejsou

‘pravdivé’, jsou to jakasi “implicitni pravidla” pro praci se symboly. Podle ("pre-

hilbertovskych”) formalist je celd matematika takovato hra se symboly, jenom

trochu vice komplikovana a rafinovang;si.
Jiz Gottlob Frege (1884) napadl toto formalistické pojeti. Nemuzeme zde opakovat
vSechny jeho argumenty, uvedeme jen jeden: Hra v Sachy nebo nas systém S mohou byt jen
hry bez jakéhokoli vyznamu ¢i pravdivosti. AvSak meta-teorie her mize byt smysluplna
matematika. Napf. to, Ze vySe uvedeny dikaz se sklada z péti kroka, nebo to, ze kral a dva
sttelci stejné barvy nemohou vynutit mat, jsou smyslupiné, objektivné pravdivé meta-
teorémy.)

Hilbert si v§iml, ze paradoxy a konceptudlni problémy matematiky jsou vzdy spojeny
s usuzovanim zahrnujicim nekonecno. Jelikoz se vSak veSkera naSe zkuSenost opira pouze
o konec¢né objekty, musime v “nekonecné klasické matematice” pracovat tak, ze ji
rozdélime na bezproblémovou konecnou cast, pridame jakési “idealni prvky”, které
”ukazuji na nekonecno” a vSe ud¢€lame tak, abychom mohli s takovym systémem pracovat
finitnimi prostfedky s plnou diivérou, ze se nemohou objevit paradoxy. “Idedlni nekonecné
prvky” nemizeme samoziejmé pridavat libovolné. Absolutné nutnou podminkou je to, ze
pridanim nevznikne nekonzistence. Jako ptiklad uvedeme analogii. Mé&me dvé teorie T
(tepla) a S (svétla), o kterych vime, Ze jsou obé pravdivé (o teple resp. o svétle”). Tedy 1
jejich konjunktivni spojeni, teorie T a S bude pravdiva. OvSem jsou-li T a S “dobré
nastroje”, to znamena konzistentni teorie, nezarucuje to jesté, Ze i1 jejich spojeni bude
dobrym nastrojem, nebot’ néktera tvrzeni si mohou protifecit (co plati o teple, nemusi platit
o svétle a obracené). Tedy Hilbert chtél dokézat, ze jednotlivé ¢asti nekonecné matematiky
mohou byt pfidany ke kone¢né matematice tak, aby nevznikla zadna nekonzistence. Navic,
takové dikazy chtél obdrzet bez ohledu na logické vyplyvani, pravdivost, séemantiku,
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pouhou manipulaci se symboly, jejichz kone¢na struktura je jasna, prehlednd a
rozpoznatelna.

Existuje mnoho zpiisobtl, jak dokdzat konzistenci. Jednoduchym zplisobem je napf.
nalezeni modelu. Chceme-li napf. dokédzat konzistenci transfinitni teorie mnoZin,
nemuzeme pouzit tuto teorii k diikazu jeji vlastni konzistence. Nemtizeme rovnéz nijak
demonstrovat, ze existuji (aktudln¢) nekone¢né mnoziny, které jsou touto teorii korektné
popsany. Pii1 kazdé takovéto demonstraci bychom vzdy pouzili jen konecny pocet objekt,
1 kdybychom mohli jit pokazdé o krok dal” a to ”’potencialné nekonecné daleko”. AvSak
jelikoz je (syntakticky) diikaz pouze posloupnost symboli manipulovand podle urcitych
pravidel, stacilo by ukézat, ze zadna takovato posloupnost symboll nevyusti napi. ve vyraz
”0=1"nebo "0 # ®”.

Hilbertiiv program byl velice ambiciéozni a mél mnoho cild: Predevsim, celéd
klasickd matematika (ktera byla az do t¢ doby smésici formalnich a neformdlnich pfistupit)
musi byt disledné zformalizovana. (Cast prace v tomto duchu odvedli jiz Whitehead
s Russellem v Principa Mathematica (1910).) Dale, je nutno pifesn¢ definovat pojem
‘finitni metody’. Nakonec pak budou tyto finitni metody aplikovany na zformalizované
verze klasické matematiky tak, ze ukdzi jasné a piehledné jednotlivé vlastnosti a vztahy a
co predevsim, dokézi jejich konzistenci. Mnoho vynikajicich matematikti a filosofa 20.
stoleti (napi. Ackermann, Bernays, von Neumann, atd.) pracovalo na tomto programu. To,
ze Godelovy véty o neuplnosti dokazaly nemoznost jeho realizace (v plné §ifi), je dnes
vSeobecné zndmo. AvSak nékteré vedlejsi produkty” programu (napt. axiomatizace, teorie
modeld, teorie rekursivnich funkci, teorie algoritmii a vypocetnich metod, atd.) pfinesly
cenné vysledky a vyznamné obohatily moderni matematiku.

Poznamky:

1. Studiem vlastnosti formalnich teorii se zabyva véda zvand metamatematika.
Metamatematika je neformalni teorie formalnich teorii. Skutecnost, ze odvozovani v
metamatematice je neformalni (intuitivni) - a jiné byt nemlze - je vyvadzZena tim, Ze
metamatematika pouziva jen finitnich (konecnych) postuptl, jejichz korektnost je
bezprostiedné evidentni. Neni napt. dovoleno pracovat s aktudlnim nekonecnem (s
nekonecnymi mnoZinami), tak jak je to v klasické matematice bézné.

2. Veskeré finitni prostfedky metamatematiky mohou byt reprezentovany pomoci
aritmetiky pfirozenych cisel (poznamenejme, ze aritmetika piirozenych Cisel pracuje
pouze s tzv. potencialnim nekonecnem ve smyslu: ke kazdému pfirozenému cislu
existuje naslednik). Pomoci tzv. godelizace 1ze ptiradit kazdé formuli formalni teorie
piirozené Cislo a odvozovani jednéch formuli z jinych formuli je pak pievedeno na
vypocet jistych aritmetickych funkci (rekurzivnich funkci).

Cilem této kapitoly je podat ptfehledné, mirné¢ popularné, avSak presné¢ Godelovy
prevratné vysledky. Jelikoz jsou tyto vysledky chapany Casto chybné¢, nékdy az mysticky”
a pritom ptivodni Godelovy formulace a ditkazy jsou technicky ponc€kud obtizné, a tedy
v ramci tohoto struéného ucebniho textu nereprodukovatelné, podame vyklad z pohledu
dnesni matematické logiky a pfitom vyuzijeme z velké ¢asti velice zdafilého ¢lanku Petra
Hajka (1996).

Pro tplnost zopakujeme nyni nékteré pojmy, se kterymi jsme se jiz setkali v pribéhu
vykladu. V matematické logice pracujeme s vyroky (neboli sentencemi) chapanymi jako
piesné definované matematické objekty. Definujeme, co to znamend, ze néjaky vyrok a je
dokazatelny (z n¢jaké mnoziny vyrokll) a ze né&jaky vyrok je pravdivy (pfi n¢jaké
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interpretaci jeho slozek, tj. v néjakém modelu). Pojmy dokazatelnosti a pravdivosti jsou
dva zékladni pojmy matematické logiky. Otazka, v jakém jsou tyto pojmy vztahu, tedy

Jsou dokazatelné presné ty vyroky, které jsou pravdivé?

je jednou z centralnich otdzek matematické logiky. Aby méla tato otazka smysl, musi byt
piesn¢ definovdno, co je to vyrok, pravdivost, dokazatelnost, a to lze ud¢lat riiznymi
zpusoby — v zavislosti na expresivni sile logického systému. Jelikoz je predikatovy pocet 1.
fadu jednim ze zakladnich logickych kalkuli, nas vyklad byl soustfedén na tento systém.

Tedy v PL': uzaviené formule jsou vyroky.

Znovu zdliraznéme, zZe nema smysl fict, ze vyrok a je pravdivy (¢i nepravdivy), nebot’ bez

interpretace jeho specialnich (funk¢nich a predikatovych) symbold nema vyrok o ”smysl™.
Tedy vyrok o muze byt pravdivy v interpretacni struktute I — v modelu vyroku a,
nepravdivy ve struktute Io.
Formule je tautologie (logicky pravdiva), je-1i pravdiva v kazdé interpretacni struktuie
(pti1 kazdé interpretaci).
Vyrok ¢ je dokazatelny z vyrokt (axiomu) au,...,0n, (znaéime ou,...,0n |- @), je-li
poslednim krokem ditkazu, coz je posloupnost formuli takova, Ze kazdy krok této
posloupnosti je bud’ néktery z axiomit au,...,an, nebo vznikl z ptedchozich kroku
(formuli) aplikaci nékterého z odvozovacich pravidel daného systému.
Ma-1i byt kalkul ’smysluplny”, musi byt dikaz korektni (sémanticky bezesporny), tj.
”zachovavat pravdivost”: Jestlize aui,...,an |- @, pak ai,...,an |= @, tedy vyrok ¢ je
pravdivy v kazdém modelu mnoziny {a.i,...,0n}.
Proto, jestlize chceme dokazovat tautologie, musi byt vSechny (tzv. logické) axiomy
daného kalkulu tautologie; pak tyto logické axidmy (jako pfedpoklady dikazu)
nevyznacujeme: Jestlize |- ¢, pak |= ¢.

V 1. 1928 publikovali Hilbert a Ackermann praci Grundlaziige der theoretischen Logik.
V ni dospéli k formulaci korektniho logického kalkulu predikatového poctu 1. fadu s
logickymi axiémy a pravidly jen mirn¢ odliSnymi od téch, které jsme uvedli v kapitole 3.4.
(tedy 5 axiomu a 2 pravidla: modus ponens a generalizace) a polozili zakladni otdzku —
problém uplnosti takto definovaného logického kalkulu:

Jsou dokazatelné v§echny tautologie PL'?

Obsah disertace Kurta Godela (publikované v r. 1930) davé positivni odpoveéd’ na tuto
otazku:

Véta 4.2.1. /Godelova véta o uplnosti PL!/:

Predikatovy pocet 1. fadu (s axiomy a pravidly uvedenymi v 3.4.1 nebo jinymi korektnimi
a vhodnymi) je uplny logicky kalkul, tj. dokazatelné jsou v ném pravé vSechny tautologie
PL!. Dokazatelnost je v PL! ekvivalentni logické pravdivosti: |= ¢ pravé kdyZz |- ¢.

Vétu lze jeste zesilit:

Silna Gédelova véta o tiplnosti PL': Vyrok ¢ je v kalkulu PL! dokazatelny ze specialnich
axiomi a,...,an dané teorie (tedy nejen z logickych axiomu — tautologii) praveé kdyz ¢ z
téchto axiomu logicky vyplyva (je pravdivy v kazdém modelu teorie):

OllyeeesOn |- @, pravé kdyz aui,...,on |= Q.
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Diikaz zde nemtizeme podrobné probrat (svou technickou naro¢nosti je mimo
ramec tohoto uc¢ebniho textu), proto jej pouze nazna¢ime. Poznamenejme, ze dnes je bézny
jiny diikaz nez ten, ktery podal Gddel ve své disertaci. Zakladni mySlenka je vSak stejna
v originalnim diikkaze 1 v dikazech pozd¢jSich. K jejimu vysloveni potiebujeme jeste
nekolik novych pojmt a vét:

Definice 4.2.1:

Teorie T je (syntakticky) bezesporna (konzistentni), jestlize pro zadnou uzavienou
formuli A jazyka teorie neplati soucasné |- A i |- —A, tj. formule A a —=A nemohou byt
soucasn¢ dokazatelné (dokazatelna je nejvyse jedna z téchto formuli).

Poznamky 4.2.1:

1. Pozadavek uzavienosti formule ma nasledujici vyznam. Uzaviend formule (bez
volnych pfedmétovych proménnych) vypovida pouze o vlastnostech objekti
representovanych primitivnimi pojmy teorie, kdezto oteviena formule (s aspon jednou
volnou pfedmétovou proménnou) vypovida i o vlastnostech konkrétnich predmétt. Tak
napf. uzaviena formule VxVy [x+y = y+x] vypovidd pouze o vlastnostech funkci
representovanych primitivnimi symboly "+" a "=", kdezto oteviena formule x+y = 6
vypovidd i1 o vlastnostech pfedmétti x,y (definuje konkrétni mnozinu dvojic (x,y)
spliujici dany vztah). Formule x+y = 6 a —(x+y = 6) definuji riizné mnoZziny dvojic.

2. Bezespornost teorie nelze zaménovat se zédkonem sporu. Zakon sporu, tj. formule
—(AA—A) je soulasti teorie, kdezto bezespornost je vlastnost teorie. Ve sporné teorii,
jak hned ukdzeme, 1ze dokazat kazdou formuli a tedy specialn¢ i zadkon sporu. Na druhé
stran¢ 1ze konstruovat bezesporné teorie ve kterych zakon sporu neplati.

Véta 4.2.2:
Teorie je bezesporna pravé tehdy, existuje-li aspon jedna formule, kterou nelze z
teorie odvodit (tj. ktera do teorie nepatii).

Diikaz:

1. Je-li teorie bezespornd, pak v ni nelze soucasné odvodit formule A, —A. Tedy existuje
aspon jedna formule, kterou nelze v teorii odvodit.

2. Je-li teorie sporna, pak v ni Ize odvodit formule A, —A. Vzhledem k zdkonu vyrokové
logiky A o (—A o B), neboli A,—A |- B, lze pak v teorii odvodit libovolnou formuli B.

Poznamka 4.2.2:
Sporna teorie je naprosto jalova, bezespornost teorie je samoziejmym pozadavkem.
Bezespornost teorie je tedy velmi slaba vlastnost.

Definice 4.2.2:
Axiom Aj je nezavisly na axiomech
Al AL A A (%)

jestlize Aj nelze na zaklad¢ t€chto axidomui dokazat.
Systém axiomit A1,A),...,Ap, je nezavisly, jestlize kazdy z nich je nezavisly na
zbytku ostatnich.
Véta 4.2.3:
Ke kazdému konenému systému axiomil existuje nezavisly systém axiomi
ekvivalentni s piivodnim systémem.
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Diikaz:

Vylou€enim zavislého axiomu ze systému axioma vznikne ekvivalentni systém.
Vzhledem ke kone¢nému poctu axiomi musi byt proces eliminace zavislych axiémi po
kone¢ném poctu krokti ukoncen.

Véta 4.2.4:
Axi0m Aj je nezavisly na axiomech (*) prave tehdy, je-li teorie
Al uAi1,ALA AR (%)

bezesporna.
Diikaz:
1. Je-li teorie (**) spornd, pak lze z (**) odvodit jakoukoliv formuli a tedy i1 A;j. Plati-li

vSak

AN AAL AAAA ALA AR DA
pak plati také

AInANALT ANAHFIN A AR DA
coz vyplyvé ze zakona vyrokové logiky (P A =Q AR 2 Q) o (P A R 2 Q). Je-li tedy
teorie (**) spornd, pak axidm Aj je zavisly na axidmech ().
2. Je-li axidm Aj zavisly na axiomech (*), pak Ize z (**) odvodit Aj 1 —A; a teorie (*x*) je
sporna.

Priklady 4.2.1:

Uvazujme teorii hustého linedrniho uspotfddéani zleva i zprava neomezené mnoziny,
tj. teorii danou axiomy V1-V6 (piiklad 4.1.1). Zde napf. plati:

. Axiém V4 je nezdvisly na zbylych axidémech. Nahradime-li axiom V4 jeho negaci, tj.
formuli —Vx3y [x<y], vznikne bezesporna teorie. Jejim modelem mize napt. byt
ptirozené uspotradani redlnych ¢isel z intervalu (-o0, a>, kde a je né¢jaké redlné Cislo.

. Podobné axiém VS5 je nezavisly na zbylych axiomech.

. Podobné¢ axiom V6 je nezavisly na zbylych axidémech. Nahradime-li jej jeho negaci,
vznikne bezesporna teorie jejiz modelem muiize byt napf. pfirozené uspoiadani celych
Cisel.

Definice 4.2.3:

Teorie T je uplna, jestlize pro kazdou uzavienou formuli A jazyka teorie plati bud’ |-
A nebo |- —A, tj. ze dvou formuli A, —A je vzdy aspon jedna dokazatelna.

Je-1i teorie T navic bezespornd (coz zpravidla mlcky predpokladame), pak ze dvou
formuli A, —A této teorie je vZdy dokazatelnd prave jedna.

Poznamky 4.2.4:

1. POZOR: Pravé definovanou tuplnost teorie /definice 4.2.3/ nelze zaménovat se
(sémantickou) uplnosti logického kalkulu zavedenou v kapitoldch 2. a 3. a
formulovanou v Godelovych vétach o tplnosti!

2. O pozadavku uzavienosti formule viz poznamku k definici 4.2.1.
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3. Uplnost teorie nelze zamétiovat se zdkonem vylougeného tetiho. Zakon vylouteného
tretiho, tj. formule A v —A je soucasti teorie, kdezto uplnost je vlastnost teorie. Zakon
vylouceného tietiho je jakozto tautologie dokazatelny i v neuplnych teoriich.

4. 'V netplné teorii existuji dobie formulované otazky (reprezentované formulemi jazyka
teorie), na které teorie neddva odpoved’ (formuli ani jeji negaci nelze dokézat). V
uplné teorii existuje odpoveéd’ na kazdou smysluplnou otazku (tj. pro kazdou formuli
jazyka teorie plati, ze je dokazatelna tato formule nebo jeji negace).

5. Uplnost teorie neni Zzadouci, chceme-li studovat obecné rysy nékterych pojmd, které
se v riznych predmétnych oblastech projevuji znacné odlisné (napi. spole¢né rysy
pojmu uspotadani, které¢ je n€kdy uplné jindy neuplné, nékdy se tykd konecnych
mnozin, jindy nekonecnych, nékdy je husté, jindy neni, atd.). Chceme-li vSak
vyCerpavajicim zpisobem popsat urcitou jedineCnou piedmétnou oblast (napf.
aritmetiku pfirozenych nebo redlnych cisel), pak je naopak idedlem uplna teorie.
Bohuzel Godelovy véty o neuplnosti (viz dale) dokazuji, Zze tento ideal nelze
v ptipad¢ aritmetiky naplnit.

Piiklady 4.2.2:

. Uplnymi teoriemi jsou napt.:

. Teorie uspotadani V1-V6 /viz ptiklad 4.1.1/

. Netplnymi teoriemi jsou napf.:

. Teorie uspotadani V1-Vk, kde k=2,3,4,5

. Teorie V1-V3 je neuplna. Lze nalézt dva modely takové, Ze v jednom plati axiom V4
/napft. piirozené usporadani celych Cisel/ a v druhém jeho negace /napt. ptirozené
uspotadani vSech zapornych celych Cisel/.

. Teorie V1-V4 je neuplna. Lze nalézt dva modely takové, Ze v jednom plati axiom V5
/napft. piirozené usporadani celych Cisel/ a v druhém jeho negace /napt. ptirozené
uspotadani vSech ptirozenych Cisel/.

. Teorie V1-VS5 je neuplna. Lze nalézt dva modely takové, Ze v jednom plati axiom V6
/napft. piirozené uspotfadani raciondlnich cisel/ a v druhém jeho negace /napf.
prirozené uspotadani vsech celych Cisel/.

Véta 4.2.5:
Kazda bezesporna teorie T ma alespon jeden model.

Naznak dikazu silné véty o uplnosti (viz 4.2.1):

Z véty 4.2.5 jiz lehce plyne silné véta o uplnosti: Kdyz teorie T nedokazuje néjakou
formuli ¢ (¢ je uzaviend), pak teorie T U {—@} je bezesporna a tedy ma model M. To je
vSak model teorie T, ve kterém neni pravdiva formule ¢. ”Zformalizujeme-li” tuto uvahu,
je dikaz zteymy: Jestlize neni pravda, ze T |- ¢, pak neni pravda, ze T |= ¢, coz je
ekvivalentni s: Jestlize T |= @, pak T |- .

Naznak diukazu véty 4.2.5: Potiebujeme jesté pojem Henkinovské uplnosti:
Teorie T je Henkinovska, jestlize pro kazdou uzavienou formuli tvaru Jx ¢@(x) existuje
konstanta ¢ takova, ze T dokazuje formuli 3x @(x) D ¢(c).
(Ptfipomenme, Ze tato formule pochopitelné neni tautologie — srovnej se Skolemizaci, kap.
3.2.1. Konstanta ¢ se nazyva svedek pro formuli ¢(x).)

Lze ukézat, ze ke kazdé bezesporné teorii T existuje silnéjsi (ve smyslu definice
4.1.2) bezesporna T’, ktera je Henkinovska a uplna. K teorii T’ se uz snadno sestroji
model. Za mnozinu M (universum — srovnej s Herbrandovym universem) vezmeme
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mnozinu vSech konstant této teorie. Pfedpokladejme pro jednoduchost, ze T ma jediny
binarni predikat P. Jeho interpretaci bude relace R < M x M takova, ze <c,d> € R pravé
kdyz T* dokazuje formuli P(c,d). Tim mame strukturu <M, R>, ktera je modelem T°, a tedy
1 teorie T. (K ovéteni skutecnosti, Ze tato struktura je modelem T’ je ovSem nutny fakt, ze
T’ je Henkinovsky uplna.)

Hilbert ocekaval vétu o uplnosti. Gédeltv vysledek z r. 1930 byl velmi cenny,
ale nebyl vlastné prekvapenim. Hilbert vSak ocekaval ve svém programu formalizace
aritmetiky” jesté daleko vice. PredevSim ocekdval, Ze se podaii ukazat, Zze predikatovy
pocet 1. fadu je rozhodnutelny v tom smyslu, ze se podaii najit algoritmus, ktery o kazdé
formuli rozhodne (tedy v kone¢ném poctu krokli odpovi ano ¢i ne na otazku), zda je dana
formule tautologie. Dale ocCekaval, ze se podafi nalézt ptirozenou” uplnou teorii, ktera
bude plné¢ charakterizovat aritmetiku, tedy bude dokazovat vSechny pravdivé vyroky o
prirozenych ¢islech. Godelovy véty o neuplnosti (publikované v roce 1931) ukazuji, ze tato
ocekavani jsou nesplnitelnd. A to byl ve své dobé zcela necekany vysledek, ktery zménil
zasadnim zpiisobem ’tvai moderni matematické logiky”. Abychom tyto neformalni ivahy
formulovali pfesné, potfebujeme jesté nekolik definic:

Definice 4.2.4:

Teorie je rozhodnutelna, jestlize existuje algoritmus, ktery o kazdé formuli ¢ jazyka
teorie rozhodne (v konecném poctu krokl), zda ¢ je platnym vyrokem teorie T
(dokazatelnou formuli v T — patiici do teorie) ¢i nikoliv.

Pozn.: Zde ptedpokladame, Ze pojem algoritmu je dostatecné presné urcen (napi. pomoci
Turingova stroje).

Piiklady 4.2.3:
. Rozhodnutelnymi teoriemi jsou napt.:
Vyrokova logika
Teorie uspotadani V1-V6
. Nerozhodnutelnymi teoriemi jsou napf. (jak za chvili ukazeme):
Predikatova logika
Formalni aritmetika

Nyni budeme zkoumat teorie, které¢ maji za svlij model nasledujici strukturu N, ktera
je jednou ze zdkladnich matematickych struktur. Tedy ted’ nebudeme hledat spolecné rysy
v riznych ’situacich”, ale budeme se snazit pln¢ charakterizovat — axiomatizovat jednu
predmétnou oblast, tj. mnozinu pfirozenych cCisel spolu s piirozenymi operacemi scitani,
nasobeni a relaci uspotfadani. (Funkce, relace, atd. na mnoziné piirozenych ¢isel budeme
znacit tucn¢, abychom je odlisili od piislusnych symbola jazyka teorie, kterym jsou tyto
funkce, relace, atd. pfifazeny v zamyslené interpretaci.)

N =<N,0,S,+,.,==>

kde N bude universum diskursu — mnozina piirozenych cisel 0, 1, 2, ...
0 je c¢islo nula
S jeunarni funkce z N do N — operace ndslednik
+ je binadrni funkce s¢itani ptirozenych Cisel
je binarni funkce nésobeni piirozenych Cisel
= je bindrni relace rovnosti
< je binarni relace ”mensi nebo roven”
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Abychom mohli tuto strukturu popisovat jazykem teorie PL!, musi tento jazyk obsahovat
symboly odpovidajici vyse uvedenym funkcim a relacim. Budeme je pro piehlednost znacit
stejné, jen ne tucng.

Nyni nas nebudou zajimat tautologie, tj. vyroky pravdivé v kazdé interpretaci naseho
jazyka, ale vyroky pravdivé v jedné standardni interpretaci, tj. ve struktuie N pfirozenych
¢isel. Budeme studovat teorie, které maji N za svlij model a umoznuji dokazat (pokud
mozno vSechny “rozumné”) vyroky o ptirozenych Cislech. Tedy nyni se zaméry a postup
axiomatizace ponckud lisi napt. od ptipadu axiomatickych algebraickych teorii. Nebudeme
hledat spole¢né rysy raznych “situaci”, ale budeme zkoumat jednu situaci” — aritmetiku
prirozenych ¢isel. V takovém piipadé postupujeme tak, ze si vSimame toho, jak provadime
jednotlivé dikazy neformdlné, ¢i intuitivné, piedevsim pak toho, kterou minimalni
mnozinu piedpokladli potfebujeme nutné a vzdy. Tyto spolecné piedpoklady pak
formulujeme jako mnozinu (specidlnich) axiomti. Uvedeme jako ptiklad dvé takové teorie,
a to Robinsonovu aritmetiku Q a Peanovu aritmetiku PA.

Priklad 4.2.4 / Robinsonova aritmetika Q a Peanova aritmetika PA /:

Robinsonova aritmetika je teorie o nasledujicich sedmi axidmech ( které jsou generalni
uzaveéry nasledujicich formuli):

Q —Sx)=0 neboli S(x) # 0
Q Sx)=S(»ox=y

Q x+0=x

Qs x+S()=Skx+y)

Qs x.0=0

Qs x.S()=@x.y) +x
Q7 x<Ly=3z(z+x=y)

Tyto axidomy popisuji zakladni vlastnosti aritmetickych operaci. Pfidame-li k nim
schéma axiomii indukce (Ind), dostaneme Peanovu aritmetiku PA:

Ind  {0(0) A Vx [0(x) D (S(X))]} 2 Vx ¢(x)
Pozn.: VSimnéme si, Ze Q je kone¢né axiomatizovana teorie (ma konecny pocet axiomu),
PA vsak ne, nebot” jsme ptidali schéma axiomi indukce.

Ziejme jsou vSechny axiomy teorie PA (a tedy 1 Q) pravdivé ve struktuie N. Tedy je
tato struktura modelem obou teorii. Rikdme mu standardni model aritmetiky. Kazdé
piirozené Cislo n € N ma své ”jméno” v jazyce aritmetiky, totiz term S(S...(S(0)...))
oznacovany jako n a zvany n-ty numeral. Tedy napt. Cislo 1 je pfifazeno termu S(0), ¢islo 2
termu S(S(0)), atd. Teorie Q je dosti slaba, PA je hodné silnad a dokazuje spoustu znamych
tvrzeni o ptirozenych Cislech.

Nékteré jednoduché véty a jejich diikazy (metodou pfirozené dedukce)
Ukazme si dvé jednoduchd pouziti axiomu indukce.

- Vx (0+x=x)
Nejprve ozna¢ime ¢(x) formuli 0 +x = x.
Necht 0 +x = x. Pak S(0 + x) = S(x) /Def. 3.4.2 ax. R2/
S(0+x) =0+ S(x) axiom Q4
0+ S(x) = S(x) /transitivita a komutativita identity/

Vx[(0+x=x)D0+Skx)=Sx)] ZI,ZV
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Tedy jsme v Q dokézali vyrok Vx [@(x) D @o(S(x))]

Vyrok ¢(0), tj. 0 + 0 = 0, je snadno dokazatelny dle axiomu Qs.
V axiomu Ind mame tedy dokazatelné ob¢ premisy.

To znamena, ze PA |- Vx (0 + x = Xx)

To neni trivialni vysledek, protoze zatim nevime, zda z axiomi Robinsonovy nebo
Peanovy aritmetiky plyne komutativita s¢itani. DokdZeme nyni asociativitu s¢itani.

FVY@xy2) [ty tx=z+(+x)]
Oznacime ¢(x,y,z) formuli (z + y) +x =z + (y + x).
Necht y a z jsou dédna. Axiom Q3 dava ¢(0,y,z).
Necht dale x je ddno a necht’ (z +y) +x =z + (y + x).
Pak S((z + y) +x)=S(z + (y + x)).
Uzijeme axiom Q4 jednou na levou stranu a dvakrat na pravou stranu:
S(z +y) +x)=(z +y) +S(x)
S+ +x)=z+S(y+x)=z+(+Skx)
Dohromady: (z + y) + S(x) =z + (y + S(x))
Overili jsme, ze Vx ( 9(x,1,2) D ¢(S(x),1,2) ).
Tedy dle axiomu Ind mame Vx ¢@(x,y,z).
Protoze ¢isla y a z byla libovolna, mame V(x,y,z) ¢(x,),z).

Nasledujici teorémy — vlastnosti aritmetickych operaci jsou dokazatelné¢ v PA
(teorémy jsou generalni uzavery formuli):

z+ty)+tx=z+ (@ +x) z.y)ex=z.(y.x)
0+x=x z.(yt+x)=z.y+z.x

S(v) +x=S(y +x) —(x=S(x))

ytx=x-+ty ytx=z+x>Dy=z
0.x=0 x+y=0)>x=0Ay=0)
SG).x=y.x+x x.y=0>x=0vy=0)
V.X=X.Yy Ju(u+tx=yvu+y=x)

Dale uvedeme explicitni definice nékterych neprimitivnich (odvozenych, slozenych)
pojmi pomoci pojmil primitivnich.

Predikatové symboly:
o X2y Sdf—(x=y) binarni predik. symbol
X<y <df 3z [x+ S(z) =y] binarni predik. symbol
. XY ESdf y<x binarni predik. symbol
X<Y<z &df ¥y AYy<z terndrni predik. symbol (< (x,»,z) )
. xpeqdr Az [y =2zx] binarni predik. symbol ("x déli y")
sd(x,y,z) <df xy A x|z ternarni predik.symbol

("x je spolecnym d¢litelem y,z")
o prv(x) &dr (>1) A =3y [y#=] A y=x A ylx]
unarni predik. symbol
("x je prvocislo")
Funk¢ni symboly:
I'=df S(0), 2 =4f S(5(0)), 3 =df S(S(S(0))), ...
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nularni funkéni symboly (pfedmétové konstanty)
. y=x2 Sdf y=xx unarni funkéni symbol (druhd mocnina)
. Y= x3 Sdf Jz[z= x2 A y=2zX] unarni funkéni symbol (tfeti mocnina)
. x=nsd(y,z) ©4f sd(x,y,z) A Vt [sd(ty,z) Dt < x]
binarni funkéni symbol ("x je nejv. spolecny délitel Cisel y,z")

Vlastnosti relace < (opét generalni uzavery):
X<YyAy<zDx<z
X<yvx=yvy<x
—(x <x)

Vztah relaci < a <k sobé& navzdjem a k operacim:
x<y=x<yvx=y
x<yoDx+tz<y+tz
x<S(y)=x<yvx=y
x<ynz#0>x.z<y.z

Neéktere dalsi teoréemy aritmetiky prirozenych cisel:
e |-x20 o 3q3ar [y =x.qtr A 1<x]
existence celoc¢iselného podilu a zbytku
« Fy=Exqifrp Arp<x Ay =xqtr] A<y Dq=qQ AT
jednoznacnost celociselného podilu a zbytku
o Fx20>319@ 10y =x.qtr A r<x]
existence a jednoznacnost celo¢iselného podilu a zbytku
o |- Y3y bPx A prv(y)]
Euklidova véta: ke kazdému cislu exist. prvocislo, které je vétsi nez
dané ¢islo = prvocisel je nekone¢né mnoho.

« 1225 =(@xy,2) [(S))T + (S() = (S(2))7]
Fermatova véta — byla dokdzana.

V PA tedy lze dokdzat, ze operace s pfirozenymi Cisly maji ocekévané vlastnosti:
sCitani a nasobeni jsou asociativni a komutativni operace, ndsobeni je distributivni viici
s¢itani, relace < a < jsou skutecné neostré a ostré usporadani, nula je nejmensi piirozené
¢islo, nejvetsi prirozené Cislo neexistuje, Cislo S(x) je vzdy nejmensi mezi Cisly vét§imi nez
x, atd.

Teorie Q je dosti slaba, nebot” pii dikazu mnohych vSeobecnych aritmetickych
tvrzeni potfebujeme pravé axiomy indukce. PA je jiz hodné¢ silna teorie a dokazuje spoustu
znamych tvrzeni o pfirozenych ¢islech. PA vSak neni Gplna teorie: Existuje vyrok ¢, ktery
je pravdivy v N, avSak neni dokazatelny v PA (a pochopitelné ani —¢ neni dokazatelny
v PA, nebot’ —¢ neni pravdivy v N a PA je korektni).

Jesté jednou shrneme: Co to znamend, Ze teorie T je neuplna? Jelikoz je kazda
formule ¢ v dané zamyslené interpretaci (v nasem piipad¢ N) pravdiva ¢i nepravdiva, prali
bychom si, aby nase teorie dokazovala jednu z ¢ ¢i —¢ (tu pravdivou — T je korektni). Tedy
nelplna teorie ”dokazuje malo”. Na druhé strané mize “mit ptili§ mnoho modelt’” v tom
smyslu, Ze dokazuje formule takové, které jsou sice pravdivé v N, ale jsou pravdivé i
v jinych interpretacich naSich axiomt, tfeba i zna¢né odliSnych od té zamyslené (tedy
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neizomorfnich s N), nebot’ dle véty o Uplnosti kalkulu musi dokazovat vSechny formule
vyplyvajici z axiomi. Tedy mnozina axiomil je nedostate¢na, slaba. Mohli bychom fict:
Dobr4, tak néjaké axiomy (konzistentné) piidame tak, abychom charakterizovali pfirozena
¢isla uplné, vycCerpavajicim zpisobem. To by sice bylo mozné, ovSem pak bychom
nedosahli toho, aby teorie byla “rozumnd” v tom smyslu, Ze vzdy pozname, zda dana
formule je ¢i neni axiomem (rekurzivné axiomatizovana teorie). Nasledujici véta ukazuje,
ze v pripad¢ aritmetiky nelze splnit oba pozadavky — Gplnost a rekurzivitu. Neuplnost neni
specielni vlastnost teorie PA.

Definice 4.2.5:

Teorie je rekurzivné axiomatizovand, jestlize existuje algoritmus, ktery o kazdé
formuli ¢ jazyka teorie rozhodne (v kone¢ném poctu krokii), zda ¢ je ¢i neni axiomem
teorie.

Véta 4.2.6 /Prvni Godelova véta o neuplnosti/:

Necht' T je teorie, obsahujici Q (1. jazyk teorie T obsahuje jazyk aritmetiky a T
dokazuje vSechny axiomy teorie Q). Necht' T je rekurzivné axiomatizovand a necht’ N je
jejim modelem. Pak T je neuplna teorie.

Pozn.: Podle pozdéjSich vysledkti 1ze predpoklad, ze N je modelem teorie T nahradit
slabsim predpokladem, ze T je bezesporna (Rosserova véta).

Upftesnili jsme tedy, co je to pfirozena” nebo “rozumna” teorie, v niz by byly
dokazatelné vSechny pravdivé vyroky o pfirozenych ¢islech. Rozumna je jisté jen takova
teorie, kterd je bezesporna (jinak bychom v ni dokazali vSe). A k pfirozenosti zajisté patii
to, ze jsme schopni rozpoznat, zda dana formule je ¢i neni axiomem, tedy ze je rekurzivné
axiomatizovatelnd, jinak bychom v t¢ teorii nemohli dokazovat nic. Ale Zadna takova
teorie neexistuje podle véty 4.2.6.

V dalsim naznacime jednotlivé kroky diikazu Gédelovy véty o netiplnosti. Predevsim
poznamenejme, ze Godeltiv dikaz byl inspirovan znamym Epimenidovym paradoxem
lhate: Véta, ktera fika ’ja jsem nepravdiva”, neni ani pravdiva ani nepravdiva. Nema totiz
vibec zadny smysl (stejné¢ jako véta ’ja jsem pravdivd”). OvSem zatimco Epimenidovu
”vétu” nelze v jazyce aritmetiky vibec zapsat, v Godelové dikazu neni vibec zadny
paradox a formule g, kterou nalezl Gddel, je dobfe utvotena, 1ze ji zapsat a ukazat o ni, Ze
je pravdiva v N, ale nedokazatelna z teorie T. Navic, Godelav dikaz je konstruktivni, tedy
Godel piislusnou formuli opravdu zkonstruoval. V roce 1989 publikoval Boolos novy
dukaz, ktery je snad jednodussi, ale neni konstruktivni, je to ditkaz sporem. Booluv dikaz
je inspirovan jinym zndmym paradoxem, a to Berryho paradoxem (Nejmensi celé cislo
nepojmenovatelné méne nez dvaceti sedmi slabikami — spor, pravé jsme takové Cislo
pojmenovali dvaceti Sesti slabikami). My zde vylozime hlavni ideje piivodniho Godelova
dikazu.

Nejprve musime aritmetizovat syntaxi aritmetiky. Formule jazyka aritmetiky jsou
jisté posloupnosti znakt, dikazy jsou jisté posloupnosti formuli. Lze definovat jednoduché
ocislovani vSech formuli a dikazt (v dané teorii T), tj. funkci gn (Gddel number)
piitazujici kazdé formuli ¢ a kazdému dikazu d v teorii T Cislo gn(e) a gn(d), a to jedno-
jednoznacéné (rtzné vzory maji rtizné obrazy). Kromé toho je funkce gn efektivni v tom
smyslu, ze existuje algoritmus, ktery ji pocita, a také algoritmus, ktery ke gn(x) pocita jeho
VZOT X.
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Dalsi potiebny pojem je Z-uplnost teorie Q. Dokazujeme, Zze Q a zddna rozumna
silngjsi teorie neni Gplna. Na druhé stran¢ vsSak existuje tfida formuli (£-formule — jsou
v uzkém vztahu k algoritmiim) takovych, ze kazdy Z-vyrok pravdivy v N je dokazatelny
v Q. Pfitom z rekurzivni axiomatizovanosti teorie T plyne, Ze mnozina Godelovych cisel
formuli dokazatelnych v T je definovatelna v N jistou X-formuli, kterou ozna¢ime DOK(x).
Tedy: Teorie T dokazuje ¢ pravé kdyz Dok(gn(o)) je pravdivé v N. (gn(o) je numeral,
jehoz vyznamem je Godelovo ¢islo formule .)

Tteti ingredienci je Godelovo diagonalni lemma. Pro kazdou formuli ¢(x) jazyka
aritmetiky existuje uzaviena formule y takova, Ze v Q je dokazatelnd formule
v = ¢ (an(v)). Tedy gn(w) je jméno Godelova ¢isla formule y a formule ¢ (gn(w)) "iika”,
ze toto Cislo ma vlastnost ¢. Navic je tato formule ekvivalentni s y, a to dokazatelné v Q.
Tedy vy “tika” — ”’ja mam vlastnost ¢”.

Zbyva posledni napad: Aplikovat diagonalni lemma na formuli —Dok(x). Dostaneme
Godelovu diagonalni formuli, oznacme ji g, takovou, ze Q dokazuje formuli
g = —Dok (gn(g)). Tedy g “fika” — ”ja jsem nedokazatelna”. Zde je ona podobnost
s Epimenidovym paradoxem. AvSak jest¢ jednou: Zde neni zadny paradox. Gddelova
formule ma smysl, 1ze ji zkonstruovat a lze ukdzat, ze je pravdiva v N, ale nedokazatelna
v T (pochopitelné ani jeji negace nemuze byt dokazatelnd).

Kdyby teorie T dokazovala g, pak by formule Dok (gn(g)) byla pravdiva v N a tato
formule je X-formule; tedy by ji Q (a tim spiSe T) dokazovalo, tj. T by dokazovalo —g, coz
je spor. Avsak teorie T je bezesporna, tedy nedokazuje g, tedy —Dok (gn(Q)) je pravdiva
v N, tedy g je pravdiva v N.

(Kdyz vse jeste¢ jednou shrneme strochou metafory: g ”fika” — “ja jsem
nedokazatelna”, a to je pravda, protoze kdyby byla dokazatelnd, pak by byla nepravdiva a
teorie T by dokazovala nepravdivou formuli, coz neni mozné, protoze T je bezespornd.)
Pro kazdou rozumnou aritmetiku T najdeme vyrok g, ktery je pravdivy v N, ale
nedokazatelny z T.

Disledky:

Jelikoz plati silna Godelova véta o uplnosti (viz 4.2.1), nemize Godelova formule
g logicky vyplyvat z teorie T (nebot’ kdyby T |= g, pak by T |- g), a tedy ani z PA.
Tedy tato formule neni pravdiva v kazdém modelu PA. Jelikoz je pravdiva ve
standardnim modelu N, musi existovat nestandardni modely PA, a to takové, které
nejsou isomorfni s N. (Pfipomenime, ze isomorfni modely jsou takové struktury,
které se 1i§1 pouze piejmenovanim, jinak se “chovaji” stejné.)

Kazda “rozumna” aritmetika T (tj. rekursivné axiomatizovatelnd, obsahujici Q a
ma model N) je nerozhodnutelna (neexistuje algoritmus, ktery by pro kazdou
formuli rozhodl, zda je ¢i neni dokazatelnd v T). Kdybychom m¢éli takovou
rozhodnutelnou teorii T, mohli bychom ji pomoci “rozhodovaciho algoritmu”
rozsSifit na uplnou. To je vSak nemozné podle Rosserova vylepseni Godelovy véty o
neuplnosti.

Predikatovy pocet 1. fadu je teorie PL! s prazdnou mnoZinou specialnich axiomi.
Proto je PL! nerozhodnutelny. Neexistuje algoritmus, ktery by rozhodoval, zda je
dana formule ¢ v PL!' dokazateln4 (a tedy tautologie). Je tomu tak proto, Ze Q je
kone¢n¢ axiomatizovana: Jsou-li Q1,...,Q7 jeji axiomy, pak je podle véty o dedukci
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rozhodnuti, zda ¢ je dokazatelnd v Q ekvivalentni rozhodnuti, zda je formule
Qi AQ2 A ... A Q7D ¢ dokazatelna v PL!.

Tedy problém logické pravdivosti je v PL! nerozhodnutelny.

Situace vSak neni tak beznad€jnd (vzdyt funguje rezoluc¢ni metoda!). Church
dokazal, Ze tento problém je parcialné rozhodnutelny v nésledujicim smyslu:

Existuji algoritmy (napf. rezolu¢ni metoda) takové, ze je-li predlozend formule ¢
tautologie, pak algoritmus vyda v kone¢ném poctu kroki odpovéd” ANO. Pokud
vSak ¢ neni tautologie, pak algoritmus bud’to odpovi NE, nebo nemusi vydat nikdy
zadnou odpoveéd’ (“cykluje”).

Definice 4.2.6:
Teorie je kategoricka, jestlize kazdé dva jeji modely jsou izomorfni (tj. odhlédneme-
li od riznosti znaceni existuje jen ”jediny” model teorie).

Poznamky 4.2.5:

1. Formalni aritmetika 1. fddu neni kategorickou teorii. (Formalni aritmetika 2. fadu je
kategoricka, avSak za cenu neuplnosti kalkulu PL2.)

2. Existuji i uplné teorie, které jsou nekategorické (napf. teorie usporadani).

3. V¢étsina bezespornych teorii miize mit modely o rizné kardinalité (s riznou mohutnosti
univerzalni mnoziny). Tato skute¢nost motivuje zavedeni slabsiho pojmu, tzv. a-
kategori¢nosti. Teorie je a-kategorickd, jestlize vSechny jeji modely o kardinalité a
jsou izomorfni. D4 se ukazat, Ze formalni aritmetika neni v 1. fadu ani a-kategoricka.

Piiklady 4.2.4:

Ptikladem nekategorické teorie je teorie usporadani V1-V6. Ukazeme, ze existuji dva
neizomorfni modely této teorie. Jednim modelem je pfirozené uspofaddani < na mnoziné
redlnych cCisel. Druhym modelem je uspofadani << na mnozin¢ realnych ¢isel definované
takto (Q je zde mnoZina racionélnich ¢isel):

X<y Sdf[(x€Q) A (reQ) A (x )] v [(x€Q) A (¥2Q)] v [(x2Q) A (¥2Q) A (x<W)].
V tomto uspotfadani jsou vSechna raciondlni ¢isla pfed vSemi iraciondlnimi ¢isly a v rdmci
kazdé skupiny plati pfirozené usporadani. V tomto uspofadani plati 20<<v2, agkoliv
\2<20. Ob& uspofadani (oba modely) splituji viechny axiomy V1-V6 a pfitom nejsou
izomortfni.

Zbyva pojednat o druhé Godeloveé vété o netuplnosti.

Véta 4.2.7 /Druha Godelova véta o netiplnosti/: Zadna rozumna aritmetika T (splitujici
dal$i rozumné podminky, napt. tedy Q, PA) nedokazuje svou vlastni bezespornost.

Diikaz (naznak): Uvniti teorie T lze vyjadfit tvrzeni o bezespornosti teorie pomoci
predikatu Dok, napt. vyrokem —Dok(gn(e)) v —Dok(gn(=@)) pro né&jakou uzavienou
formuli ¢. Oznaéme vyrok vyjadfujici bezespornost symbolem KON. Godel si v§iml, ze za
jistych dalSich podminek je formule KON ekvivalentni jeho diagondlni formuli g, tj. T
dokazuje KON = g. Protoze T nedokazuje g, nedokazuje ani KON.
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Shrnuti: Dusledky obou Godelovych vét jsou znamy. Predevsim, nad¢je formalistl, ze
sémanticka pravdivost bude redukovatelna na syntaktickou dokazatelnost, byly zmafeny na
zéklad¢ prvni véty. Jelikoz tento vysledek se tyka kazdé teorie dostatecné silné, aby
obsahovala aritmetiku, tyka se celé klasické matematiky. Druh4 véta vSak byla jesté vice
destruktivni pro Hilbertiiv program: Nemoznost dokazat konzistenci klasické matematiky
absolutnim finitnim dikazem. Tedy matematika nemuze byt redukovana na mechanickou
praci se symboly, na pouhou syntax. Sémantické pojmy jako pravdivost, logické
vyplyvani jsou v matematice zakladnimi nezastupitelnymi pojmy.

(Kurt Godel sam zastdval Platonsky pohled na filosofii matematiky. Tvrdil, Ze existuji
abstraktni entity jako mnoziny, tfidy, funkce, atd., které jsou oznaCovany matematickymi
symboly, tedy matematické symboly maji svlij vyznam. Navic, jak tvrdil, ’lidska mysl
nemuze byt stroj”, tvofiva ¢innost matematika, matematické objevovani, se neobejde bez
jisté matematické intuice ...)

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka universita Ostrava, 2011



Matematicka logika. 133

LITERATURA

Sochor, A.: Klasicka matematicka logika. Karolinum Praha, 2001.

Svejdar, V.: Logika, neviplnost a slozitost. Academia Praha, 2002.

Brown, J.R.: Philosophy of Mathematics. Routledge, 1999.

Hajek, P.: Kurt Godel, matematik a logik. In: Malina, J., Novotny, J. (ed), Brno 1996.
Stépan, J.: Logika a logické systémy. Votobia Olomouc, 1992.

Manna, Z.: Matematicka teorie programii. SNTL Praha, 1981.

Markl, J.: Matematicka logika. Sylaby VSB Ostrava. 2001.

Marie Duzi, Katedra informatiky FEI, VSB-Technicka universita Ostrava, 2011



